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1.1. Opérateurs 7
1.2. Espaces de Hilbert 8
1.3. Adjoint d’un opérateur hilbertien 9
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8.3. Diagonalisation des opérateurs normaux compacts 31
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4. Formes linéaires continues sur CpΩq 104
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Chapitre 1

Opérateurs entre espaces de Hilbert

1. Micro-rappels et notations

1.1. Opérateurs.r Si X et Y sont des espaces vectoriels normés sur K “ R ou C, on note LpX,Y q
l’espace des applications linéaires continues T : X Ñ Y , muni de sa norme naturelle :

}T } “ sup

"

}T pxq}

}x}
; x ‰ 0

*

“ sup
 

}T pxq}; }x} “ 1u “ sup
 

}T pxq}; }x} ď 1
(

;

et on pose LpXq :“ LpX,Xq. Un élément de LpX,Y q s’appelle un opérateur borné
de X dans Y .r Mode d’emploi : si T : X Ñ Y est linéaire et C P R`, alors

T est continue et }T } ď C ðñ @x P X : }T pxq} ď C }x}.r On écrit en général Tx au lieu de T pxq, et AB au lieu de A ˝B.r On a toujours }AB} ď }A} }B}.r l’opérateur“identité” de X dans X se note IX , ou simplement I.r Un opérateur T P LpX,Y q est inversible si T est bijectif et si T´1 : Y Ñ X est
continue. Si X et Y sont des espaces de Banach, tout opérateur bijectif T P LpX,Y q
est automatiquement inversible : c’est le Théorème d’isomorphisme de Banach, qu’on
verra au Chapitre 3.r Un opérateur T P LpX,Y q est un plongement s’il existe une constante c ą 0
telle que

@x P X : }Tx} ě c }x}.

Autrement dit : T est un plongement si et seulement si T est injectif et “T´1” :
ImpT q Ñ X est continu.

Lemme 1.1. Soient X et Y des espces de Banach, et soit T P LpX,Y q. Alors T
est un plongement si et seulement si T est injectif et ImpT q est fermé dans Y .

Démonstration. Supposons que T soit un plongement avec “témoin” c ą 0. Alors
T est injectif. Soit pynq une suite dans ImpT q convergeant vers y P Y , et écrivons
yn “ Txn. On a }yq ´ yp} “ }T pxq ´ xpq} ě }xq ´ xp} pour tous p, q P N ; donc la
suite pxnq est de Cauchy dans X puisque pynq est de Cauchy dans Y . Comme X est
complet, la suite pxnq converge, xn Ñ x P X. Alors y “ Tx par continuité de T ; donc
y P ImpT q. Ainsi ImpT q est fermé dans Y .
Inversement, supposons que T soit injectif et à image fermée. Alors ImpT q est un espace
de Banach puisque Y en est un ; et T : X Ñ ImpT q est bijectif. D’après le Théorème
d’isomorphisme de Banach, l’application linéaire T´1 : ImpT q Ñ X est continue ; et
donc T est un plongement. �
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8 1. OPÉRATEURS ENTRE ESPACES DE HILBERT

1.2. Espaces de Hilbert. On suppose connus les faits de base concernant les es-
paces de Hilbert, c’est-à-dire le théorème de projection et ses conséquences habituelles.
Une précision importante :

Convention. Si H est un espace de Hilbert complexe, le produit scalaire xx, yy
est linéaire par rapport à x et antilinéaire par rapport à y.

1.2.1. Espaces `2 et L2.r Si I est un ensemble quelconque (non vide), on pose

`2pIq :“

#

x “ pxiqiPI P CI ; }x}22 :“
ÿ

iPI

|xi|
2 ă 8

+

.

rEn raison de l’existence de bases hilbertiennes, on sait que tout espace de Hilbert
est isométrique à un espace `2pIq ; et que tout espace de Hilbert séparable de dimension
infinie est isométrique à `2pNq.r Si pΩ,B,mq est un espace mesuré, on note L2pΩ,mq l’espace L2 associé. Le
produit scalaire sur L2pΩ,mq est donné par

xf, gy
L2pΩ,mq

“

ż

Ω
fpxq gpxq dmpxq.

r On a `2pIq “ L2pI,mq, où m est la mesure de comptage sur I.r Si I est un intervalle de R, on pose L2pIq :“ L2pI, dxq.r Il est bien connu, et non trivial, que l’espace L2pIq est séparable.r On pose L2pTq :“ L2pT,mq, où m est la mesure de Lebesgue normalisée sur le
cercle T. La mesure m est définie par

mpAq :“
1

2π
λ1

`

tθ P r0, 2πr; eiθ P Au
˘

,

où λ1 est la mesure de Lebesgue sur R. Si f est une fonction borélienne sur T, positive
ou intégrable par rapport à m, alors

ż

T
f dm “

ż 2π

0
fpeiθq

dθ

2π
¨

r Si I est un ensemble quelconque et si H est un espace de Hilbert, on pose

`2pI,Hq :“

#

x “ pxiqiPI P H
I ; }x}2 :“

ÿ

iPI

}xi}
2 ă 8

+

.

1.2.2. Produit scalaire et norme. Le lemme suivant sera constamment utilisé.

Lemme 1.2. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout z P H, on a

}z} “ sup
 

|xz, yy|; }y} “ 1
(

“ max
 

|xz, yy|; }y} “ 1
(

.

Démonstration. Le sup en question est ď }z} par l’inégalité de Cauchy-Schwarz ;
puis on prend y :“ z

}z} si z ‰ 0. �

Corollaire 1.3. Si H1, H2 sont des espaces de Hilbert (sur K “ R ou C) et si
T P LpH1, H2q, alors

}T } “ sup
!

|xTx, yy|; }x} “ 1 “ }y}
)

.
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Démonstration. C’est évident par le lemme :

}T } “ sup
}x}“1

}Tx} “ sup
}x}“1

sup
}y}“1

|xTx, yy|.

�

Corollaire 1.4. Si T : H1 Ñ H2 est linéaire et C P R`, alors

T continue et }T } ď C ðñ @px, yq P H1 ˆH2 : |xTx, yy| ď C }x} }y}.

Le lemme montre en particulier que si H est un espace de Hilbert réel ou complexe et
si T P LpHq, alors

T “ 0 ðñ @x, y P H : xTx, yy “ 0.

Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe, ceci peut être amélioré :

Lemme 1.5. Soit H un espace de Hilbert complexe, et soit T : H Ñ H une
application linéaire. Si on a xTu, uy “ 0 pour tout u P H, alors T “ 0.

Démonstration. Si x, y P H, alors

0 “ xT px` yq, x` yy “ xTx, xy ` xTx, yy ` xTy, xy ` xTy, yy

“ xTx, yy ` xTy, xy;

donc xTx, yy “ ´xTy, xy. En remplaçant y par iy, on obtient ´ixTx, yy “ ´ixTy, xy,
i.e. xTx, yy “ xTy, xy. Ainsi, on a en fait xTx, yy “ 0 pour tous x, y P H, et donc
T “ 0. �

Remarque. Le résultat est faux sur un espace de Hilbert réel : il suffit de considérer
H :“ R2 et de prendre pour T une rotation d’angle ˘π

2 ¨

1.3. Adjoint d’un opérateur hilbertien.

Rappel. Soient H1, H2 des espaces de Hilbert. Si T P LpH1, H2q, il existe un
unique opérateur T ˚ P LpH2, H1q tel que

@px, yq P H1 ˆH2 : xTx, yy “ xx, T ˚yy.

On dit que T ˚ est l’adjoint (hilbertien) de l’opérateur T .

Exemple 1. Dans le cas “trivial” H1 “ C “ H2, tout opérateur T P LpCq est de
la forme T “ λI pour un certain λ P C, et on a alors T ˚ “ λ̄I. Autrement dit, dans ce
cas trivial l’opération de passage à l’adjoint s’identifie à la conjugaison complexe. Dans
le cas d’un espace de Hilbert complexe H général, il est utile de garder à l’esprit que
l’opération de passage à l’adjoint sur LpHq est l’analogue de la conjugaison complexe.

Exemple 2. Si T P LpKdq a pour matrice A “
`

ai,j
˘

1ďi,jďd
, alors T ˚ P LpKdq a

pour matrice A˚ :“
`

aj,i
˘

1ďi,jďd
.

Propriétés formelles. L’opération de “passage à l’adjoint” possède les pro-
priétés suivantes.

(i) pA`Bq˚ “ A˚ `B˚.

(ii) pλAq˚ “ λ̄A˚ si λ P K.

(iii) pABq˚ “ B˚A˚.

(iv) I˚ “ I.
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(v) pT ˚q˚ “ T .

(vi) }T ˚} “ }T }.

Démonstration. Les points (i), ... , (v) sont des exos très faciles. Pour (vi), on écrit

}T ˚} “ sup
 

|xT ˚y, xy|; }y} “ 1 “ }x}
(

“ sup
 

|xy, Txy|; }y} “ 1 “ }x}
(

“ }T }.

�

Remarque. De (iii), (iv) et (v) on déduit qu’un opérateur T P LpH1, H2q est
inversible si et seulement si T ˚ est inversible, et qu’on a alors pT´1q˚ “ pT ˚q´1.

Lemme 1.6. Si T P LpH1, H2q, alors }T ˚T } “ }T }2.

Démonstration. D’abord, }T ˚T } ď }T } }T ˚} “ }T }2. Ensuite, }Tx}2 “ xTx, Txy “
xT ˚Tx, xy ď }T ˚Tx} }x} ď }T ˚T } }x}2 pour tout x P H, donc }T }2 ď }T ˚T }. �

Proposition 1.7. Si T P LpH1, H2q, alors kerpT ˚q “ ImpT qK et ImpT ˚q “
kerpT qK.

Démonstration. Par définition, si y P H2, alors

y P kerpT ˚q ðñ @x P H1 : xT ˚y, xy “ 0

ðñ @x P H1 : xy, Txy “ 0 ðñ y P ImpT qK.

Donc kerpT ˚q “ ImpT qK ; et donc kerpT qK “
`

ImpT ˚qK
˘K
“ ImpT ˚q en appliquant ceci

à T ˚. �

Corollaire 1.8. Pour tout opérateur T P LpH1, H2q, on a H1 “ kerpT q
K

‘ ImpT ˚q

et H2 “ kerpT ˚q
K

‘ ImpT q.

Corollaire 1.9. Si T P LpH1, H2q alors pT ˚ injectifq ðñ pT à image denseq,
et pT injectifq ðñ pT ˚ à image denseq.

Corollaire 1.10. Pour T P LpH1, H2q, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est inversible ;

(ii) T et T ˚ sont des plongements.

Démonstration. Si T est inversible alors T est certainement un plongement, et donc
T ˚ est lui aussi un plongement car T ˚ est inversible. Inversement, supposons que T et
T ˚ soient des plongements. Alors T est injectif, ImpT q est fermé dans H2 car H1 est
complet, et ImpT q est dense dans H2 car T ˚ est injectif ; donc T est en fait bijectif.
Comme T est un plongement, T´1 est continu ; donc T est inversible. �

1.4. Matrices infinies. Dans cette section, H est l’espace de Hilbert `2 :“ `2pNq,
et on note peiqiPN la base canonique de `2. Si x “ px0, x1, . . . q P `

2, on a donc xi “ xx, eiy
pour tout i P N ; et x “

ř8
i“0 xiei, où la série converge dans `2.

Définition 1.11. Si T P Lp`2q, la matrice de T relativement à peiq est la
matrice infinie A :“

`

xTej , eiy
˘

i,jPN.

Remarque 1.12. Un opérateur T P Lp`2q est entièrement déterminé par sa matrice.
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Démonstration. Si T1, T2 ont la même matrice, alors xT1u, vy “ xT2u, vy pour tous
u, v P c00 :“ vect

 

ei; i P N
(

par linéarité, donc xT1x, yy “ xT2x, yy pour tous x, y P `2

par continuité car c00 est dense dans `2, et donc T1 “ T2. �

Remarque 1.13. Si T P Lp`2q a pour matrice A “ pai,jqi,jPN relativement à peiq,
alors T ˚ a pour matrice A˚ :“

`

aj,i
˘

i,jPN. En particulier, on a

@j P N :
8
ÿ

i“0

|ai,j |
2 “ }Tej}

2 ă 8 et @i P N :
8
ÿ

j“0

|ai,j |
2 “ }T ˚ei}

2 ă 8.

Démonstration. Exo. �

Remarque 1.14. Si T P Lp`2q a pour matrice A “
`

ai,j
˘

relativement à peiq, alors

@x P `2 @i P N : pTxqi “
8
ÿ

j“0

ai,jxj , où la série converge absolument.

Démonstration. On a x “
ř8
j“0 xj ej où la série converge dans `2 ; donc, par conti-

nuité de T et du produit scalaire, on peut écrire

pTxqi “ xTx, eiy “
8
ÿ

j“0

xj xTej , eiy “
8
ÿ

j“0

ai,jxj .

La série converge absolument car
ř8
j“0 |ai,j |

2 ă 8 et
ř8
j“0 |xj |

2 ă 8. �

2. Quelques exemples

2.1. Projections orthogonales.

Rappel. Soit H un espace de Hilbert, et soit E un sous-espace fermé de H. Pour
tout x P H, il existe un unique z P E tel que px ´ zq K E ; et ce z est caractérisé par
le fait que z P E et }x ´ z} “ distpx,Eq. Notation : z “ pEpxq. On dit que pEpxq est
le projeté orthogonal de x sur E.

Propriétés. Soit p :“ pE : H Ñ H. Alors p possède les propriétés suivantes.r p est linéaire et p2 “ p.r p est continue et }p} “ 1.r @x, y P H : xpx, yy “ xpx, pyy “ xx, pyy ; donc p˚ “ p.r @x P H : xpx, xy “ }px}2 ě 0.

Démonstration. Exo. �

Lemme 2.1. Soit p P LpHq. Alors p est une projection orthogonale si et seulement
si p2 “ p et p˚ “ p.

Démonstration. Une implication a déjà été vue. Inversement, supposons que p˚ “
p “ p2. Comme p2 “ p, on a Imppq “ kerpI ´ pq et H “ kerppq ‘ Imppq ; et comme
p˚ “ p, on a kerppq “ kerpp˚q “ ImppqK. Donc p est une projection orthogonale. �

Remarque. Soit H un espace de Hilbert, et soit E un sous-espace fermé de H.
Soit π : H Ñ E la projection orthogonale de H sur E, considérée comme un opérateur
de H dans E. Alors π˚ est l’injection canonique E ãÑ H.

Démonstration. Exo. �
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2.2. Opérateurs diagonaux, opérateurs de multiplication.

Lemme 2.2. Si a “ paiqiPN P `
8pNq, on définit un opérateur borné ∆a : `2pNq Ñ

`2pNq en posant

∆ax :“ pa0x0, a1x1, a2x2 . . . q pour x “ px0, x1, x2, . . . q P `
2pNq.

On a }∆a} “ }a}8 “ supiě0 |ai|. La matrice de ∆a dans la base canonique de `2 est la
matrice diagonale

Da :“

¨

˚

˚

˚

˝

a0

a1

a2

. . .

˛

‹

‹

‹

‚

Démonstration. Exo. �

Lemme 2.3. Soit pΩ,B,mq un espace mesuré. Si φ P L8pΩ,mq, on définit un
opérateur borné Mφ : L2pΩ,mq Ñ L2pΩ,mq en posant Mφf :“ φf pour toute f P
L2pΩ,mq. On a }Mφ} ď }φ}8, et }Mφ} “ }φ}8 si la mesure m est sigma-finie.

Démonstration. Le fait que Mφ soit un opérateur borné avec }Mφ} ď }φ}8 est
laissé en exo.
Montrons que }Mφ} ě }φ}8 si m est sigma-finie. Soit α ă }φ}8 quelconque. Par
définition de la norme } ¨ }8, l’ensemble A :“ t|φ| ě αu vérifie mpAq ą 0. Comme
la mesure m est sigma-finie, on peut trouver E Ď A tel que 0 ă mpEq ă 8. Alors
f :“ 1E P L

2zt0u, et }Mφf}
2
2 “

ş

E |φ|
2 dm ě α2mpEq “ α2}f}22. Ainsi, on a }Mφ} ě α

pour tout α ă }φ}8. �

Remarque. Les opérateurs diagonaux ∆a sont des cas particuliers d’opérateurs
de multiplication : si on prend Ω “ N avec pour m la mesure de comptage, alors
L2pΩ,mq “ `2pNq et Mφ “ ∆a où a :“ pφpnqqnPN.

Exercice. On a MφMψ “Mφψ “MψMφ et pMφq
˚ “Mφ pour toutes φ, ψ P L8.

2.3. Shifts.

Définition 2.4. Le “forward shift” sur `2pNq est l’opérateur S : `2pNq Ñ `2pNq
défini par

Spx0, x1, x2, . . . q :“ p0, x0, x1, x2, . . . q

Le “backward shift” B est défini par

Bpx0, x1, x2, . . . q :“ px1, x2, . . . q

On a ainsi
Sei “ ei`1 pour tout i P N,

Be0 “ 0 et Bei “ ei´1 pour i ě 1.

Matriciellement :

S „

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
1 0

1 0

1
. . .
. . .

. . .

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

et B „

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1
0 1

0 1
. . .

. . .

. . .

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚
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Lemme 2.5. Les opérateurs S et B possèdent les propriétés suivantes.r S est une isométrie, i.e. }Sx} “ }x} pour tout x P `2 .r }B} “ 1.r S˚ “ B.r BS “ I.r B est surjectif et kerpBq “ re0s.r S est injectif et ImpSq “ ren; n ě 1s “ re0s
K.

Démonstration. Exo. �

Remarque. Précisons une notation qu’on aura l’occasion de ré-utiliser : si pxiqiPI
est une famille d’éléments d’un espace vectoriel normé X, on note rxi; i P Is le sous-
espace vectoriel fermé de X engendré par les xi :

rxi; i P Is :“ vect txi; i P Iu.

Pour une famille finie px1, . . . , xN q, on a rx1, . . . , xN s “ vect px1, . . . , xN q car tout
sous-espace vectoriel de dimension finie est fermé dans X.

Définition 2.6. Le “forward shift” S et le “backward shift” B sur `2pZq sont les
opérateurs sur `2pZq définis par

Sei :“ ei`1 et Bei :“ ei´1 pour tout i P Z.
Autrement dit, si x “ pxiqiPZ P `

2pZq, alors

Sx “ pxi´1qiPZ et Bx “ pxi`1qiPZ.

Lemme 2.7. Les shifts B et S sur `2pZq sont des isométries bijectives inverses l’une
de l’autre.

Démonstration. Exo. �

Remarque. Plus généralement, si H est un espace de Hilbert quelconque, on peut
définir les shifts canoniques B et S sur `2pN, Hq et `2pZ, Hq.

2.4. Opérateurs à noyaux. Dans cette section pΩ,B,mq est un espace mesuré,
et on suppose que la mesure m est sigma-finie pour pouvoir appliquer le Théorème de
Fubini. .

Définition 2.8. Un noyau sur Ω est une fonction mesurable K : Ωˆ Ω Ñ C.

Notation. Soit K : Ω ˆ Ω Ñ C un noyau sur Ω. Si f : Ω Ñ C est une fonction
mesurable et si x P Ω est tel que la fonction y ÞÑ Kpx, yqfpyq est intégrable sur Ω, on
pose

TKfpxq :“

ż

Ω
Kpx, yqfpyq dmpyq.

Définition 2.9. On dit qu’un noyau K : ΩˆΩ Ñ C définit un opérateur borné
sur L2pΩ,mq sir pour toute f P L2pΩ,mq, la fonction TKf est bien définie m-presque partout ;r TKf P L2pΩ,mq pour toute f P L2pΩ,mq ;
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r l’application linéaire TK : L2pΩ,mq Ñ L2pΩ,mq est continue.

Remarque 2.10. Si Ω “ N et si m est la mesure de comptage, alors L2pΩ,mq “
`2pNq et “presque partout” veut dire “partout”. Donc, un noyau K : NˆNÑ C définit
un opérateur borné sur L2pN,mq exactement quand la matrice A :“

`

Kpi, jq
˘

i,jPN est

la matrice d’un opérateur borné sur `2 (cf la Remarque 1.14.)

Définition 2.11. On dit qu’un noyau K : ΩˆΩ Ñ C est absolument L2 - borné
s’il existe une constante M ă 8 telle que

@f P L2pΩ,mq :

ż

Ω

ˆ
ż

Ω
|Kpx, yqfpyq| dmpyq

˙2

dmpxq ďM

ż

Ω
|fpyq|2dmpyq.

Exemple 2.12. Si K P L2pΩˆΩ,mbmq, alors K est absolument L2 - borné avec
constante M :“ }K}2L2 .

Démonstration. Application “mécanique” de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et du
Théorème de Fubini (exo). �

Lemme 2.13. Si K : ΩˆΩ Ñ C est un noyau absolument L2 - borné, avec constante
M , alors K définit un opérateur borné sur L2pΩ,mq avec }TK} ď

?
M .

Démonstration. Soit f P L2pΩ,mq. Pour x P Ω, posons

Φpxq :“

ż

Ω
|Kpx, yqfpyq| dmpyq.

Comme la mesure m est sigma-finie, Φ est une fonction mesurable à valeurs dans
r0,8s (c’est un petit bout de l’énoncé du Théorème de Fubini). Par hypothèse, on a
ş

Ω Φpxq2 dmpxq ď M }f}22 ă 8. Donc Φpxq ă 8 pp, et donc TKfpxq est bien défini

presque partout. Par définition de Φ, on a |TKfpxq| ď Φpxq pp, donc TKf P L
2 et

}TKf}
2
2 ď }Φ}

2
2 ďM }f}22. �

Corollaire 2.14. Si K P L2pΩˆ Ω,mbmq, alors K définit un opérateur borné
sur L2pΩ,mq avec }TK} ď }K}L2. En particulier, si A “

`

ai,j
˘

i,jPN est une matrice

infinie telle que
ř8
i,j“0 |ai,j |

2 ă 8, alors A est la matrice d’un opérateur borné sur

`2pNq.

Remarque 2.15. Si K : Ω Ñ Ω Ñ C est un noyau absolument L2 - borné, et
si le “noyau adjoint” K˚px, yq :“ Kpy, xq est lui aussi absolument L2 - borné, alors
pTKq

˚ “ TK˚ .

Démonstration. Exo. �

Théorème 2.16. (test de Schur)
Soit K : Ω ˆ Ω Ñ C un noyau. On suppose qu’il existe deux fonctions mesurables
strictement positives w1, w2 : Ω Ñ R et deux constantes C1, C2 ă 8 telles quer @x P Ω :

ş

Ω |Kpx, yq|w1pyq dmpyq ď C1w2pyq ;r @y P Ω :
ş

Ω |Kpx, yq| w2pxq dmpxq ď C2w1pyq.
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Alors K est absolument L2-borné avec constante M :“ C1C2, et donc K définit un
opérateur borné sur L2pΩ,mq avec }TK} ď

?
C1C2.

Démonstration. Soit f P L2pRq. Pour tout x P Ω, on a
ż

Ω
|Kpx, yqfpyq| dmpyq “

ż

Ω

`

|Kpx, yq|w1pyq
˘1{2

ˆ

ˆ

|Kpx, yq|

w1pyq

˙1{2

|fpyq| dmpyq

ď

ˆ
ż

Ω
|Kpx, yq|w1pyq dmpyq

˙1{2 ˆż

Ω

|Kpx, yq|

w1pyq
|fpyq|2dmpyq

˙1{2

ď
a

C1w2pxq

ˆ
ż

Ω

|Kpx, yq|

w1pyq
|fpyq|2dmpyq

˙1{2

.

Donc (par Fubini)

ż

Ω

˜

ż

Ω
|Kpx, yqfpyq| dmpyq

¸2

dmpxq

ď C1

ż

Ω
w2pxq

ˆ
ż

Ω

|Kpx, yq|

w1pyq
|fpyq|2dmpyq

˙

dmpxq

“ C1

ż

Ω
|fpyq|2 ˆ

1

w1pyq

ˆ
ż

Ω
|Kpx, yq|w2pxq dmpxq

˙

dmpyq

ď C1C2

ż

Ω
|fpyq|2dmpyq.

�

Corollaire 2.17. S’il existe deux constantes C1 et C2 telles que

@x P Ω :

ż

Ω
|Kpx, yq| dmpyq ď C1 et @y P Ω :

ż

Ω
|Kpx, yq| dmpxq ď C2,

alors K est absolument L2-borné avec constante C1C2, et donc définit un opérateur
borné sur L2pΩ,mq avec }TK} ď

?
C1C2.

Démonstration. On applique le test de Schur avec w1ptq :“ 1 “ w2ptq. �

Exemple 2.18. Soit k P L1pRq et soit K : R ˆ R Ñ C définie par Kpx, yq :“
kpx´ yq. Si f : Ω Ñ C est mesurable, alors

TKfpxq “

ż

R
kpx´ yqfpyq dy “ k ˚ fpxq

en tout point x P R où ceci a un sens. On a @x P R :
ş

R |kpx ´ yq|dy “ }k}1 et

@y P R :
ş

R |kpy ´ xq| dx “ }k}1. Donc K définit un opérateur borné sur L2 avec

}TK} ď
a

}k}1 ˆ }k}1 “ }k}1. Autrement dit : si f P L2pRq alors k ˚ f est bien définie
presque partout et appartient à L2pRq, avec

}k ˚ f}2 ď }k}1 }f}2.

Remarque. Le noyau Kpx, yq “ kpx´ yq n’appartient pas à L2pRˆ Rq.

Exercice. Imaginer un “test de Schur Lp” pour 1 ă p ă 8, et vérifier qu’il
s’applique pour la convolution L1-Lp.
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Exemple 2.19. Soit A “
`

ai,j
˘

i,jPN une matrice infinie. S’il existe r ă 1 tel que

@i, j P N : |ai,j | ď r|j´i|,

alors A définit un opérateur borné sur `2pNq avec }A} ď 1`r
1´r ¨

Démonstration. Il suffit de montrer que la matrice Ar :“
`

r|j´i|
˘

i,jPN est absolu-

ment L2-bornée avec constante
`

1`r
1´r

˘2
. Comme Ar est symétrique, il suffit donc de

vérifier que

@i P N :
8
ÿ

j“0

r|j´i| ď
1` r

1´ r
¨

Il faut juste accepter de faire le calcul :

8
ÿ

j“0

r|j´i| “
ÿ

0ďjăi

ri´j `
8
ÿ

j“i

rj´i

“

i
ÿ

k“1

rk `
8
ÿ

k“0

rk

“ r
1´ ri

1´ r
`

1

1´ r

ď
1` r

1´ r
¨

�

3. Classes importantes d’opérateurs

3.1. Opérateurs auto-adjoints.

Définition 3.1. Un opérateur T P LpHq est dit auto-adjoint si T ˚ “ T ; autre-
ment dit, si

@x, y P H : xTx, yy “ xx, Tyy.

Exemples.

(1) Soit Mφ un opérateur de multiplication sur L2pΩ,mq. Alors Mφ est auto-
adjoint si et seulement si la fonction φ est pp à valeurs réelles.

(2) Soit pΩ,B,mq un espace mesuré, et soit K : ΩˆΩ un noyau absolument L2-

borné tel que le noyau adjoint K˚px, yq :“ Kpy, xq est lui aussi absolument

L2-borné. Alors TK est autoadjoint si et seulement si Kpy, xq “ Kpx, yq pp
sur Ωˆ Ω.

Remarque. Si T P LpHq est auto-adjoint, alors xTx, xy P R pour tout x P H.

Exercice. Soit H un espace de Hilbert complexe. Montrer que si T P LpHq est
auto-adjoint, alors les valeurs propres éventuelles de T sont réelles.

Comme l’opération de passage à l’adjoint est l’analogue de la conjugaison complexe,
les opérateurs auto-adjoints sont aux opérateurs généraux ce que les nombres réels sont
aux nombres complexes. Le lemme suivant n’est donc pas surprenant.
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Lemme 3.2. Soit H un espace de Hilbert complexe. Si T P LpHq, alors T peut
s’écrire de manière unique sous la forme T “ A` iB, où A,B sont auto-adjoints. Si
de plus AB “ BA, alors T ˚T “ A2 `B2 et @x P H : }Tx}2 “ }Ax}2 ` }Bx}2.

Démonstration. Si T “ A` iB avec A et B auto-adjoints, alors T ˚ “ A´ iB ; donc
on doit avoir A “ T`T˚

2 et B “ T´T˚

2i ¨ Inversement A et B donnés par ces formules
conviennent.
Supposons que AB “ BA. Comme A et B sont auto-adjoints, on a alors T ˚T “

pA ´ iBqpA ` iBq “ A2 ` B2 “ A˚A ` B˚B, donc @x P H : }Tx}2 “ xT ˚Tx, xy “
xA˚Ax, xy ` xB˚Bx, xy “ }Ax}2 ` }Bx}2. �

Corollaire 3.3. Soit H un espace de Hilbert complexe. Un opérateur T P LpHq
est auto-adjoint si et seulement si xTx, xy P R pour tout x P H.

Démonstration. Supposons que xTx, xy P R pour tout x P H, et écrivons T “

A ` iB avec A et B auto-adjoints. Alors xTx, xy “ xAx, xy ` ixBx, xy pour tout
x P H. Comme A et B sont auto-adjoint, on a xAx, xy P R et xBx, xy P R. On a donc
nécessairement xBx, xy “ 0 pour tout x P H. Donc B “ 0 d’après le Lemme 1.5 ; et
donc T “ A est auto-adjoint. �

Proposition 3.4. Si T P LpHq est auto-adjoint, alors

}T } “ sup
 

|xTx, xy|; }x} “ 1
(

.

Démonstration. Posons M :“ sup
 

|xTx, xy; }x} “ 1
(

. On a évidemment M ď }T }.
Pour l’inégalité inverse, il suffit de montrer qu’on a |xTx, yy| ď M pour tous x, y P H
vérifiant }x} “ 1 “ }y}.
Comme T est auto-adjoint, on a (exo)

xT px` yq, x` yy “ xTx, xy ` 2Re xTx, yy ` xTy, yy;

et de même

xT px´ yq, x´ yy “ xTx, xy ´ 2Re xTx, yy ` xTy, yy.

En retranchant ces deux identités, on obtient

4Re xTx, yy “ xT px` yq, x` yy ´ xT px´ yq, x´ yy.

Donc

Re xTx, yy ď
1

4

`

M }x` y}2 `M }x´ y}2
˘

“
M

2

`

}x}2 ` }y}2
˘

“M.

Maintenant, soit ω P K tel que |ω| “ 1 et |xTx, yy| “ ω xTx, yy. Comme }ωx} “ 1 “ }y},
on a

|xTx, yy| “ xT pωxq, yy “ Re xT pωxq, yy ďM.

�

Corollaire 3.5. Si A,B P LpHq sont auto-adjoints et si on a xAx, xy “ xBx, xy
pour tout x P H, alors A “ B.

Démonstration. L’opérateur T :“ B ´A est auto-adjoint et xTx, xy “ 0 pour tout
x P H, donc }T } “ 0. �
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3.2. Opérateurs positifs.

Définition 3.6. Soit H un espace de Hilbert. On dit qu’un opérateur T P LpHq
est positif si T est auto-adjoint et @x P H : xTx, xy ě 0. On écrit alors T ě 0.

Exemples.

(1) Toute projection orthogonale est un opérateur positif.

(2) Soit pΩ,B,mq un espace mesuré sigma-finie., et soit L2 :“ L2pΩ,B,mq. Un
opérateur de multiplication Mφ : L2 Ñ L2 est positif si et seulement si la
fonction φ est pp à valeurs dans R`.

Démonstration. Exo. �

Exercice. Montrer que si T P LpHq est un opérateur positif, alors les valeurs propres
éventuelles de T sont ě 0.

Lemme 3.7. Si T P LpH1, H2q, alors T ˚T ě 0.

Démonstration. L’opérateur T ˚T P LpH1q est bien défini puisque T va de H1 dans
H2 et T ˚ va de H2 dans H1 ; il est auto-adjoint car pT ˚T q˚ “ T ˚pT ˚q˚ “ T ˚T ; et
xT ˚Tx, xy “ xTx, Txy “ }Tx}2 ě 0 pour tout x P H1. �

Lemme 3.8. Pour tout T P LpH1, H2q, on a l’équivalence

}T } ď 1 ðñ I ´ T ˚T ě 0.

Démonstration. Comme I´T ˚T est auto-adjoint, il s’agit de montrer que }T } ď 1
si et seulement si xpI ´ T ˚T qx, xy ě 0 pour tout x P H1. Mais xpI ´ T ˚T qx, xy “
xx, xy ´ xT ˚Tx, xy “ }x}2 ´ }Tx}2, donc tout est clair. �

Proposition 3.9. Si T P LpHq est un opérateur positif, alors

@x, y P H : |xTx, yy| ď xTx, xy1{2 xTy, yy1{2.

Démonstration. C’est l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour la forme hermitienne ě 0
définie par Bpx, yq :“ xTx, yy. �

Corollaire 3.10. Si T P LpHq est ě 0, alors

@x P H : }Tx} ď }T }1{2 xTx, xy1{2.

Démonstration. Par la proposition, on a |xTx, yy| ď xTx, xy1{2 ˆ
`

}T } }y}2
˘1{2

“

}T }1{2 xTx, xy1{2}y} pour tout y P H. �

Corollaire 3.11. Si T P LpHq est positif, alors

kerpT q “
 

x P H; xTx, xy “ 0
(

.

Démonstration. Micro-exo. �

Corollaire 3.12. Si T P LpH1, H2q vérifie }T } ď 1, alors

kerpI ´ T ˚T q “
 

x; }Tx} “ }x}
(

.

Démonstration. Exo. �
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3.3. Isométries, opérateurs unitaires.

Définition 3.13. Soit T P LpH1, H2q. On dit que T est une isométrie si on a
}Tx} “ }x} pour tout x P H ; et on dit que T est unitaire si T est une isométrie
bijective.

Remarque 1. Si T est unitaire, alors T´1 est aussi unitaire ; et si T1 et T2 sont
unitaires, alors T1T2 est unitaire. Donc les opérateurs unitaires forment un groupe,
qu’on appelle assez logiquement le groupe unitaire de H.

Remarque 2. Si T : H1 Ñ H2 est unitaire, alors T change toute base hilbertienne
de H1 en une base hilbertienne de H2. Inversement, si T change une base hilbertienne
de H1 en une base hilbertienne de H2, alors T est unitaire.

Démonstration. Exo. (Pour la 1ère partie, on a besoin du Lemme 3.14.) �

Exemples.

(1) Si H1 “ Kd “ H2, alors “isométrie” ðñ “unitaire”.

(2) Le forward shift S sur `2pNq est une isométrie, non unitaire.

(3) Les shifts B et S sur `2pZq sont des opérateurs unitaires.

(4) Un opérateur de multiplication Mφ : L2 Ñ L2 est unitaire si et seulement si
|φpxq| “ 1 pp.

(5) Pour f P L2pTq, notons pfpnq les coefficients de Fourier de f :

@n P Z : pfpnq “

ż

T
fpzqz´ndmpzq “

ż 2π

0
fpeiθq e´inθ

dθ

2π
¨

La transformation de Fourier L2pTq Q f ÞÑ p pfpnqqnPZ est un opérateur unitaire
de L2pTq sur `2pZq.

(6) La transformation de Fourier-Plancherel F : L2pRq Ñ L2pRq est un opérateur
unitaire.

Démonstration. Exo. �

Lemme 3.14. Si T P LpH1, H2q est une isométrie, alors xTx, Tyy “ xx, yy pour
tous x, y P H1.

Démonstration. Pour tous u, v P H, on a

}u` v}2 ´ }u´ v}2 “ 4Re xu, vy.

Donc, par linéarité,

4Re xTx, Tyy “ }T px` yq}2 ´ }T px´ yq}2 “ }x` y}2 ´ }x´ y}2 “ 4Re xx, yy.

Ainsi, on a Re xTx, Tyy “ Re xx, yy pour tous x, y P H. En changeant y en iy si K “ C,
on obtient aussi Im xTx, Tyy “ Im xx, yy, d’où finalement xTx, Tyy “ xx, yy. �

Lemme 3.15. Soit T P LpH1, H2q.

(a) T est une isométrie si et seulement si T ˚T “ I.

(b) T est unitaire si et seulement si T est inversible et T´1 “ T ˚, i.e. T ˚T “ I “
TT ˚.
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Démonstration. (a) Si T est une isométrie, on a en particulier }T } “ 1) ; donc
kerpI ´ T ˚T q “ tx P H1; }Tx} “ }x}u “ H1, et donc T ˚T “ I. Inversement, si
T ˚T “ I, alors }Tx}2 “ xT ˚Tx, xy “ }x}2 pour tout x P H1.

(b) Si T est unitaire alors T´1 est une isométrie, donc xT´1u, T´1vy “ xu, vy pour tous
u, v P H2. Donc, si x P H1 et y P H2, alors xTx, yy “ xT´1Tx, T´1yy “ xx, T´1yy ; et
donc T´1 “ T ˚. Inversement, si T ˚T “ I “ TT ˚, alors T est une isométrie par (a), et
T est inversible. �

Corollaire 3.16. T est unitaire si et seulement si T et T ˚ sont des isométries.

Définition 3.17. Soient T1 P LpH2q et T2 P LpH2q. On dit que T1 et T2 sont
unitairement équivalents s’il existe un opérateur unitaire U : H1 Ñ H2 tel que
T2U “ UT1, i.e. T1 “ U´1T2U “ U˚T2U .

Exemple 1. Un opérateur T P LpKdq est diagonalisable en base orthononormée
si et seulement si T est unitairement équivalent à un opérateur diagonal. Si H est
un Hilbert séparable de dimension infinie, un opérateur T P LpHq est unitairement
équivalent à un opérateur diagonal D P Lp`2q si et seulement si T est diagonalisable
en base orthonormée, i.e. H possède une base hilbertienne formée de vecteurs propres
pour T .

Exemple 2. Soit z P L8pTq la fonction z ÞÑ z. L’opérateur Mz : L2pTq Ñ L2pTq
est unitairement équivalent au forward shift S : `2pZq Ñ `2pZq.

Démonstration. Si f P L2pTq, alors

@n P Z : xzfpnq “

ż

T
zfpzqz´ndmpzq “

ż

T
fpzqz´pn´1qdmpzq “ pfpn´ 1q.

Autrement dit, en notant F : L2pTq Ñ `2pZq la transformation de Fourier, on a
FpMzfq “ SpFfq pour toute f P L2pTq ; et donc Mz “ F´1SF . �

3.4. Opérateurs normaux.

Définition 3.18. Un opérateur T P LpHq est dit normal si on a T ˚T “ TT ˚.

Exemples.

(1) Tout opérateur auto-adjoint est normal.

(2) Tout opérateur unitaire est normal.

(3) Tout opérateur de multiplication Mφ : L2 Ñ L2 est normal.

Lemme 3.19. Un opérateur T P LpHq est normal si seulement si il s’écrit T “

A` iB avec A et B auto-adjoints et AB “ BA.

Démonstration. Si T “ A`iB avec A et B auto-adjoints, alors T ˚T “ pA´iBqpA`
iBq “ pA2`B2q` ipAB´BAq et TT ˚ “ pA` iBqpA´ iBq “ A2`B2´ ipAB´BAq.
Donc T est normal si eut seulement si pAB´BAq “ ´pAB´BAq, i.e. AB “ BA. �

Lemme 3.20. Un opérateur T P LpHq est normal si seulement si }Tx} “ }T ˚x}
pour tout x P H.

Démonstration. Comme T ˚T et TT ˚ sont auto-adjoints, on a T ˚T “ TT ˚ si et
seulement si xT ˚Tx, xy “ xTT ˚x, xy pour tout x P H, i.e. }Tx}2 “ }T ˚x}2. �
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Corollaire 3.21. Si T P LpHq est normal, alors kerpT ˚q “ kerpT q.

Démonstration. C’est évident. �

Corollaire 3.22. Si T P LpHq est normal, alors H “ kerpT q
K

‘ ImpT q.

Démonstration. On a H “ kerpT ˚q
K

‘ ImpT q pour tout opérateur T P LpHq, et
kerpT ˚q “ kerpT q si T est normal. �

4. Théorème ergodique de von Neumann

On sait bien que si λ P C vérifie |λ| ď 1, alors

1

n` 1

n
ÿ

k“0

λk
nÑ8
ÝÝÝÑ

"

0 si λ ‰ 1
1 si λ “ 1

Le théorème suivante est une généralisation “opératorielle” qui a de très nombreuses
applications.

Théorème 4.1. Soit H un espace de Hilbert, et soit T P LpHq vérifiant }T } ď 1.
Pour n P N, posons

An :“
1

n` 1

n
ÿ

k“0

T k.

Pour tout x P H, la suite pAnxq converge vers px, où p est la projection orhogonale
sur kerpT ´ Iq.

Démonstration.

Fait 1. On a H “ kerpT ´ Iq
K

‘ ImpT ´ Iq.

Preuve du Fait 1. Il suffit de montrer que kerpT ´ Iq “ ImpT ´ IqK ; autrement dit
que kerpT ´ Iq “ kerppT ´ Iq˚q, i.e. kerpT ´ Iq “ kerpT ˚ ´ Iq.

Si x P H vérifie Tx “ x, alors }Tx}2 “ }x}2, autrement dit xpI ´ T ˚T qx, xy “ 0.
Comme I ´ T ˚T ě 0 puisque }T } ď 1, on a donc pI ´ T ˚T qx “ 0, i.e. T ˚Tx “ x ; et
donc T ˚x “ x puisque Tx “ x. Ainsi, kerpI ´ T q Ď kerpI ´ T ˚q ; et en appliquant ceci
à T ˚ (qui vérifie }T ˚} “ }T } ď 1), on obtient l’autre inclusion.

Si on ne veut pas utiliser la notion d’opérateur positif, voici un preuve directe du fait
que kerpT ´ Iq “ kerpT ˚ ´ Iq. Si x P H, alors

}pI ´ T ˚qx}2 “ }x}2 ´ 2Re xx, T ˚xy ` }T ˚x}2

ď 2
`

}x}2 ´ Re xx, T ˚xy
˘

car }T ˚} “ }T } ď 1

“ 2
`

}x}2 ´ Re xTx, xy
˘

.

Si Tx “ x, on obtient donc }pI ´ T ˚qx}2 ď 0, i.e. T ˚x “ x. Donc kerpT ´ Iq Ď
kerpT ˚ ´ Iq ; et l’inclusion inverse en appliquant ceci à T ˚. �

Fait 2. }AnpT ´Iq} Ñ 0 quand nÑ8, et donc Anv Ñ 0 pour tout v P ImpT ´Iq.

Preuve du Fait 2. On a AnpT´Iq “
1

n`1

`
řn
k“0 T

k`1 ´
řn
k“0 T

k
˘

“ 1
n`1pT

n`1´Iq,

donc }AnpT ´ Iq} ď
2

n`1 car }Tn`1} ď }T }n`1 ď 1. �
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Par le Fait 2 et comme }An} ď
1

n`1

řn
k“0 }T

k} ď 1 pour tout n P N, on voit

(exo) que Anv Ñ 0 pour tout v P ImpT ´ Iq. Comme évidemment Anu “ u pour tout
u P kerpI ´ T q, on en déduit que AnxÑ px pour tout x P H d’après le Fait 1. �

Corollaire 4.2. Soit pΩ,B,mq un espace mesuré, et soit φ : Ω Ñ Ω une appli-
cation mesurable préservant la mesure m, i.e. telle que

m
`

φ´1pEq
˘

“ mpEq pour tout ensemble mesurable E Ď Ω.

Pour k P N, posons φk :“ φ˝¨ ¨ ¨˝φ. Alors, pour toute f P L2 :“ L2pΩ,mq, les fonctions
f ˝ φk sont dans L2 et la suite

fn :“
1

n` 1

n
ÿ

k:“0

f ˝ φk

converge en norme L2 vers une fonction rf telle que rf ˝ φ “ rf pp.

Démonstration. Comme φ préserve la mesure m, on voit que si f1 et f2 sont deux
fonctions mesurables égales m-pp, alors f1 ˝ φ et f2 ˝ φ sont également égale m-pp
(exo). Donc, si f P L2pΩ,mq, alors V f :“ f ˝ φ est bien définie pp.
Notons E X L2 l’ensemble des fonctions étagées appartenant à L2. On sait que E X L2

est dense dans L2. Si f P E X L2 et si on écrit

f “
N
ÿ

i“1

ci1Ei avec des Ei disjoints,

alors

V f “
N
ÿ

i“1

ci1φ´1pEiq et les φ´1pEiq sont disjoints.

Donc

}V f}22 “
N
ÿ

i“1

|ci|
2m

`

φ´1pEiq
˘

“

N
ÿ

i“1

|ci|
2mpEiq “ }f}

2
2.

Comme E XL2 est dense dans L2, on en déduit que V envoie L2 dans L2 et est même
une isométrie. En particulier, }V } ď 1.
Si f P L2 est quelconque, alors fn “

1
n`1

řn
k“0 V

kf . D’après le théorème appliqué

avec H :“ L2 et T :“ V , on déduit que pfnq converge en norme L2 vers rf , projeté
orthogonal de f sur kerpV ´ Iq ; ce qui donne le résultat souhaité. �

5. Racine carrée d’un opérateur positif

Théorème 5.1. Si A P LpHq est un opérateur positif, alors il existe un unique
opérateur positif S tel que S2 “ A. On dit que S est la racine carré de A, et on écrit
S “

?
A.

Démonstration. On peut supposer que }A} ď 1. Alors B :“ I´A vérifie 0 ď B ď I,
et en particulier }I ´A} ď 1.

Fait 1. Soit A l’ensemble des fonctions f : r´1, 1s Ñ R de la forme fptq “
ř8
n“0 ant

n avec
ř8
n“0 |an| ă 8. Pour tout T P LpHq auto-adjoint tel que }T } ď 1 et

pour toute f P A, fptq “
ř8

0 ant
n, la série

ř

anT
n converge dans LpHq et on peut

donc poser fpT q :“
ř8
n“0 anT

n. Si f, g P A, alors fg P A et pfgqpT q “ fpT qgpT q.
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Preuve du Fait 1. Exo. �

Fait 2. Il existe une suite pcnqně1 de nombres réels ě 0 telle que
ř8
n“1 cn “ 1 et

@t P r´1, 1s :
?

1´ t “ 1´
ř8

1 cnt
n.

Preuve du Fait 2. On sait que le développement en série entière de
?

1` u sur
l’intervalle s ´ 1, 1r est

?
1` u “

8
ÿ

n“0

ˆ

1{2

n

˙

un “ 1`
8
ÿ

n“1

ˆ

1{2

n

˙

un.

De plus
`

1{2
n

˘

“
1{2p1{2´1q¨¨¨p1{2´n`1q

n! est ě 0 si n ě 1 est impair et ă 0 si n est pair.

Donc cn :“ p´1qn`1
`

1{2
n

˘

est ě 0 pour tout n ě 1, et

@t P s´1, 1r :
?

1´ t “ 1´
8
ÿ

n“1

cnt
n.

Comme les cn sont ě 0, on a limtÑ1´
ř8
n“1 cnt

n “
ř8
n“1 cn par convergence monotone.

Donc
ř8
n“1 cn “ 1 par continuité de

?
1´ t en 1. En particulier

ř8
n“1 cn ă 8, donc la

série
ř

cnt
n converge normalement sur r´1, 1s, et donc la formule précédente est aussi

valable pour t “ ´1 par continuité. �

Soit f : r´1, 1s Ñ R définie par fptq :“
?

1´ t. Par les Faits 1 et 2 et comme }B} ď 1,
on peut poser S :“ fpBq “ I´

ř8
n“1 cnB

n. Comme B˚ “ B et cn P R, on a S˚ “ S. Si
x P H, alors xSx, xy “ }x}2 ´

ř8
n“1 cnxB

nx, xy ě }x}2 ´
ř8
n“1 cn}B

n} }x}2 car cn ě 0,
et donc xSx, xy ě p1´

ř8
n“1 cnq }x}

2 “ 0 car }B} ď 1. Donc l’opérateur S est positif.
Enfin, par le Fait 1 et comme fptq2 ” 1´ t, on a S2 “ f2pBq “ I ´B “ A.

On a donc montré l’existence d’un opérateur S ě 0 tel que S2 “ A. De plus, S est
limite d’une suite de polynômes en A, donc S commute avec tout opérateur T P LpHq
tel que TA “ AT (exo).

Soit maintenant T un autre opérateur ě 0 tel que T 2 “ A. Alors TA “ T 3 “ AT , donc
TS “ ST . Comme T 2 “ S2, on en déduit pT ´SqpT `Sq “ 0. On a donc ImpT `Sq Ď
kerpT ´ Sq. Mais comme S et T sont ě 0, on a aussi ImpT ` SqK “ kerpT ` Sq “
kerpT q X kerpSq, car si pS ` T qx “ 0, alors 0 “ xTx` Sx, xy “ xTx, xy` xSx, xy, donc
xTx, xy “ 0 “ xSx, xy car les deux termes sont ě 0, et donc Tx “ 0 “ Sx ; donc
certainement ImpT ` SqK Ď kerpT ´ Sq. Au total, T ´ S ” 0 sur ImpT ` Sq et sur
ImpT ` SqK, donc T ´ S “ 0. �

Remarque 5.2. La preuve du théorème a montré que
?
A est limite d’une suite de

polynômes en A, et donc
?
A commute avec tout opérateur T P LpHq tel que TA “ AT .

Notation. Si T P LpHq, on pose |T | :“
?
T ˚T .

Lemme 5.3. Si T P LpHq, alors @x P H : } |T |x} “ }Tx}. En particulier,
kerp|T |q “ kerpT q.

Démonstration. On a }|T |x}2 “ x|T |˚|T |x, xy “ x|T |2x, xy “ xT ˚Tx, xy “ }Tx}2.
�
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6. Décomposition polaire

On sait bien que tout nombre complexe z peut s’écrire sous la forme z “ reiθ. Dans
cette section, on va généraliser cela aux opérateurs hilbertiens.

Définition 6.1. Soit W P LpHq. On dit que W est une isométrie partielle si
la restriction de W à kerpW qK est une isométrie.

Remarque. Évidemment, toute isométrie est une isométrie partielle.

Exemple. Le backward shift B sur `2pNq est une isométrie partielle : on a kerpBq “
re0s, donc kerpBqK “ ren; n ě 1s ; et si x “

ř

ně1 xnen P kerpBqK, alors Bx “
ř

ně1 xnen´1 et donc }Bx}2 “
ř

ně1 |xn|
2 “ }x}2.

Lemme 6.2. Soit W P LpHq. Alors W est une isométrie partielle si et seulement
si W ˚W est une projection ; et dans ce cas, W ˚W est la projection orthogonale sur
kerpW qK.

Démonstration. Supposons que W soit une isométrie partielle, et posons E :“
kerpW qK. D’abord, on a }W } ď 1, car si x P H, on peut écrire x “ e ` f avec e P E
et f P kerpW q, donc Wx “ We et }Wx} “ }We} “ }e} ď }x}. Donc I ´W ˚W ě 0.
Ensuite, si x P E, alors xI ´W ˚Wx, xy “ }x}2 ´ xW ˚Wx, xy “ }x}2 ´ }x}2 “ 0,
donc pI ´W ˚W qx “ 0, i.e. W ˚Wx “ x ; et si x P EK “ kerpW q, alors évidemment
W ˚Wx “ 0. Donc W ˚W est en effet la projection orthogonale sur E “ kerpW qK.

Inversement, supposons que W ˚W soit une projection, et posons E :“ ImpW ˚W q. Si
x P E, alors W ˚Wx “ x, donc }Wx}2 “ xW ˚Wx, xy “ }x}2. De plus, comme W ˚W
est auto-adjoint, on a EK “ kerpW ˚W q “ kerpW q, et donc E “ kerpW qK car E est
fermé (W ˚W est une projection, donc E “ kerpI ´W ˚W q). �

Théorème 6.3. Si T P LpHq alors T peut s’écrire sous la forme T “ WS, où

S est un opérateur positif et W est une isométrie partielle avec kerpW qK “ ImpSq.
De plus, cette écriture est unique, et on a S “ |T | et kerpW q “ kerpT q. L’écriture
T “W |T | s’appelle la décomposition polaire de T .

Démonstration. Montrons d’abord l’existence d’une isométrie partielle W telle que
W |T | “ T et kerpW qK “ Imp|T |q. Comme kerpT q “ kerp|T |q, il existe une unique
application linéaire L : Imp|T |q Ñ H telle que Tx “ Lp|T |xq pour tout x P H. De plus,
si y “ |T |x P Imp|T |q, alors }Lpyq} “ }Tx} “ }|T |x} “ }y} ; donc L est une isométrie de
Imp|T |q dans H. Par le théorème de prolongement des applications linéaires continues

(H est complet...), on peut prolonger L en une isométrie linéaire rL : Imp|T |q Ñ H.

On pose alors W :“ rLp, où p : H Ñ Imp|T |q est la projection orthogonale de H

sur Imp|T |q. On a W |T | “ T par définition : si x P H, alors p|T |x “ |T |x et donc

W |T |x “ rL|T |x “ Tx. De plus, la restriction de W à Imp|T |q est égale à rL, donc

c’est une isométrie ; et comme rL est injective, on a kerpW q “ kerppq “ Imp|T |q
K

, donc

kerpW qK “ Imp|T |q. Ainsi, W est une isométrie partielle qui convient. Enfin, comme
kerpW q est un sous-espace fermé de H et que |T | est auto-adjoint, on a kerpW q “

Imp|T |q
K
“ kerp|T |q “ kerpT q.

Montrons maintenant l’unicité. Soient S un opérateur positif et W1 une isométrie
partielle tels que T “W1S et kerpW1q

K “ ImpSq. Alors T ˚T “ SW ˚
1 W1S. Mais comme

W1 est une isométrie partielle, W ˚
1 W1 est la projection orthogonale sur kerpW1q

K “
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ImpSq. Donc W ˚
1 W1S “ S, et donc T ˚T “ S2. Comme S est positif, on a donc

nécessairement S “
?
T ˚T “ |T |. Enfin, l’équation T “ W1S détermine entièrement

W1 sur ImpSq, donc sur ImpSq “ kerpSqK ; et comme W1 ” 0 sur kerpSq puisque

kerpSq “ ImpSq
K
“ kerpW1q, on voit que W1 est déterminé de manière unique. �

Corollaire 6.4. Si T P LpHq est injectif et à image dense, il existe un unique
opérateur unitaire U tel que T “ U |T |.

Démonstration. Si T “ W |T | est la décomposition polaire de T , alors kerpW q “
kerpT q “ t0u, donc W est une isométrie ; et ImpW q contient ImpT q, donc ImpW q
est dense dans H, et donc W est surjective puisque ImpW q est aussi fermé (W est
une isométrie !). Ainsi, W est unitaire et on peut prendre U :“ W . Pour l’unicité,
on observe que l’opérateur |T | est à image dense car il est auto-adjoint et injectif
(kerp|T |q “ kerpT q “ t0u). L’équation T “ U |T | détermine donc U de manière unique
par continuité. �

Corollaire 6.5. Si H est de dimension finie, alors tout opérateur T P LpHq peut
s’écrire sous la forme T “ US avec U unitaire et S ě 0.

Démonstration. Soit T “ WS la décomposition polaire de T . Alors W|ImpSq est
une isométrie de ImpSq sur ImpT q. Comme on est en dimension finie, on peut écrire
dim ImpSqK “ dimpHq ´ dim ImpSq “ dimpHq ´ dim ImpT q “ dim ImpT qK. Donc on
peut choisir un opérateur unitaire V de ImpSqK sur ImpT qK. Alors U :“W|ImpSq‘V P
LpHq est un opérateur unitaire, et on a T “ US puisque U|ImpSq “W|ImpSq. �

7. Inégalité de von Neumann

Théorème 7.1. Soit H un espace de Hilbert complexe, et soit T P LpHq vérifiant
}T } ď 1. Pour tout polynôme P P Crzs, on a

}P pT q} ď }P }8 :“ sup
 

|P pzq|; |z| “ 1
(

.

Démonstration. Si P “ c01 ` c1z ` ¨ ¨ ¨ ` cdz
d, alors l’opérateur P pT q est bien

entendu défini par P pT q :“ c0I ` c1T ` ¨ ¨ ¨ ` cdT
d.

Cas 1. dimH ă 8 et l’opérateur T est unitaire.

On identifie H à Cd, où d :“ dimpHq, et LpCdq à MdpCq. Comme T est unitaire, il est
diagonalisable en base orthonormée et ses valeurs propres sont de module 1. On peut
donc trouver une matrice unitaire U et λ1, . . . , λd P C avec |λi| “ 1 tels que

T “ U˚

¨

˚

˚

˚

˝

λ1

λ2

. . .

λd

˛

‹

‹

‹

‚

U.

En notant D la matrice diagonale impliquée, on a T k “ U˚DkU pour tout k P N, et
donc P pT q “ U˚P pDqU , i.e.

P pT q “ U˚

¨

˚

˚

˚

˝

P pλ1q

P pλ2q

. . .

P pλdq

˛

‹

‹

‹

‚

U.
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Donc
}P pT q} “ }P pDq} “ max

`

|P pλ1q|, . . . , |P pλdq|
˘

ď }P }8.

Cas 2. dimpHq ă 8 et T est quelconque.

D’après la décomposition polaire, on peut écrire T “ US, où U est unitaire et S ě 0.
On a }S} “ }U˚T } “ }T } ď 1. Comme S est auto-adjoint, il est diagonalisable en base
orthonormée, et comme S ě 0 et }S} ď 1, on peut donc trouver une matrice unitaire
V et s1, . . . , sd P R avec 0 ď si ď 1 tels que

S “ V ˚

¨

˚

˚

˚

˝

s1

s2

. . .

sd

˛

‹

‹

‹

‚

V.

On a ainsi

T “ UV ˚

¨

˚

˚

˚

˝

s1

s2

. . .

sd

˛

‹

‹

‹

‚

V.

Introduisons alors l’application A : Cd ÑMdpCq définie par

Apz1, . . . , zdq :“ UV ˚

¨

˚

˚

˚

˝

z1

z2

. . .

zd

˛

‹

‹

‹

‚

V,

de sorte que
P pT q “ P

`

Aps1, . . . , sdq
˘

.

Pour tous x, y P Cd, l’application pz1, . . . , zdq ÞÑ xP
`

Apz1, . . . , zdq
˘

x, yy est polyno-
miale, donc holomorphe sur C par rapport à chaque variable zi. En appliquant le
principe du maximum variable par variable dans le disque D “ tz P C; |z| ă 1u et
comme s1, . . . , sd P D, on en déduit

|xP pT qx, yy| “
ˇ

ˇxP
`

Aps1, . . . , sdq
˘

x, yy
ˇ

ˇ

ď sup
!

ˇ

ˇxP
`

Apz1, . . . , zdq
˘

x, yy
ˇ

ˇ; |z1| “ ¨ ¨ ¨ “ |zd| “ 1
)

.

Ceci étant vrai pour tous x, y P Cd, on obtient ainsi

}P pT q} ď sup
!

›

›P
`

Apz1, . . . , zdq
˘›

›; |z1| “ ¨ ¨ ¨ “ |zd| “ 1
)

.

Mais si |z1| “ ¨ ¨ ¨ “ |zd| “ 1, alors l’opérateur Apz1, . . . , zdq est unitaire (micro-exo) ;
et donc }P

`

Apz1, . . . , zdq
˘›

› ď }P }8 d’après le Cas 1. Donc }P pT q} ď }P }8.

Cas 3. Cas général.

Il suffit de montrer qu’on a }P pT qx} ď }P }8 pour tout x P H vérifiant }x} ď 1. Fixons
un tel x.
Si on pose E :“ rT kx; k P Ns, alors E est un sous-espace fermé de H invariant par
T , et E est séparable. Comme P pT|Eq “ P pT q|E , on peut donc supposer que H est
séparable, quitte à remplacer T par T|E .
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Soit penqně0 une base orthonormée de H. Pour n P N, notons pn la projection orthogo-
nale sur Hn :“ re0, . . . , ens. Alors }pn} ď 1 et pnz Ñ z pour tout z P H quand nÑ8.
On en déduit que si on pose Tn :“ pnTpn, alors }Tn} ď }T } ď 1 et Tnx Ñ Tx. En
effet : }Tnx´ Tx} ď }pnT ppnx´ xq} ` }pnTx´ Tx} ď }T } }pnx´ x} ` }pnTx´ Tx}.
De même, T 2

nx Ñ T 2x car }T 2
nx ´ T 2x} ď }TnpTnx ´ Txq} ` }TnpTxq ´ T pTxq} ď

}Tnx´Tx}`}TnpTxq´T pTxq}. Par récurrence, on montre que T knxÑ T kx pour tout
k P N quand n Ñ 8, et donc que P pTnqx Ñ P pT qx pour tout x P H. Mais les Tn
“vivent” sur des espaces de dimension finie et vérifient }Tn} ď 1. Donc }P pTnq} ď }P }8
pour tout n P N, et donc }P pT qx} “ limnÑ8 }P pTnqx} ď }P }8.

�

8. Opérateurs compacts

8.1. Généralités minimales.

Notation. Si X est un espace vectoriel normé, on note BX la boule unité fermée
de X.

Définition 8.1. Soient X et Y des evn. On dit qu’un opérateur T P LpX,Y q est

compact si T pBXq est une partie compacte de Y . On note KpX,Y q l’ensemble des
opérateurs compacts de X dans Y , et on pose KpXq :“ KpX,Xq.

Remarque 1. Si T P LpX,Y q est compact, alors T pBq est compact pour tout en-
semble borné B Ď X.

Remarque 2. Un opérateur T P LpX,Y q est compact si et seulement si : pour toute
suite bornée pxnq Ď X, la suite pTxnq possède une sous-suite convergente.

Exercice. Montrer que dans la définition d’un opérateur compact, il n’est pas
nécessaire de supposer a priori que T est un opérateur borné ; autrement dit : si
T : X Ñ Y est une application linéaire telle que T pBXq est un compact de Y , alors T
est nécessairement continue.

Exemple 1. Tout opérateur de rang fini est compact.

Démonstration. Exo. �

Exemple 2. Soit ra, bs un intervalle compact de R. Notons C1pra, bsq l’espace de
toutes les fonctions f : ra, bs Ñ C de classe C1, muni de la norme }f}C1 :“ }f}8`}f

1}8.
Alors l’injection canonique J : C1pra, bsq ãÑ Cpra, bs est un opérateur compact.

Démonstration. On a }f }8 ď }f}C1 pour toute f P C1pra, bsq, donc J est un
opérateur borné (et }J} ď 1).
Si pfnq est une suite bornée dans l’espace C1pra, bsq et si on pose M :“ supnPN }fn}C1 ,
alors pfnq est uniformément bornée, et les fn sont toutes M -lipschitziennes puisque
}f 1n}8 ď M . Par le Théorème d’Ascoli, on en déduit que pfnq possède une sous-suite
pfnkq qui converge uniformément sur ra, bs, i.e. pJfnkq converge dans Cpra, bsq. Donc J
est compact. �

Remarque 8.2. Soient A P LpY,Zq et B P LpX,Y q. Si A ou B est compact, alors
AB est compact.
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Démonstration. Exo. �

Proposition 8.3. Si Y est un espace de Banach, alors KpX,Y q est un sous-espace
vectoriel fermé de LpX,Y q.

Démonstration. Le fait que KpX,Y q soit un sous-ev de LpX,Y q est un exo facile.
Soit pTnq Ď KpX,Y q convergeant vers T P LpX,Y q. On veut montrer que T est com-
pact.

Comme Y est complet, il suffit de montrer que T pBXq est précompact ; autrement dit,
que pour tout ε ą 0, on peut trouver un ε-réseau fini pour T pBXq. On fixe donc ε ą 0.

Soit n P N tel que }Tn´T } ă ε{2. Alors TnpBXq est un pε{2q-réseau pour T pBXq (exo).
Comme Tn est compact, TnpBXq est précompact, dont admet un pε{2q-réseau fini F .
Alors F est un ε-réseau pour T pBXq (autre exo). �

Corollaire 8.4. Si T P LpX,Y q et s’il existe une suite d’opérateurs de rangs finis
pRnq telle que }Rn ´ T } Ñ 0, alors T est compact.

Lemme 8.5. Soit T P LpX,Y q un opérateur compact, et soit A P LpY,Zq. Si
pAnq Ď LpY, Zq est une suite bornée telle que Any Ñ Ay pour tout y P Y quand
nÑ8, alors }AnT ´AT } Ñ 0.

Démonstration. Comme la suite pAnq est bornée dans LpY,Zq, toutes les applica-
tions An sont C-lipschitziennes pour une même constante C, et en particulier la suite
pAnq est équicontinue. Donc (exo) Any Ñ Ay uniformément sur tout compact K Ď Y .

Comme K :“ T pBXq Ď Y est compact, on en déduit que AnTxÑ ATx uniformément

sur BX , et donc }AnT ´AT } “ sup
 

}Tnx´ Tx}; x P BX
( nÑ8
ÝÝÝÑ 0. �

Corollaire 8.6. Soit H un espace de Hilbert séparable (de dimension infinie),
et soit peiqiPN une base hilbertienne de H. Pour n P N, soit pn P LpHq la projection
orthogonale sur En :“ re0, . . . , ens. Si T P LpX,Hq est un opérateur compact, alors
}pnT ´ T } Ñ 0.

Démonstration. On a }pn} ď 1 pour tout n, et pny Ñ y pour tout y P H. �

Corollaire 8.7. Si H est un espace de Hilbert, alors tout opérateur compact
T P LpX,Hq est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Démonstration. Si H est séparable, cela découle du corollaire précédent car les pn
sont de rangs finis. Dans le cas général, on observe que K :“ T pBXq est séparable car

c’est un compact de l’espace métrique H. Donc Y0 :“ ImT “ vectpKq est un sous-
espace séparable de H ; et en considérant T comme un opérateur de X dans H0, on
peut appliquer le 1er cas. �

Exemple 8.8. Soit a “ panqnPN P `
8pNq, et soit ∆a : `2pNq Ñ `2pNq l’opérateur

diagonal associé. Alors ∆a est compact si et seulement si a P c0, i.e. an Ñ 0 quand
nÑ8.

Démonstration. Pour n P N, notons pn P Lp`2q la projection orthogonale sur
re0, . . . , ens. D’après 8.4 et 8.6, ∆a est compact si et seulement si }pn∆a ´ ∆a} Ñ 0

quand n Ñ 8. Mais ∆a ´ pn∆a “ ∆bpnq , où bpnq :“ p0, . . . , 0, an`1, an`2, . . . q. Donc

}∆a ´ pn∆a} “ }bpnq}8 “ supiąn |ai|, et donc }∆a ´ pn∆a} Ñ 0 si et seulement si
a P c0. �
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Remarque 8.9. Soit T P LpH1, H2q. Si T est compact alors, pour toute suite
orthonormale pfnqnPN Ď H1, on a que }Tfn} Ñ 0.

Démonstration. Le point clé est que xfn, xy Ñ 0 pour tout x P H1, d’après
l’inégalité de Bessel. (Plus tard, on dira que fn Ñ 0 faiblement.)
Supposons que }Tfn} ne tende pas vers 0. Alors, quitte à extraire une sous-suite de
pfnq, on peut supposer qu’il existe ε ą 0 tel que @n P N : }Tfn} ě ε ; et comme T
est compact, on peut également supposer que la suite pTfnq converge vers un certain
z P H2. Alors }z} ě ε ą 0, et xTfn, zy Ñ }z}2 ; mais xTfn, zy “ xfn, T

˚zy, donc
xTfn, zy doit tendre vers 0, ce qui est une contradiction. �

Exercice. Redémontrer que l’opérateur diagonal ∆a n’est pas compact si a R c0.

8.2. Opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Lemme 8.10. Soient H1, H2 deux espaces de Hilbert. Si T P LpH1, H2q et si peiqiPI
et pfjqjPJ sont des bases hilbertiennes de H1 et H2, alors

ÿ

iPI

}Tei}
2 “

ÿ

jPJ

}T ˚fj}
2.

En particulier, la quantité

}T }2HS :“
ÿ

iPI

}Tei}
2

ne dépend pas de la base hilbertienne peiqiPI de H1 ; et on a de plus }T }2HS “ }T
˚}2HS.

Démonstration. Par “Fubini positif” pour les sommes,
ÿ

iPI

}Tei}
2 “

ÿ

iPI

ÿ

jPJ

|xTei, fjy|
2 “

ÿ

jPJ

ÿ

iPI

|xT ˚fj , eiy|
2 “

ÿ

jPJ

}T ˚fj}
2.

�

Définition 8.11. Si T P LpH1, H2q, on pose

}T }2HS :“
ÿ

iPI

}Tei}
2,

où peiqiPI est une base hilbertienne quelconque de H1. On dit que T est un opérateur
de Hilbert-Schmidt si on a }T }HS ă 8.

Remarque 1. Par définition, T est de Hilbert-Schmidt si et seulement si T ˚ est
de Hilbert-Schmidt.

Remarque 2. On a }T } ď }T }HS pour tout T P LpH1, H2q.

Démonstration. Soit pfjqjPJ une base hilbertienne de H2. Si x P H1, alors

}Tx}2 “
ÿ

jPJ

|xTx, fjy|
2 “

ÿ

jPJ

|xx, T ˚fjy|
2 ď

ÿ

jPJ

}x}2 }T ˚fj}
2 “ }T ˚}2HS }x}

2.

Donc }T } ď }T ˚}HS “ }T }HS. �

Remarque 3. Si B P LpH1, H2q et A P LpH2, H3q, alors }AB}HS ď }A}HS}B} et
}AB}HS ď }A} }B}HS . En particulier, si A ou B est de Hilbert-Schmidt, alors AB est
de Hilbert-Schmidt.
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Démonstration. Soit peiqiPI une base hilbertienne de H1. On a

}AB}2HS “
ÿ

iPI

}ABei}
2 ď

ÿ

iPI

}A}2}Bei}
2 “ }A}2}B}2HS,

donc }AB}HS ď }A}HS}B}. On en déduit

}AB}HS “ }pABq
˚}HS “ }B

˚A˚}HS ď }B
˚} }A˚}HS “ }A} }B}HS.

�

Proposition 8.12. Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Démonstration. Soit T P LpH1, H2q de Hilbert-Schmidt. Si dimpH1q ă 8, alors T
est de rang fini, donc compact ; donc on suppose que dimpH1q “ 8. Pour simplifier,
on va aussi supposer que H1 est séparable.
Soit peiqiPN une base hilbertienne de H1. Pour n P N, soit pn P LpH1q la projection
orthogonale sur En :“ re0, . . . , ens. On a Tpnei “ Tei pour tout i ď n, et Tpnei “ 0 si
i ą n ; donc

}Tpn ´ T }
2
HS “

ÿ

iąn

}Tei}
2 nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

A fortiori }Tpn ´ T } Ñ 0, et donc T est compact car les Tpn sont de rang fini. �

Exemple 1. Soit a P `8pNq. L’opérateur diagonal ∆a : `2pNq Ñ `2pNq est de
Hilbert-Schmidt si et seulement si a P `2, i.e.

ř8
i“0 |ai|

2 ă 8, et on a }∆a}HS “ }a}2.

Démonstration. Exo. �

Exemple 2. Soit pΩ,B,mq un espace mesuré sigma-fini tel que l’espace L2pΩ,mq
soit séparable (par exemple, Ω pourrait être un intervalle de R). Si K : ΩˆΩ Ñ C est
un noyau appartenant à L2pΩˆΩ,mbmq, alors l’opérateur associé TK : L2pΩ,mq Ñ
L2pΩ,mq est de Hilbert-Schmidt, et }TK}HS “ }K}2.

Démonstration. Pour x P Ω, soit Kx : Ω Ñ C la fonction définie par Kxpyq :“
Kpx, yq. Par “Fubini positif”, Kx P L

2pΩ,mq pour presque tout x P Ω et

}K}2
L2pΩˆΩq

“

ż

Ω

ˆ
ż

Ω
|Kpx, yq|2dmpyq

˙

dmpxq “

ż

Ω
}Kx}

2
L2pΩq

.

Soit peiqiPI une base hilbertienne de L2pΩ,mq. Comme L2pΩ,mq est supposé séparable,
l’ensemble d’indices I est dénombrable. Pour presque tout x P Ω, on a

TKeipxq “

ż

Ω
Kpx, yqeipyq dmpyq “ xKx, eiyL2pΩq

;

et donc

}TKei}
2 “

ż

Ω
|xKx, eiy|

2dmpxq “

ż

Ω
|xKx, eiy|

2dmpxq.
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Donc, par “Fubini positif” à nouveau (où on a réellement besoin que l’ensemble I soit
dénombrable) :

}TK}
2
HS “

ÿ

iPI

ż

Ω
|xKx, eiy|

2dmpxq

“

ż

Ω

˜

ÿ

iPI

|xKx, eiy|
2

¸

dmpxq

“

ż

Ω
}Kx}

2
2 dmpxq car }Kx}2 “ }Kx}2

“ }K}2
L2pΩˆΩq

.

�

8.3. Diagonalisation des opérateurs normaux compacts.
8.3.1. Objectif. On sait que si T P LpRnq est auto-adjoint, alors T est diagonali-

sable en base orthonormée. De même, si T P LpCnq est normal, alors T est diagonali-
sable en base orthonormée. On va retrouver et grandement généraliser ces résultats en
démontrant le théorème suivant.

Théorème 8.13. Si H est un espace de Hilbert sur K “ R ou C, alors tout
opérateur auto-adjoint compact T P LpHq est diagonalisable en base orthonormée, i.e.
H possède une base hilbertienne formée de vecteurs propres pour T . Si K “ C, alors
tout opérateur normal compact T P LpHq est diagonalisable en base orthonormée.

8.3.2. Préliminaires.

Lemme 8.14. Soit X un espace vectoriel normé. Si T P LpXq est compact et si
λ P Kzt0u, alors dim kerpT ´ λIq ă 8.

Démonstration. Posons Eλ :“ kerpT ´ λIq. D’après le Théorème de Riesz, il suffit
de montrer que BEλ est compacte ; ce qui revient à montrer que toute suite bornée
pxnq Ď Eλ possède une sous-suite qui converge dans Eλ. Comme λ ‰ 0, on peut écrire
xn “

1
λ Txn. Comme T est compact, la suite pxnq possède une sous-suite pxnkq telle

que Txnk Ñ z P X. Alors xnk Ñ x :“ 1
λ z, et x P Eλ car Eλ “ kerpT ´ λIq est fermé

dans X. �

Lemme 8.15. Soit T P LpHq. Si E Ď H est un sous-espace vectoriel invariant par
T , i.e. T pEq Ď E, alors EK est invariant par T ˚. Si E est un sous-espace propre de
T , alors E est invariant par tout opérateur A P LpHq tel que AT “ TA.

Démonstration. Si x P EK et z P E, alors xT ˚x, zy “ xx, Tzy “ 0 car Tz P E ;
donc T ˚x P EK. Si E “ kerpT ´ λIq pour un certain λ P K et si AT “ TA, alors
@x P E : TAx “ ApTxq “ Apλxq “ λAx, donc ApEq Ď E. �

Lemme 8.16. Si T P LpHq est normal et si λ P K, alors kerpT´λIq “ kerpT ˚´λ̄Iq.

Démonstration. L’opérateur T ´ λI est normal, donc

kerpT ´ λIq “ ker
`

pT ´ λIq˚
˘

“ kerpT ˚ ´ λ̄Iq.

�
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Corollaire 8.17. Si T P LpHq est normal, alors les sous-espaces propres de T
sont deux à deux orthogonaux.

Démonstration. Soient x, y P H vérifiant Tx “ λx et Ty “ µy avec λ ‰ µ. On a
d’une part xTx, yy “ xλx, yy “ λ xx, yy ; et d’autre part, d’après le lemme : xTx, yy “
xx, T ˚yy “ xx, µ̄yy “ µ xx, yy. Donc λ xx, yy “ µ xx, yy, et donc xx, yy “ 0. �

Exercice. Montrer que si V P LpHq est une isométrie, alors les sous-espaces propres
de V sont deux à deux orthogonaux.

Lemme 8.18. Soit T P LpHq un opérateur compact, et supposons H ‰ t0u. Si T est
auto-adjoint, alors }T } ou ´}T } est valeur propre de T . Si K “ C et si T est normal,
alors T admet une valeur propre λ telle que |λ| “ }T }.

Démonstration. Si T “ 0, il n’y a rien à démontrer ; donc on supposera que T ‰ 0.
Dans la suite, on posera r :“ }T }.

Supposons d’abord que T soit auto-adjoint. Dans ce cas, on sait que

r “ sup
 

|xTx, xy|; }x} “ 1
(

.

Comme xTx, xy P R pour tout x P H, on peut donc trouver une suite pxnqnPN Ď H telle
que }xn} “ 1 pour tout n et xTxn, xny Ñ ˘r quand n Ñ 8. Supposons par exemple
que xTxn, xny Ñ r, et montrons que dans ce cas r est valeur propre de T .

Le point clé est que l’opérateur auto-adjoint rI´T est positif : en effet, comme r “ }T },
on a xprI ´ T qx, xy “ r }x}2 ´ xTx, xy ě 0 pour tout x P H.
Par définition de pxnq, on voit que

xprI ´ T qxn, xny “ r }xn}
2 ´ xTxn, xny “ r ´ xTxn, xny

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Mais comme rI ´ T est positif, on a

}prI ´ T qxn} ď }rI ´ T }
1{2xprI ´ T qxn, xny

1{2,

d’après le Corollaire 3.10 ; donc en fait }prI ´ T qxn} Ñ 0.
Pour conclure, on utilise (enfin) le fait que T est compact : comme la suite pxnq est
bornée, on peut supposer, quitte à extraire une sous-suite, que la suite pTxnq est
convergente, Txn Ñ y P H. Comme }prI ´ T qxn} Ñ 0 et comme r ‰ 0, on voit alors
que la suite pxnq converge vers x :“ 1

r y. On a }x} “ 1 car }xn} “ 1 pour tout n, et
Tx´ rx “ limnÑ8pT ´ rIqxn “ 0 ; donc r est bien valeur propre de T .

Supposons maintenant que K “ C et que T soit un opérateur normal. L’opérateur
S :“ T ˚T est positif, et il est aussi compact car T est compact ; donc }T ˚T } “ r2 est
valeur propre de T ˚T d’après le “cas auto-adjoint” (on utilise le fait que les valeurs
propres d’un opérateur positif sont nécessairement ě 0). Posons E :“ kerpT ˚T ´ r2Iq.
Alors E ‰ t0u, et dimpEq ă 8 car T ˚T est compact et r2 ‰ 0. De plus E est invariant
par T car l’opérateur normal T commute avec T ˚T . On peut donc définir T|E : E Ñ E,
et comme dimpEq ă 8 et que K “ C, on voit que T|E possède au moins une valeur

propre λ. Il existe ainsi x P Ezt0u tels que Tx “ λx. Alors T ˚x “ λ̄x car T est normal,
donc r2x “ T ˚Tx “ |λ|2x, et donc |λ| “ r “ }T }. �
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8.3.3. Preuve du théorème de diagonalisation. Soit T P LpHq ou bien auto-adjoint,

ou bien normal avec K “ C. Posons E :“ vect
´

Ť

λPK kerpT ´ λIq
¯

. Alors E est un

sous-espace vectoriel de H invariant par T ; et E est également invariant par T ˚ car
les kerpT ´ λIq sont aussi des sous-espaces propres de T ˚. Donc F :“ EK est un sous-
espace fermé de H invariant par T et par T ˚. On a pT|F q

˚ “ T ˚
|F (exo), donc T|F est

auto-adjoint ou normal. Donc, si on avait F ‰ t0u, alors T|F possèderait une valeur

propre, ce qui est exclu par définition de E. Ainsi, on a EK “ t0u ; autrement dit :

vect

˜

ď

λPK
kerpT ´ λIq

¸

“ H.

Comme les kerpT ´ λq sont deux à deux orthogonaux, on obtient donc une base hil-
bertienne de H formée de vecteurs propres pour T en choisissant, pour chaque λ P K
tel que kerpT ´ λIq ‰ t0u, une base hilbertienne pei,λqiPIλ de kerpT ´ λIq.

Corollaire 8.19. Si H est un espace de Hilbert complexe, séparable et de dimen-
sion infinie, alors tout opérateur compact normal T P LpHq est unitairement équivalent
à un opérateur diagonal ∆a : `2pNq Ñ `2pNq, où a P c0.

Démonstration. C’est évident par le théorème. �

Corollaire 8.20. Si K “ C, un opérateur compact normal T P LpHq est auto-
adjoint si et seulement si toutes ses valeurs propres sont réelles. Si K “ R ou C,
un opérateur compact auto-adjoint T P LpHq est positif si et seulement si toutes ses
valeurs propres sont ě 0.

Démonstration. Exo. �

8.3.4. Cas des opérateurs à noyaux. Dans cette section, la seule mesure considérée
est la mesure de Lebesgue (en dimensions 1 et 2).

Proposition 8.21. Soit I un intervalle de R, et soit K : I ˆ I Ñ C un noyau
appartenant à L2pI ˆ Iq et vérifiant Kpy, xq “ Kpx, yq pour tous x, y P I.

(1) L’espace L2pIq possède une base hilbertienne pϕnqnPN formée de vecteurs propres
pour l’opérateur TK .

(2) En notant pλnqnPN la suite de valeurs propres associées et en posant

ψnpx, yq :“ ϕnpxqϕnpyq,

on a K “

8
ÿ

n“0

λn ψn, où la série converge dans L2pI ˆ Iq.

(3) Avec les mêmes notations, on a

8
ÿ

n“0

|λn|
2 “ }K}2

L2pIˆIq
“

ż

IˆI
|Kpx, yq|2dxdy.

(4) Supposons que l’intervalle I soit compact et que K : IˆI Ñ C soit continue.Alors,
pour tout n P N tel que λn ‰ 0, la fonction ϕn “est” continue.
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(5) Dans la situation de (4), on suppose de plus que la série
ř

λn ϕnpxqϕnpyq converge
uniformément sur I ˆ I. Alors

@px, yq P I ˆ I : Kpx, yq “
8
ÿ

n“0

λn ϕnpxqϕnpyq.

(6) Sous les mêmes hypothèses que (5), la série
ř

λn converge et on a la formule de
trace

8
ÿ

n“0

λn “

ż

I
Kpx, xq dx.

Démonstration. (1) Comme L2pIq est séparable et K P L2pI ˆ Iq, l’opérateur TK
est de Hilbert-Schmidt (donc compact) et auto-adjoint.

Pour (2) et (3), on a besoin du fait suivant.

Fait. Pour pn,mq P NˆN, soit en,m : IˆI Ñ C la fonction définie par en,mpx, yq :“
ϕnpxqϕmpyq. La famille

`

en,m
˘

pn,mqPNˆN est une base hilbertienne de L2pI ˆ Iq.

Preuve du Fait. On vérifie sans difficulté que la famille pen,mq est orthonormale
(exo) ; donc il suffit de montrer que si F P L2pI ˆ Iq est orthogonale à toutes les en,m,
alors F “ 0. Mais

xF, en,myL2pIˆIq
“

ż

I

ˆ
ż

I
F px, yqϕmpyq dy

˙

ϕnpxq dx “ xTFϕm, ϕnyL2pIq
;

donc, si F est orthogonale à toutes les en,m, alors TF “ 0 puisque les ϕi forment une
base hilbertienne de L2pIq ; et donc F “ 0 car }F }L2pIˆIq “ }TF }HS. �

Si pn,mq P Nˆ N, alors (cf plus haut)

xK, en,myL2pIˆIq
“ xTKϕm, ϕnyL2pIq

“ λm xϕm, ϕnyL2pIq;

autrement dit, xK, en,my “ 0 si m ‰ n et xK, en,ny “ λn. Par le Fait et comme
en,n “ ψn, on en déduit (2) et (3) en même temps.

(4) Comme λn ‰ 0, on peut écrire ϕn “
1
λn
TKϕn. Mais comme K est continue et

I compact, la formule TKfpxq “
ş

I Kpx, yqfpyq dy définit une fonction continue pour

toute f P L1pIq (exo), donc en particulier pour toute f P L2pIq ; et donc, ϕn “est”
continue.

(5) Comme I est borné, la convergence uniforme entrâıne la convergence dans L2pIq.

Donc, par (3), la fonction F px, yq :“
ř8
n“0 λn ϕnpxqϕnpyq est presque partour égale à

K. De plus, F est continue, par (4) et par la convergence uniforme de la série. Comme
K est également continue, on a Kpx, yq “ F px, yq pour tout px, yq P I ˆ I.

(6) Par (5), on a Kpx, xq “
ř8
n“0 λn |ϕnpxq|

2 pour tout x P I, avec convergence uni-
forme de la série. Comme I est borné, on peut intégrer terme à terme, ce qui donne
(6) car

ş

I |ϕnpxq|
2dx “ 1 pour tout n P N. �

Remarque. Dans la situation de (4), on peut montrer que si l’opérateur TK est

positif, alors la série
ř

λnφnpxqφnpyq converge uniformément sur I ˆ I. Ce résultat
s’appelle d’habitude le Théorème de Mercer.

Voici une illustration de la Proposition 8.21, donnée sous forme d’exercice.

Exercice 1.1. Soit K : r0, 1sˆ r0, 1s Ñ R le noyau (continu) défini par Kpx, yq :“
minpx, yq ´ xy.
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(1) Montrer que si f P L2pr0, 1sq est continue, alors il existe unique fonction
g P C2pr0, 1sq vérifiant g2 “ ´f et gp0q “ 0 “ gp1q, et que cette fonction g est
égale à TKf .

(2) En utilisant (1), établir les faits suivants.

(i) L’opérateur TK est à image dense et injectif.

(ii) Si λ ‰ 0 alors une fonction f P L2pr0, 1sq vérifie TKf “ λf si et seulement
si elle est de classe C2 et solution de l’équation différentielle f2 “ ´ 1

λf
avec “conditions aux limites” fp0q “ 0 “ fp1q.

(3) Déduire de (2) que les fonctions enptq :“
?

2 sinpπntq, n ě 1 forment une base
hilbertienne de L2pr0, 1sq, et démontrer les formules suivantes :

@x, y P r0, 1s :
8
ÿ

n“1

sinpnπxq sinpnπyq

n2
“
π2

2

`

minpx, yq ´ xy
˘

;

8
ÿ

n“1

1

n2
“
π2

6
et

8
ÿ

n“1

1

n4
“
π4

90
¨

9. Opérateurs sur l’espace de Hardy H2

9.1. L’espace H2.

Notation. On pose D :“ tz P C; |z| ă 1u, et on note HpDq l’ensemble de toutes
les fonctions holomorphes sur D. Si f P HpDq, on écrit

fpzq “
8
ÿ

n“0

cnpfqz
n.

Définition 9.1. Pour toute fonction f P HpDq, on pose

}f}2
H2pDq :“

8
ÿ

n“0

|cnpfq|
2;

et on note H2pDq l’ensemble des f P HpDq vérifiant }f}2
H2pDq

ă 8.

Exercice. Montrer que H2pDq est un espace vectoriel et que } ¨ }H2pDq est une norme.

Notation. On note z la fonction D Q z ÞÑ z.

Lemme 9.2. Soit Soit U : H2pDq Ñ `2pNq l’application (linéaire) définie par

Uf :“
`

cnpfq
˘

ně0
.

Alors U est une isométrie bijective, et Uzn “ en pour tout n P N, où penq est la base
canonique de `2pNq.

Démonstration. Par définition, U est une isométrie et Uzn “ en pour tout n P N.
Pour montrer la surjectivité, on observe que si x “ pcnqně0 P `

2pNq, alors le rayon
de convergence de la série entière

ř

cnz
n est au moins égal à 1 car la suite pcnq est

bornée ; donc fpzq :“
ř8
n“0 cnz

n est une fonction holomorphe bien définie sur D, et
par définition f P H2pDq et Uf “ x. �
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Corollaire 9.3. H2pDq est un espace de Hilbert et les fonction zn, n P N forment
une base hilbertienne de H2pDq. Si f P H2pDq, alors

f “
8
ÿ

n“0

cnpfqz
n où la série converge dans H2pDq.

Si f, g P H2pDq, alors

xf, gy
H2pDq “

8
ÿ

n“0

cnpfqcnpgq.

Proposition 9.4. La convergence dans H2pDq entraine la convergence uniforme
sur tout compact. En particulier, pour tout a P D, la forme linéaire δa : f ÞÑ fpaq est
continue sur H2pDq

Démonstration. Il suffit (exo) de montrer que pour tout compact K Ď D, il existe
une constante CK telle que

@f P H2pDq : sup
zPK

|fpzq| ď CK }f}H2pDq.

Si z P K, alors

|fpzq|2 “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“0

cnpfqz
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď

˜

8
ÿ

n“0

|cnpfq|
2

¸

ˆ

˜

8
ÿ

n“0

|z|2n

¸

“
1

1´ |z|2
}f}H2 ;

d’où le résultat avec CK :“ supzPK
1

1´|z|2
¨ �

Corollaire 9.5. Pour tout a P D, il existe une unique fonction ka P H
2pDq telle

que

@f P H2pDq : fpaq “ xf, kayH2pDq.

On dit que ka est le noyau reproduisant au point a pour l’espace H2pDq.

Démonstration. C’est le “Théorème de représentation de Riesz” pour la forme
linéaire continue δa. �

Lemme 9.6. Pour tout a P D, on a kapzq “
1

1´ āz
¨

Démonstration. Comme pznqně0 est une base hilbertienne de H2pDq, on peut écrire
ka “

ř8
n“0 cnpkaqz

n, où la série converge dans H2pDq. Mais

cnpkaq “ xka, z
ny

H2pDq “ xz
n, kayH2pDq “ znpaq “ ān.

Comme la convergence dans H2pDq entraine la convergence simple, on a donc

@z P D : kapzq “
8
ÿ

n“0

ānzn “
1

1´ āz
¨

�

Exercice. Calculer }ka}H2 .
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Proposition 9.7. Pour toute fonction f P HpDq, on a

}f}2
H2pDq “ sup

0ďră1

ż 2π

0
|fpreiθq|2

dθ

2π
“ lim

rÑ1´

ż 2π

0
|fpreiθq|2

dθ

2π
¨

En particulier : f P H2pDq ðñ sup
0ďră1

ż 2π

0
|fpreiθq|2

dθ

2π
ă 8.

Démonstration. Pour 0 ď r ă 1, soit ur : RÑ C la fonction définie par

urpθq :“ fpreiθq “
8
ÿ

n“0

cnpfqr
neinθ.

Par convergence normale de la série, la fonction ur est continue, 2π-périodique, et ses
coefficients de Fourier sont donnés par xurpnq “ 0 si n ă 0 et xurpnq “ cnpfqr

n si n ‰ 0.
Par la formule de Parseval, on a donc

ż 2π

0
|fpreiθq|2

dθ

2π
“

8
ÿ

n“0

|cnpfq|
2r2n pour tout 0 ď r ă 1.

D’où le résultat par le Théorème de convergence monotone pour les sommes, car le
membre de droite est une fonction croissante de r P r0, 1r. �

Corollaire 9.8. Si f : D Ñ C est une fonction holomorphe bornée, alors f P
H2pDq et }f}H2 ď }f}8.

Démonstration. Exo. �

Notation. Si u P L2pTq, on note pupnq les coefficients de Fourier de u :

@n P Z : pupnq “

ż

T
upzqz´ndmpzq “

ż 2π

0
upeiθq e´inθ

dθ

2π
¨

Définition 9.9. On pose

H2pTq :“
 

u P L2pTq; pupnq “ 0 pour tout n ă 0
(

.

Remarque. Par définition, H2pTq est un sous-espace fermé de L2pTq, et donc un
espace de Hilbert.

Lemme 9.10. Si u P H2pTq, alors la fonction f définie par fpzq :“
ř8

0 pupnqzn

appartient à H2pDq et }f}H2pDq “ }u}L2pTq. Inversement, si f P H2pDq, alors il existe

une unique u P H2pTq telle que pupnq “ cnpfq pour tout n ě 0. On dit que u est la
valeur au bord de f , et on écrit u “ bf .

Démonstration. La première partie est simplement la formule de Parseval pour
u. La deuxième partie vient de la complétude de L2pTq : si f P H2pDq, les sommes
partielles de la série

ř

ně0 cnpfqe
inθ forment une suite de Cauchy dans L2pTq, donc

cette série converge dans L2pTq vers une fonction u qui convient. �

Corollaire 9.11. Les deux espaces de Hilbert H2pTq et H2pDq sont “canonique-
ment” isométriques via l’application H2pTq Q u ÞÑ fpzq “

ř8
n“0 pupnqz

n P H2pDq et
son inverse H2pDq Q f ÞÑ bf P H2pTq.

Corollaire 9.12. Si f, g P H2pDq, alors

xf, gy
H2pDq “ xbf, bgyL2pTq “

ż 2π

0
bfpeiθq bgpeiθq

dθ

2π
¨
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Attention. Si f P H2pDq, alors bfpeiθq n’est définie que presque partout.

Notation. Si f P H2pDq et 0 ď r ă 1, on note fr : TÑ C la fonction définie par

frpe
iθq :“ fpreiθq “

8
ÿ

n“0

cnpfqr
neinθ.

On a fr P CpTq XH2pTq et pfrpnq “ cnpfqr
n pour tout n ě 0.

Proposition 9.13. Si f P H2pDq, alors fr Ñ bf en norme L2pTq quand r Ñ 1´.

Démonstration. Par la formule de Parseval, on a

}bf ´ fr}
2
L2 “

8
ÿ

n“0

p1´ rnq2 |cnpfq|
2;

d’où le résultat par convergence dominée (pour les séries). �

Corollaire 9.14. Si F : DÑ C est une fonction continue sur D, alors f :“ F|D P

H2pDq et bf “ F|T.

Démonstration. La fonction f est holomorphe et bornéee car F est bornée sur
le compact D ; donc f P H2pDq. Ensuite, F est uniformément continue sur D, donc
frpe

iθq “ F preiθq Ñ F peiθq uniformément quand r Ñ 1, et donc fr Ñ F|T en norme

L2pTq ; ce qui prouve que bf “ F|T par la proposition. �

Corollaire 9.15. Si a P D alors bka “est” continue sur T et bkape
iθq ” 1

1´āeiθ
¨

Corollaire 9.16. Si f P H2pDq, alors f vérifie la la “formule de Cauchy au
bord” :

@z P D : fpzq “
1

2π

ż 2π

0

bfpeiθq

eiθ ´ z
eiθdθ.

Démonstration. On a fpzq “ xf, kzyH2pDq “ xbf, bkzyL2pTq ; ce qui donne le résultat

en écrivant explicitement xbf, bkzyL2pTq. �

Corollaire 9.17. Si f P H2pDq alors, pour toute suite prnq tendant vers 1´, on
peut trouver une sous-suite prnkq telle que fprnke

iθq Ñ bfpeiθq pp.

Démonstration. La convergence L2 entraine la convergence pp d’une sous-suite. �

Remarque. En fait, on a un résultat “bien meilleur” que le Corollaire 9.17, qu’on
appelle le Théorème de Fatou : Si f P H2pDq, alors fpreiθq Ñ bfpeiθq presque
partout quand r Ñ 1´. (Inutile d’extraire une sous-suite.) La preuve est plus délicate
que tout ce qui a été vu jusqu’à maintenant, et on ne la fera pas.

9.2. Espace H8 et opérateurs de multiplication sur H2.

Définition 9.18. On note H8pDq l’ensemble des fonctions holomorphes bornées
sur D.

Remarque 1. On a vu que H8pDq Ď H2pDq.

Remarque 2. Si φ P H8pDq, alors φf P H2pDq pour toute f P H2pDq et }φf}H2 ď

}φ}8 }f}H2 . Autrement dit, on définit un opérateur borné Mφ : H2pDq Ñ H2pDq en
posant Mφf :“ φf pour toute f P H2pDq, et on a }Mφ} ď }φ}8.
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Démonstration. Pour tout 0 ď r ă 1, on a
ż 2π

0
|pφfqpreiθq|2

dθ

2π
ď }φ}28

ż 2π

0
|fpreiθq|2

dθ

2π
;

donc }φf}H2 ď }φ}8 }f}H2 en faisant r Ñ 1´.
�

Proposition 9.19. Si φ P H8pDq, alors }Mφ} “ }φ}8.

Démonstration. On a vu que }Mφ} ď }φ}8. L’inégalité inverse va se déduire du
fait suivant.

Fait. Pour tout a P D, on a M˚
φka “ φpaq ka.

Preuve du Fait. Si f P H2pDq, alors

xM˚
φka, fy “ xka,Mφfy “ xφf, kay “ φpaqfpaq “ φpaq xka, fy “ xφpaq ka, fy.

�

Par le Fait et comme ka ‰ 0, on voit que }M˚
φ } ě |φpaq| “ |φpaq| pour tout a P D, et

donc }Mφ} “ }M
˚
φ } ě }φ}8. �

Corollaire 9.20. Si φ P H8pDq, alors }φ}8 “ }bφ}L8pTq.

Démonstration. On sait qu’on peut trouver une suite prnq tendant vers 1´ telle
que φprne

iθq Ñ bφpeiθq pp. Comme |φprne
iθq| ď }φ}8 pour tout n et pour tout θ, on

en déduit }bφpeiθq}L8pTq ď }φ}8.

Pour l’inégalité inverse, il suffit de montrer que }Mφ} ď }bφ}L8pTq. On utilise pour cela
le fait suivant.

Fait. Pour toute f P H2pDq, on a bpφfq “ pbφq pbfq.

Preuve du Fait. On peut trouver une suite prnq tendant vers 1´ telle que φprne
iθq Ñ

bφpeiθq pp, fprne
iθq Ñ bfpeiθq pp et pφfqprne

iθq Ñ bpφfqpeiθq pp ; d’où le résultat
puisque pφfqprne

iθq “ φprne
iθq fprne

iθq. �

Par le Fait, on a

@f P H2pDq : }Mφf}H2pDq “ }φf}H2pDq

“ }bpφfq}L2pTq

“ }pbφq pbfq}L2pTq

ď }bφ}L8pTq }f}L2pTq “ }bφ}L8pTq }bf}H2pDq;

donc en effet }Mφ} ď }bφ}L8pTq. �

Définition 9.21. On dit qu’une fonction ϕ P H8pDq est intérieure si on a
|bϕpeiθq| “ 1 pp.

Remarque. Si φ est une fonction intérieure non constante, alors |φpzq| ď 1 pour
tout z P D d’après 9.20 ; et en fait |φpzq| ă 1 pour tout z P D si φ n’est pas constante,
d’après le principe du maximum (exo).
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Exemple 9.22. Pour a P D, la fonction ϕa définie par ϕapzq :“ a´z
1´āz est intérieure.

De plus, ϕa est un automorphisme de D, i.e. une bijection holomorphe de D sur D,
et ϕ´1

a “ ϕa.

Démonstration. La formule définissant ϕa a un sens pour tout z P Czt1{āu, donc
définit en particulier une fonction continue sur D. Donc ϕa P H

8pDq et bϕape
iθq “

a´eiθ

1´āeiθ
pour tout eiθ P T. En factorisant par eiθ au dénominateur, on en déduit que

|bϕape
iθq| “

ˇ

ˇ

ˇ

eiθ´a
e´iθ´ā

ˇ

ˇ

ˇ
” 1 sur T ; donc ϕa est intérieure. Comme ϕa n’est pas constante,

on a |ϕapzq| ă 1 pour tout z P D, i.e. ϕapDq Ď D. En résolvant l’équation ϕapzq “ w,
on voit que ϕa est une bijection de D sur D avec ϕ´1

a “ ϕa (exo). �

Remarque. On “sait bien” que tout automorphisme de D est de la forme c ϕapzq,
où |c| “ 1.

Exercice. Montrer que si φ P H8pDq est une fonction intérieure, alors l’opérateur
Mφ : H2pDq Ñ H2pDq est une isométrie.

9.3. Opérateurs de composition.

Notation. On note HpD,Dq l’ensemble de toutes les fonctions ϕ P HpDq telles
que ϕpDq Ď D.

Remarque. Si ϕ P HpD,Dq et f P HpDq, alors Cϕ :“ f ˝ ϕ P HpDq. On dit que
l’application linéaire Cϕ : HpDq Ñ HpDq est l’opérateur de composition associé à
ϕ.

Théorème 9.23. Si ϕ P HpD,Dq, alors Cϕf “ f ˝ ϕ P H2 pour toute f P H2 et

Cϕ : H2 Ñ H2 est continu, avec }Cϕ} ď
b

1`|ϕp0q|
1´|ϕp0q| ¨

Démonstration. Remarquons d’abord que ϕ P H8, donc Cϕzn “ ϕn P H8 Ď H2

pour tout n P N, et donc Cϕf P H
2 pour toute fonction polynomiale f P H2. Comme

les fonctions polynomiales sont denses dans H2, il suffit de montrer qu’on a

}Cϕf}2
H2pDq ď

1` |ϕp0q|

1´ |ϕp0q|
}f}2

H2pDq pour toute f P H2 polynomiale.

Cas 1. ϕp0q “ 0.

On veut dans ce cas montrer que

}Cϕf}H2 ď }f}H2 pour toute f P H2 polynomiale.

Notons B : H2 Ñ H2 le “backward shift” sur H2 :

B
´

8
ÿ

n“0

cnz
n
¯

:“
8
ÿ

n“1

cnz
n´1.
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Si f P H2 est polynomiale, f “
d
ř

n“0
cnz

n, alors

Cϕf “
d
ÿ

n“0

cnϕ
n

“ c01` ϕ
d
ÿ

n“1

cnϕ
n´1

“ c01` ϕˆ CϕpBfq.

Comme ϕp0q “ 0, la fonction g :“ ϕˆ CϕpBfq P H
2 vérifie également gp0q “ 0, donc

xg,1y
H2 “ 0. Par conséquent

}Cϕf}
2
H2 “ |c0|

2 ` }ϕˆ CϕpBfq}
2
H2

ď |c0|
2 ` }CϕpBfq}

2
H2 car }ϕ}8 ď 1.

Comme Bf est une fonction polynomiale de terme constant c1, on peut appliquer ceci
à Bf , et on obtient }Cϕf}

2
H2 ď |c0|

2`|c1|
2`}CϕpB

2fq}2
H2 . Plus généralement, comme

Bkf est une fonction polynomiale de terme constant ck pour tout k P J0, dK et comme
Bd`1f “ 0, on peut répéter d fois ce raisonnement, ce qui donne

}Cϕf}
2
H2 ď |c0|

2 ` ¨ ¨ ¨ ` |cd|
2 ` 0 “ }f}2

H2 .

Cas 2. La fonction ϕ est intérieure.

Posons r :“ |ϕp0q|. Il suffit de montrer que la matrice A :“
`

xCϕzi, Cϕzjy
˘

i,jPN définit

un opérateur borné sur `2pNq, avec }A} ď C :“ 1`r
1´r ¨ En effet, si ce point est acquis,

on aura pour toute fonction polynomiale fpzq “
d
ř

n“0
cnz

n :

}Cϕf}
2
H2 “

d
ÿ

i,j“0

cicj xCϕzi, Cϕzjy

“

A

A
´

d
ÿ

n“0

cnen

¯

,
d
ÿ

n“0

cnen

E

`2

ď C
›

›

›

d
ÿ

n“0

cnen

›

›

›

2

`2
“ C }f}2

H2 .

Si i, j P N, alors

xCϕzi, Cϕzjy “ xϕi, ϕjy

“

ż

T
pbϕqipbϕqjdm

“

ż

T
pbϕqi´jdm car |bϕ| “ 1 pp.

D’après la formule de Cauchy, on en déduit que

xCϕzi, Cϕzjy “ ϕp0qi´j si i ą j,
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et (en utilisant à nouveau que |bϕ| “ 1 pp)

xCϕzi, Cϕzjy “

ż

T
pbϕqj´idm “

ż

T
pbϕqj´idm “ ϕp0q

j´i
si j ě i.

Comme on a posé r :“ |ϕp0q|, on a donc

|xCϕzi, Cϕzjy| ď r|j´i| pour tous i, j P N.
D’après l’Exemple 2.19, on en déduit que la matrice A “

`

xCϕzi, Cϕzjy
˘

i,jPN définit en

effet un opérateur borné sur `2pNq avec }A} ď 1`r
1´r ¨

Cas 3. Cas général.

Posons a :“ ϕp0q et ψ :“ ϕa ˝ ϕ, où ϕapzq “
a´z
1´z̄ ¨ Alors ϕ “ ϕ´1

a ˝ ψ “ ϕa ˝ ψ,

et donc Cϕ “ Cϕa ˝ Cψ. Comme ψp0q “ ϕapaq “ 0 et comme ϕa est intérieure avec
ϕap0q “ a “ ϕp0q, on en déduit le résultat souhaité d’après les 2 premiers cas. �



Chapitre 2

Un peu de topologie “générale”

1. Vocabulaire

1.1. Espaces topologiques.

Rappel. Une topologie sur un ensemble X est une famille τ de parties de X
contenant H et X et qui est stable réunions quelconques et par intersections finies.
Les éléments de τ s’appellent les ouverts de la topologie τ . Un espace topologique
est un ensemble X muni d’une topologie.

Exemple 1. Toute distance d sur X définit une topologie τd : un ensemble O Ď X
est τd - ouvert ssi, pour tout x P O, on peut trouver r ą 0 tel que Bpx, rq Ď O.

Exemple 2. Si X est un ensemble quelconque, alors τmin :“ tH, Xu et τmax :“
PpXq sont des topologies, qui sont respectivement la plus petite et la plus grande
topologie surX. La topologie τmin s’appelle la topologie grossière, et τmax s’appelle la
topologie discrète. (La topologie discrète est beaucoup plus “importante” que la topologie

grossière.)

Remarque. Notions topologiques les plus “primitives”.r Ouverts, fermés.r Voisinages d’un point a P X. Notation : Vpaq :“
 

V Ď X; V voisinage de a
(

.r Intérieur, adhérence d’un ensemble A Ď X. Notations : Å et A.r Continuité d’une application f : X Ñ Y .

- f est continue sur X ssi f´1pV q est ouvert dans X pour tout ouvert V Ď Y .

- f est continue en un point a P X ssi : pour tout ouvert V Q fpaq, on peut trouver
un ouvert U Q a tel que fpUq Ď V ; autrement dit : pour tout voisinage V de fpaq,
f´1pV q est un voisinage de a.

Définition 1.1. Soit pX, τq un espace topologique, et soit E Ď X. La famille de

tous les ensembles O Ď E de la forme O “ rO X E où rO est un ouvert de X, est une
topologie sur E, qu’on appelle la topologie induite par la topologie τ . On la note τE.

Exercice. Vérifier que τE est bien une topologie, et que si τ “ τd pour une certaine
distance d, alors τE est la topologie définie par d|EˆE .

1.2. Bases.

Définition 1.2. Soit pX, τq un espace topologique.

(1) Étant donné a P X, on dit qu’une famille V de voisinages de a est une base de
voisinages pour a si, pour tout voisinage V de a, on peut trouver V 1 P V tel que
V 1 Ď V .

43
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(2) On dit qu’une famille d’ouverts B est une base pour la topologie τ si, pour tout
ouvert U Ď X et pour tout a P U , on peut trouver B P B tel que a P B et B Ď U ;
autrement dit : si tout ouvert non-vide U Ď X est réunion d’éléments de B.

Exemples. Soit pX, dq un espace métrique.

(1) si a P X, alors V :“
 

Bpa, 1{nq; n P N˚
(

est une base de voisinages pour a.
En particulier, tout point a P X possède une base dénombrable de voisinages.

(2) La famille B :“
 

Bpa, 1{nq; a P X,n P N˚
(

est une base pour la topologie
de X. Plus généralement, si D Ď X est un ensemble dense dans X, alors
B :“

 

Bpz, 1{nq; z P D,n P N˚
(

est une base pour la topologie de X.

Démonstration. Exo. �

1.3. Métrisabilité.

Définition 1.3. Un espace topologique pX, τq est dit métrisable si sa topologie
peut-être définie par une distance, i.e. il existe une distance d sur X telle que τ “ τd ;
et pX, τq est dit complètement métrisable si sa topologie peut être définie par une
distance d telle que pX, dq est complet.

Exercice. Montrer que si X est un ensemble quelconque, alors la topologie discrète
sur X est complètement métrisable.

Remarque 1.4. Si pX, τq est métrisable, alors τ peut être définie par une distance
δ telle que δpx, yq ď 1 pour tous x, y P X. Si pX, τq est complètement métrisable, alors
τ peut être définie par un distance δ telle que pX, δq est complet et δpx, yq ď 1 pour
tous x, y P X.

Démonstration. Exo. (Si d est une distance sur X telle que τ “ τd, poser δpx, yq :“

min
`

1, dpx, yq
˘

. Vérifier que pX, δq est complet si pX, dq est complet.) �

Remarque 1.5. Si pX, τq est un espace topologique complètement métrisable,
alors tout fermé F Ď X est complètement métrisable, et tout ouvert V Ď X est
complètement métrisable.

Démonstration. Soit d une distance sur X telle que τ “ τd et pX, dq est complet.
Alors pF, dq est aussi complet, donc F est complètement métrisable. Pour montrer que
V est complètement métrisable, on définit une distance δ sur V en posant

@x, y P V : δpx, yq :“ dpx, yq `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

distpy,XzV q
´

1

distpx,XzV q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

On vérifie que τδ “ pτdqV , et que pV, δq est complet (exo). �

1.4. Espaces séparés.

Définition 1.6. Un espace topologique X est dit séparé si, pour tous a, b P X
tels que a ‰ b, on peut trouver des ouverts U Q a et V Q b tels que U X V “ H. (En
anglais, on dit de Hausdorff au lieu de “séparé”.)

Exemple 1. Tout espace topologique métrisable est séparé.
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Exemple 2. Soit X un espace vectoriel sur K “ R ou C, et soit } ¨ } une semi-
norme sur X. La topologie définie par } ¨ } est séparée si et seulement si } ¨ } est une
norme.

Exercice 1. A quelle condition sur un ensemble X la topologie grossière sur X
est-elle séparée ?

Exercice 2. Montrer que dans un espace topologique séparé, tous les singletons sont
des ensembles fermés.

1.5. Compacité.

Définition 1.7. Un espace topologique X est dit compact si X est séparé et
si tout recouvrement ouvert de X possède un sous-recouvrement fini ; autrement dit :
pour toute famille d’ouverts pOiqiPI telle que

Ť

iPI Oi “ X, on peut trouver un ensemble
fini J Ď I tel que

Ť

iPJ Oi “ X (propriété de Borel-Lebesgue).

Exercice. Montrer qu’on définit une topologie sur R en décrétant que les ensembles
fermés sont R et les ensembles finis ; et montrer que cette topologie possède la propriété
de Borel-Lebesgue. Cette topologie est-elle séparée ?

Rappel. Un espace topologique métrisable X est compact si et seulement si :
toute suite pxnqnPN de points de X possède une sous-suite pxnkq qui converge dans X
(propriété de Bolzano-Weierstrass).

Remarque 1. Soit X un espace topologique séparé, et soit K Ď X. Alors K est
compact si et seulement si : pour toute famille pOiqiPI d’ouverts de X telle que K Ď
Ť

iPI Oi, on peut trouver un ensemble fini J Ď I tel que K Ď
Ť

iPJ Oi.

Remarque 2. Soit X un espace topologique séparé. On dit qu’une famille pFiqiPI de
fermés de X possède la Propriété d’Intersection Finie si on a

Ş

iPJ Fi ‰ H pour tout
ensemble fini J Ď I. Alors X est compact si et seulement si : toute famille pFiqiPI de
fermés de X possédant la PIF est telle que

Ş

iPI Fi ‰ H.

Exercice important. Soient X et Y des espaces topologiques séparés.

(1) Si f : X Ñ Y est continue et si K Ď X est compact, alors fpKq est un
compact de Y .

(2) Si X est compact, alors tout fermé F Ď X est compact.

(3) Si K Ď X est compact, alors K est fermé dans X.

(4) Si X est compact et si f : X Ñ Y est continue et bijective, alors f est un
homéomorphisme, i.e. f´1 : Y Ñ X est continue.

1.6. Séparabilité.

Définition 1.8. Un espace topologique X est dit séparable s’il existe un ensemble
D Ď X à la fois dénombrable et dense dans X.

Exemples.

(1) R et C sont séparables.

(2) Tout evn de dimension finie est séparable.
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(3) Tout espace compact métrisable est séparable.

(4) Si K est un espace topologique compact métrisable, alors l’espace de Banach
CpKq est séparable.

(5) Si I est un intervalle de R, alors LppIq est séparable pour tout 1 ď p ă 8.

Démonstration. (1) et (2) sont laissés en exo.

(3) Soit K un espace compact métrisable, et soit d une distance définissant la topologie
de K. Pour tout n P N˚, on peut trouver un ensemble fini Fn Ď K tel que K “
Ť

zPFn
Bpz, 1

nq. Alors D :“
Ť

ně1 Fn est dénombrable et dense dans K (exo).

(4) Soit d une distance défiinissant la topologie de K, et soit D “ tzn; n P Nu un
ensemble dénombrable dense dans K (un tel D existe par (3)). Pour n P N, notons
fn P CpKq la fonction définie par fnpxq :“ dpx, znq. Comme D est dense dans K, les
fonctions fn séparent les points de K (exo). Par le Théorème de Stone-Weierstrass, on
en déduit que la sous-algèbre A Ď CpKq engendrée par les fn est dense dans CpKq. Soit
alors D l’ensemble des fonctions f P CpKq qui sont combinaisons linéaires à coefficients
dans Q ` iQ de fonctions de la forme fI :“

ś

nPI fn, où I Ď N est fini. L’ensemble D
est dénombrable, et il est dense dans CpKq par densité de A (exo).

(5) Supposons d’abord que l’intervalle I soit borné, et donc de mesure finie. Soit J
la famille de tous les intervalles J Ď I à extrémités rationnelles, et soit D Ď LppIq
l’ensemble des fonctions f qui sont combinaisons linéaires à coefficients dans Q ` iQ
de fonctions de la forme 1J où J P J . L’ensemble D est dénombrable. En utilisant le

Théorème des classes monotones, il n’est pas trop difficile de montrer que 1A P DLp

pour tout borélien A Ď I (exo). Comme les fonctions étagées sont denses dans Lp, on
en déduit que D est dense dans LppIq.
Pour un intervalle I quelconque, on écrit I “

Ť

nPN In où pInq est une suite croissante
d’intervalles bornés. Si on pose En :“

 

f P LppIq; f ” 0 en dehors de In
(

Ď LppIq,
alors

Ť

nPN En est dense dans LppIq (exo). Mais En s’identifie de manière évidente à
LppInq, donc En est séparable d’après le 1er cas. Si on choisit pour tout n un ensemble
Dn Ď En dénombrable et dense dans En, alors D :“

Ť

nPNDn est dénombrable et dense
dans LppIq. �

Lemme 1.9. Un espace vectoriel normé X est séparable si et seulement si il existe
une suite croissante pEnqnPN de sous-espaces vectoriels de dimension finie telle que
Ť

nPNEn est dense dans X.

Démonstration. Si X séparable et si D “ tz0, z1, z2, . . .u est dénombrable et dense
dan X, il suffit de poser En :“ rz0, . . . , zns. Inversement, on prend D :“

Ť

nPNDn, où
Dn Ď En est dénombrable et dense dans En. �

Exemple. c0pNq est séparable ; `ppNq est séparable pour tout 1 ď p ă 8.

Démonstration. Posons En :“ re0, . . . , ens, où penqnPN est la “base canonique” de
X “ c0 ou `p. Alors

Ť

nPNEn “ c00 :“ vect
 

en; n P N
(

est dense dans X car si x P X

est quelconque, alors x “
ř8
n“0 xnen, où la série converge pour la norme de X (exo)

et les sommes partielles de la série appartiennent à c00. �

Proposition 1.10. Soit X un espace topologique métrisable. Alors X est séparable
si et seulement si sa topologie possède une base dénombrable.
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Démonstration. Supposons que X soit séparable. Si D Ď X est dénombrable et
dense dans X et si d une distance définissant la topologie de X, alors on vu que B :“
 

Bpz, 1{nq; z P D,n P N˚
(

est une base pour la topologie de X ; et B est dénombrable.
Inversement, si B “ pBnqnPN est une base dénombrable pour la topologie de X avec
Bn ‰ H et si on choisit pour tout n P N un point zn P Bn, alors D :“ tzn; n P Nu est
dense dans X (exo) ; donc X est séparable. �

Corollaire 1.11. Si X est métrisable et séparable, alors tout ensemble E Ď X
est séparable (pour la topologie induite).

Démonstration. Si B est une base dénombrable pour la topologie de X, alors BE :“
 

O X E; O P B
(

est une base dénombrable pour la topologie de E. �

Corollaire 1.12. (propriété de Lindelöf)
Soit X un espace métrisable séparable. Si pOiqiPI est une famille quelconque d’ouverts
de X, alors il existe un ensemble dénombrable J Ď I tel que

Ť

iPJ Oi “
Ť

iPI Oi.

Démonstration. Soit B une base dénombrable pour la topologie de X, et posons
rB :“

 

B P B; Di P I : B Ď Oi
(

. Pour tout B P rB, choisissons un indice ipBq P I tel

que B Ď OipBq. Alors J :“
 

ipBq; B P rB
(

convient (exo). �

Lemme 1.13. Soit X un espace topologique séparable. Si O “ pOiqiPI est une fa-
mille d’ouverts de X non vides et deux à deux disjoints, alors O est nécessairement
dénombrable.

Démonstration. Soit D Ď X un ensemble dénombrable dense. Pour tout i P I, on
peut choisir un point zi P DXOi puisque D est dense dans X. Comme les Oi sont dis-
joints, l’application i ÞÑ zi est injective. Donc I s’injecte dans l’ensemble dénombrable
D ; et donc I est dénombrable. �

Corollaire 1.14. L’espace `8pNq n’est pas séparable. Si I est un intervalle de R
non trivial, alors L8pIq n’est pas séparable.

Démonstration. Si A,B Ď N et A ‰ B, alors }1B ´ 1A}8 “ 1. Donc la famille
 

Bp1A, 1{2q; A P PpNq
(

est une famille non-dénombrable de boules ouvertes deux à
deux disjointes dans `8pNq ; et donc `8pNq n’est pas séparable. Le cas de L8pIq est
laissé en exo. �

Définition 1.15. Un espace polonais est un espace topologique séparable et
complètement métrisable.

2. Suites généralisées

2.1. Définitions et exemples.

Définition 2.1. Un ensemble préordonné pP,ĺq est un ensemble P muni d’une
relation binaire ĺ qui est transitive : pp ĺ q et q ĺ rq ùñ p ĺ r. On dit qu’un
ensemble préordonné pP,ĺq est filtrant si

@p1, p2 P P Dp P P tel que p ľ p1 et p ľ p2.

Exemple. Les ensembles suivants sont préordonnés filtrants.

(1) pN,ďq, pR`,ďq.
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(2) pR,ĺq, où x ĺ y ssi |x| ď |y|.

(3) ps0, 1s,ěq.

(4) pFINpIq,Ďq, où I est un ensemble quelconque et FINpIq est l’ensemble des
partis finies de I.

(5) pVpaq,Ěq, où a P X espace topologique.

Définition 2.2. Soit X un ensemble quelconque. Une suite généralisée dans X
est une famille pxpqpPP d’éléments de X indexée par un ensemble préordonné filtrant
pP,ĺq.

Remarque 1. Le plus souvent, on écrira “s.g.” au lieu de “suite généralisée”.

Remarque 2. Évidemment, toute suite est une s.g.

2.2. Convergence.

Définition 2.3. Soit X un espace topologique, pxpqpPP une s.g. dans X. Étant
donné a P X, on dit que pxpq tend vers a, et on écrit xp Ñ a si

@V voisinage de a, Dp0 P P tel que @p ľ p0 : xp P V.

On dit que la s.g. pxpq converge dans X s’il existe a P X telle que xp Ñ a.

Remarque. Si pxpqpPN est une vraie suite, on retrouve la définition habituelle.

Exercice. Si l’espace topologique X est séparé, alors on a “unicité de la limite” :
on ne peut pas avoir xp Ñ a et xp Ñ b avec a ‰ b.

Exemple. Soit a P X. Pour tout V voisinage de a, choisissons un point xV P V .
Alors la s.g. pxV qV PVpaq tend vers a.

Démonstration. C’est évident par définition. �

Proposition 2.4. Soit X un espace topologique et soit A Ď X. Soit aussi a P X.
Alors

a P A ðñ il existe une s.g. pxpq Ď A telle que xp Ñ a.

Démonstration. Supposons que a P A . Alors V X A ‰ H pour tout V P Vpaq.
Choisissons un point xV P V XA pour tout V P Vpaq. Alors la s.g. pxV qV PVpaq est une
s.g. de points de A et xV Ñ a.
Variante sans choix : on pose P :“ tpV, zq; V P Vpaq, z P V X Au et on décrète
que pV, zq ĺ pV 1, z1q ssi V Ě V 1. Alors pP,ĺq est filtrant car a P A (exo). Pour
p “ pV, zq P P , on pose xV,z :“ z. Alors xp Ñ a.

Inversement, supposons qu’il existe une s.g. pxpqpPP Ď A telle que xp Ñ a. Alors
@V P Vpaq Dp P P : xp P V , et donc certainement V X A ‰ H pour tout V P Vpaq ;

donc a P A. �

Corollaire 2.5. Un ensemble F Ď X est fermé dans X si et seulement si il
contient tous ses “points limites”, autrement dit : chaque fois qu’une s.g. pxpq Ď F
tend vers un point a P X, on a que a P F .

Remarque. En général, on ne peut pas remplacer “s.g.” par “suite” dans la propo-
sition 2.4 ; mais on sait bien qu’on peut si X est métrisable !
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Exercice. Montrer qu’on peut remplacer “s.g.” par “suite” si le point a possède
une base dénombrable de voisinages.

Proposition 2.6. Soient X et Y des espaces topologiques, et soit f : X Ñ Y . Soit
également a P X. Alors

pf continue en aq ðñ fpxpq Ñ fpaq pour toute s.g. pxpq Ď X telle que xp Ñ a.

Démonstration. On laisse ùñ en exo.
Inversement, supposons f non continue en a. Alors on peut trouver un voisinage W0

de fpaq tel qu’on n’ait fpV q Ď W0 pour aucun voisinage V de a. Donc, pour tout
V P Vpaq, on peut choisir un point xV P V tel que fpxV q R W0. Alors xV Ñ a, mais
fpxV q ­Ñ fpaq puisque @V : fpxV q RW0. �

Exercice. Faire une preuve “sans choix”.

Corollaire 2.7. Soient τ et τ 1 deux topologies sur X. Alors τ Ď τ 1 si et seulement
si la convergence d’une s.g. pour τ 1 entraine sa convergence pour τ (vers la même
limite). Et donc, τ “ τ 1 si et seulement si τ et τ 1 ont les mêmes s.g. convergentes
(avec les mêmes limites).

Démonstration. Dire que τ Ď τ 1 signifie que l’application id : pX, τ 1q Ñ pX, τq est
continue ; donc le résultat est évident. �

2.3. Sous-s.g. et valeurs d’adhérences.

Définition 2.8. Soit pxpqpPP une s.g. dans un ensemble X. Une sous-s.g. de
pxpq est une s.g. pzp1qp1PP 1 de la forme zp1 “ xφpp1q, où φ : P 1 Ñ P est une application

cofinale, i.e. telle que @p0 P P Dp
1
0 P P

1 @p1 ľ p10 : φpp1q ľ p0.

Exemple. Si pxnqnPN est une suite dans X et si pnkqkPN est une suite d’entiers telle
que nk Ñ8, alors pxnkqkPN est une sous-s.g. de pxnq.

Exercice. Une sous-s.g. d’une sous-s.g. est une sous-s.g.

Définition 2.9. Soit pxpqpPP une s.g. dans un espace topologique X, et soit a P X.
On dit que a est une valeur d’adhérence de pxpq si

@V P Vpaq @p0 P P Dp ľ p0 : xp P V.

Lemme 2.10. Un point a P X est une valeur d’adhérence de pxpq si et seulement
si pxpq admet une sous-s.g. pzp1q telle que zp1 Ñ a.

Démonstration. Supposons que a soit valeur d’adhérence de pxpq. Posons

P 1 :“ tpV, pq; V P Vpaq et xp P V u;

et décrétons que

pV1, p1q ĺ pV2, p2q ssi V1 Ě V2 et p1 ĺ p2.

Alors pP 1,ĺq est filtrant car a est une valeur d’adhérence de pxpq. Détail : étant donné
p11 “ pV1, p1q et p12 “ pV2, p2q, on peut trouver p0 P P tel que p0 ľ p1 et p0 ľ p2 car
P est filtrant, puis p ľ p0 tel que xp P V1 X V2 car a est valeur d’adhérence de pxpq et
V1 X V2 est un voisinage de a ; et alors p1 :“ pV1 X V2, pq est tel que p1 ľ p11 et p1 ľ p12.
Pour p1 “ pV, pq P P 1, posons zp1 :“ xp. Alors pzp1qp1PP 1 est une sous-s.g. de pxpq et
zp1 Ñ a. “Détail” : l’application φ : P 1 Ñ P définie par φpV, pq :“ p est cofinale ar
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pX, pq P P 1 pour tout p P P ; et zp1 Ñ a par définition de la relation ĺ car pour tout
V0 P Vpaq, on peut trouver p0 P P tel que xp0 P V0.

La réciproque est laissée en exo. �

Proposition 2.11. Soit X un espace topologique séparé. Alors X est compact si
et seulement si toute s.g. pxpqpPP dans X possède une sous-s.g. qui converge dans X,
si et seulement si toute s.g. pxpq Ď X possède une valeur d’adhérence dans X.

Démonstration. Supposons X compact, et soit pxpqpPP une s.g. dans X. Supposons
que pxpq ne possède aucune valeur d’adhérence dans X. Alors, pour tout x P X,
on peut trouver un voisinage ouvert Vx de x dans X et un indice px P P tels que
@p ľ px : xp R Vx. La famille pVxqxPX est un recouvrement ouvert de X, donc on peut
trouver x1, . . . , xr P X tels que Vx1 Y ¨ ¨ ¨ Y Vxr “ X. Comme P est filtrant, on peut
ensuite trouver p P P tel que p ľ px1 , . . . , pxr . Alors xp R Vxi pour i “ 1, . . . , r, ce qui
est absurde puisque quand même xp P X.

Inversement, supposons que X ne soit pas compact : il faut trouver une s.g. pxpqpPP
sans valeur d’adhérence. Soit pOiqiPI un recouvrement ouvert de X n’admettant aucun
sous-recouvrement fini. Posons pP,ĺq :“ pFINpIq,Ďq. Pour tout J P P “ FINpIq,
choisissons un point xJ P X tel que xJ R

Ť

iPJ Oi. Alors pxJqJPPf pIq est une s.g. dans

X. Supposons que pxJq possède une valeur d’adhérence a P X. Comme X “
Ť

iPI Oi,
on peut trouver i0 P I tel que a P Oi0 . Comme a est censé être une valeur d’adhérence
de pxJq et que Oi0 est un voisinage de a, on peut trouver J P Pf pIq tel que ti0u Ď J ,
i.e. i0 P J , et xJ P Oi0 ; mais c’est absurde car on doit avoir xJ R

Ť

iPJ Oi et i0 P J . �

Exercice. Refaire l’“Exercice important” de 1.5 en utilisant des s.g.

2.4. Complétude et s.g. de Cauchy.

Définition 2.12. Soit pX, dq un espace métrique. On dit qu’une suite généralisée
pxpqpPP Ď X est de Cauchy si

@ε ą 0 Dpε P P @p, q ľ pε : dpxp, xqq ď ε.

Exercice. Montrer que toute s.g. convergente est de Cauchy.

Lemme 2.13. Si pX, dq est un espace métrique complet, alors toute s.g. de Cauchy
pxpqpPP Ď X est convergente.

Démonstration. Comme pxpq est de Cauchy, on peut pour tout n P N choisir pn P P
tel que

@p, q ľ pn : dpxp, xqq ď 2´n.

De plus, comme l’ensemble préordonné P est filtrant, on peut supposer que la suite
ppnqnPN est croissante : si p0, . . . , pn ont été choisis, on peut toujours prendre pn`1 ľ

p0, . . . , pn.
Par définition, la suite pxpnqnPN est de Cauchy dans pX, dq ; donc elle converge dans X
puisque pX, dq est complet, xpn Ñ x P X. Si maintenant ε ą 0 est quelconque, on peut
choisir n0 P N tel que 2´n0 ď ε, et on a alors dpxp, xpnq ď ε pour tout p ľ pn0 et pour
tout n ě n0 puisque pn ľ pn0 . En faisant n Ñ 8, on en déduit que dpxp, xq ď ε pour
tout p ľ pn0 . Donc xp Ñ x. �
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2.5. Un exemple : familles sommables.

Définition 2.14. Soit X un espace vectoriel normé, et soit pxiqiPI une famille
d’éléments de X. On dit que la famille pxiq est sommable si la suite généralisée
`
ř

iPF xi
˘

FPFINpIq
est convergente. Autrement dit, pxiq est sommable s’il existe x P X

(uniquement déterminé) tel que la chose suivante ait lieu :

@ε ą 0 DFε Ď I fini tel que @F Ě Fε fini :

›

›

›

›

›

ÿ

iPF

xi ´ x

›

›

›

›

›

ď ε.

Si la famille pxiq est sommable, on pose
ÿ

iPI

xi :“ lim
F

ÿ

iPF

xi.

Exercice. Montrer que si une suite pxnqnPN Ď X est sommable, alors la série
ř

xn
converge dans X et

ř8
n“0 xn “

ř

nPN xn. Montrer de même que si une suite pxnqnPZ
indexée par Z est sommable, alors

ř8
n“´8 xn :“ limNÑ8

řN
n“´N xn existe et est égale

à
ř

nPZ xn.

Remarque 2.15. (Critère de Cauchy)
Supposons que X soit un espace de Banach. Alors une famille pxiqiPI Ď X est sommable
si et seulement si la chose suivante a lieu : pour tout ε ą 0, on peut trouver un ensemble
fini Fε Ď I tel que

›

›

›

›

›

ÿ

iPJ

xi

›

›

›

›

›

ď ε pour tout J Ď I fini tel que J X Fε “ H.

Démonstration. C’est une conséquence du Lemme 2.13. Les détails sont laissés en
exo. �

Exemple 1. Supposons que X soit un espace de Banach. Si pxiqiPI et une famille
d’éléments de X telle que

ř

iPI }xi} ă 8, alors la famille pxiq est sommable.

Démonstration. Rappelons que si paiqiPI est une famille de nombres positifs, alors,
par définition,

ÿ

iP

ai “ sup
FPFINpIq

ÿ

iPF

ai P r0,8s.

Soit ε ą 0. Comme
ř

iPI }xi} ă 8, on peut trouver un ensemble fini Fε Ď I tel que
ř

iPI }xi} ď
ř

iPF }xi}`ε. Pour tout ensemble fini J Ď I tel que JXFε “ H, on a alors
ř

iPJ }xi}`
ř

iPFε
}xi} “

ř

iPJYFε
}xi} ď

ř

iPI }xi} ď
ř

iPF }xi}` ε, donc
ř

iPJ }xi} ď ε,
et donc a fortiori }

ř

iPJ xi} ď ε. Donc la famille pxiq est sommable par le critère de
Cauchy (Remarque 2.15). �

Exemple 2. Soit H un espace de Hilbert. Si pxiqiPI est une famille d’éléments de H
deux à deux orthogonaux telle que

ř

iPI }xi}
2 ă 8, alors la famille pxiq est sommable.

Démonstration. La preuve est la même que pour l’Exemple 1, en mettant des carrés

partout et en observant qu’on a
›

›

ř

iPJ xi
›

›

2
“

ř

iPJ }xi}
2 pour tout ensemble fini J Ď I,

par orthogonalité des xi. �

Remarque. L’Exemple 2 montre en particulier que si peiqiPI est une base hil-
bertienne de H alors, pour tout x P H, la famille

`

xx, eiy ei
˘

iPI
est sommable et

ř

iPI xx, eiy ei “ x.
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Théorème 2.16. Soit X un espace de Banach, et soit pxnqnPN une suite d’éléments
de X. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) La suite pxnq est sommable.

(2) Pour toute permutation σ : NÑ N, la série
ř

xσpnq est convergente.

(3) Pour toute application injective σ : NÑ N, la série
ř

xσpnq est convergente.

(4) Pour toute suite strictement croissante d’entiers pnkqkPN, la série
ř

xnk est
convergente.

(5) Pour toute suite pεnq P t0, 1u
N, la série

ř

εnxn est convergente.

De plus, si la suite pxnq est sommable alors
ř

nPN xn “
ř8

0 xσpnq pour toute permuta-
tion σ : NÑ N.

Démonstration. Les implications (3) ùñ (2) et (3) ùñ (4) sont évidentes ; et
l’équivalence de (4) et (5) est un micro-exo.

Supposons (1) vérifiée, et montrons (3). On fixe une application injective σ : N Ñ N.
Soit ε ą 0. Par le critère de Cauchy, on peut trouver un ensemble fini F Ď N tel que
›

›

ř

nPJ xn
›

› ď ε pour tout J Ď N fini vérifiant J X F “ H. Posons alors F 1 :“ σ´1pF q.
Comme σ est injective, F 1 est un ensemble fini. Si J 1 Ď N est fini et J 1XF 1 “ H, alors
σpJ 1q X F “ H ; donc, par injectivité de σ, on a

›

›

ř

nPJ 1 xσpnq
›

› “
›

›

ř

kPσpJ 1q xk
›

› ď ε.

Donc la suite pxσpnqq est sommable par le critère de Cauchy, et donc la série
ř

xσpnq
converge.

Montrons (2) ùñ (1) par contraposée. Supposons que la suite pxnq ne soit pas som-
mable. Alors le critère de Cauchy n’est pas vérifié ; donc il existe un ε ą 0 tel que : pour
tout ensemble fini F Ď N, on peut trouver une ensemble fini F 1 tel que F 1 X F “ H
et

›

›

ř

mPF 1 xm
›

› ě ε. On peut donc construire par récurrence une suite de parties finies

de N deux à deux disjointes pFrqrě0 telle que
›

›

ř

mPFr
xm

›

› ě ε pour tout r ě 0. Soit
pIrqrě0 une suite d’intervalles de N consécutifs (min Ir`1 ą max Ir pour tout k) telle
que |Ir| “ |Fr| pour tout r et telle que Nz

Ť

Ir ait la même cardinalité (finie ou infinie)
que Nz

Ť

rě0 Fr. Par le choix des Ir, il existe une permutation σ : N Ñ N telle que

σpIrq “ Fr pour tout r ě 0. On a alors
›

›

ř

nPIr
xσpnq

›

› “
›

›

ř

mPFr
xm

›

› ě ε pour tout
r ; donc les sommes partielles de la série

ř

xσpnq ne vérifient pas le critère de Cauchy
(micro-exo), et donc cette série ne converge pas. Ainsi, (2) n’est pas vérifiée.

La preuve de (4) ùñ (1) est très semblable. Si (1) n’est pas vérifiée, il existe un ε ą 0
témoignant que le critère de Cauchy n’est pas vérifié. On peut construire par récurrence
une suite pFrqrě0 de parties finies de N telle que minFr`1 ą maxFr et

›

›

ř

nPFr
xn

›

› ě ε
pour tout r ě 0 : si F0, . . . , Fr sont construits, on pose N :“ maxpF0 Y ¨ ¨ ¨ Y Frq, et
on choisit Fr`1 tel que Fr`1 X J0, NK “ H et

›

›

ř

nPFr`1
xn

›

› ě ε. Si on note pnkqkě0

l’énumération croissante de l’ensemble
Ť

rě0 Fr, alors la série
ř

xnk diverge (exo) ; donc
(5) n’est pas vérifiée.

Montrons pour finir que si la suite pxnq est sommable, alors
ř

nPN xn “
ř8
n“0 xσpnq

pour toute permutation σ : N Ñ N. Posons x :“
ř

nPN xn. Soit ε ą 0, et soit Fε Ď N
un ensemble fini tel que

›

›

ř

mPF xm ´ x
›

› ď ε pour tout ensemble fini F Ě Fε. Comme

σ : NÑ N est surjective, on peut trouver un entier N0 tel que σ
`

J0, N0K
˘

Ě Fε. Alors

σ
`

J0, NK
˘

Ě Fε pour tout N ě N0, donc
›

›

ř

mPσpJ0,NKq xm ´ x
›

› ď ε. Mais comme σ

est injective, on a
ř

mPσpJ0,NKq xm “
řN
n“0 xσpnq. Donc

›

›

řN
n“0 xσpnq ´ x

›

› ď ε pour tout

N ě N0, ce qui prouve que
ř8
n“0 xσpnq “ x. �
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Corollaire 2.17. soit X un evn de dimension finie, et soit pxnqnPN Ď X. Alors
pxnq est sommable si et seulement si

ř8
0 }xn} ă 8.

Démonstration. Par équivalence des normes, on se ramène au cas où X “ K (exo).
Et dans ce cas, le résultat est “bien connu” : si pxnq est une suite de scalaires telle que
ř

xσpnq converge pour toute permutation σ : N Ñ N, alors “on sait bien” que la série
ř

xn est absolument convergente. �

Définition 2.18. Soit pxnqnPN une suite dans un espace de Banach X. On dit que
la série

ř

xn est inconditionnellement convergente si la suite pxnq est sommable.

Proposition 2.19. Soit pxnqnPN une suite dans un espace de Banach X. Si la série
ř

xn est inconditionnellement convergente alors, pour toute suite bornée panq Ď K, la
série

ř

anxn est convergente.

Démonstration. En considérant parties réelles et imaginaires séparément si K “ C,
on se ramène au cas où les an sont réels. De plus, quitte à remplacer an par M´an

2M où
M “ supk |ak|, on peut supposer qu’on a 0 ď an ď 1 pour tout n P N.

Soit ε ą 0. Comme la suite pxnq est sommable, on peut trouver un entier N tel que
}
ř

nPJ xn} ď ε pour tout ensemble fini J tel que min J ą N . On va montrer qu’on a
›

›

řq
n“p`1 anxn

›

› ď ε pour tous N ď p ă q, ce qui prouvera que les sommes partielles de

la série
ř

anxn vérifient le critère de Cauchy.
Fixons p et q tels que N ď p ă q, et posons I :“ Jp ` 1, qK. Alors la suite finie
panqnPI appartient à r0, 1sI , donc elle est combinaison convexe de suites α P t0, 1uI

(exo). Pour une telle suite α, on a
ř

nPI αnxn “
ř

nPJ xn où J :“ tn P I; αn “ 1u
vérifie min J ą N ; donc

›

›

ř

nPI αnxn
›

› ď ε. Par convexité de la norme, on en déduit
›

›

ř

nPI anxn
›

› ď ε. �

3. Topologie engendrée par une famille d’applications

3.1. Définition générale.

Lemme-Définition. Soit X un ensemble, et soit pπiqiPI une famille d’applications,
πi : X Ñ Ei où Ei est un espace topologique. Il existe une plus petite topologie τ sur
X rendant continues toutes les applications πi : X Ñ Ei. On dit que τ est la topologie
engendrée par les applications πi.

Démonstration. Il y a certainement au moins une topologie rendant continues les
πi, à savoir la topologie discrète. De plus l’intersection d’une famille quelconque de
topologies sur X rendant continues les πi est encore une topologie rendant continues
les πi (exo). Donc la topologie cherchée est l’intersection de toutes les topologies sur
X rendant continues les πi. �

Dans la suite, X est un espace topologique dont la topologie τ est engendrée par
une famille d’applications πi : X Ñ Ei, i P I.

Lemme 3.1. Un ensemble O Ď X est τ -ouvert si et seulement s’il est réunion
d’ensembles de la forme

rVi1 , . . . , Vir s :“
 

x P X; πi1pxq P Vi1 , . . . , πirpxq P Vir
(

,

où i1, . . . , ir P I et Vi est un ouvert de Ei pour i “ i1, . . . , ir.
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Démonstration. Notons τ 1 la famille de tous les ensembles O Ď X qui sont réunion
d’ensembles de la forme rVi1 , . . . , Vir s. Comme rVi1 , . . . , Vir s “

Şr
s“1 π

´1
is
pVisq, on voit

que rVi1 , . . . , Vir s est τ - ouvert par continuité des πi, et donc tout ensemble O P τ 1 est
τ - ouvert. Ainsi, τ 1 Ď τ . Inversement, on vérifie que τ 1 est une topologie sur X (exo),
et que τ 1 rend les πi continues (autre exo). Donc τ 1 Ě τ . �

Remarque. On dira que les ensembles de la forme rVi1 , . . . , Vir s sont les ouverts
élémentaires pour la topologie τ .

Lemme 3.2. Si pxpqpPP est une suite généralisée dans X et si a P X, alors

xp Ñ a ðñ πipxpq Ñ πipaq pour tout i P I.

Démonstration. Si xp Ñ a, alors certainement πipxpq Ñ πipaq pour tout i P I
par continuité de πi. Inversement, supposons que πipxpq Ñ πipaq pour tout i P I.
Soit V un voisinage quelconque de a dans X. Par le Lemme 3.1, on peut trouver un
ouvert élémentaire rVi1 , . . . , Vir s tel que a P rVi1 , . . . , Vir s Ď V . Comme πipxpq Ñ πipaq
pour tout i, on peut trouver p1, . . . , pr P P tels que pour s “ 1, . . . , r, on ait que
@p ľ ps : πispxpq P Vis . Comme P est filtrant, on peut trouver p0 P P tel que
p0 ľ p1, . . . , pr. Alors @p ľ p0 : xp P rVi1 , . . . , Vir s Ď V . Donc xp Ñ a. �

Corollaire 3.3. Si Z est un autre espace topologique, une application f : Z Ñ X
est continue si et seulement si πi ˝ f : Z Ñ Ei est continue pour tout i P I.

Démonstration. Exo. �

3.2. Topologie produit.

Définition 3.4. Soit pXiqiPI une famille d’espaces topologiques, et soit X :“
ś

iPI Xi. Un “point” de X est donc de la forme x “ pxiqiPI où xi P Xi pour tout
i P I ; on pourra aussi écrire x “ pxpiqqiPI . La topologie produit sur X est la topolo-
gie engendrée par les projections canoniques πi : X Ñ Xi.

Mode d’emploi. Soit X “
ś

iPI Xi muni de la topologie produit.r Une s.g. pxpqpPP dans X converge vers a P X ssi xppiq Ñ apiq dans Xi pour
tout i P I.r Soit Z un espace topologique, et soit f “ Z Ñ X. Écrivons fpzq “

`

fipzq
˘

iPI
.

Alors f est continue ssi chaque application fi : Z Ñ Xi est continue.r Une base pour la topologie produit est donnée par les ouverts élémentaires

“Vi1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vir” :“
 

x P X; xi1 P Vi1 , . . . , xir P Vir
(

,

où Vi est ouvert dans Xi pour i “ 1, . . . , r.

Exemple 1. Soient E et F deux evn sur K “ R ou C. La topologie produit sur
E ˆ F est la topologie définie par la norme produit }px, yq} :“ max

`

}x}E , }y}F
˘

.

Exemple 2. Prenons tous les Xi égaux à un même espace topologique E. Alors
ś

iPI Xi “ EI est l’ensemble de toutes les applications f : I Ñ E, qu’on notera souvent
FpI, Eq. La topologie produit sur FpI, Eq s’appelle la topologie de la convergence
simple.
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Remarque. Il n’est pas clair que si Xi ‰ H pour tout i P I, alors
ś

iPI Xi ‰ H.

En fait, c’est exactement ce que dit l’axiome du choix. (À titre d’exercice, on pourra

montrer que
ś

iPI Xi ‰ H en utilisant le Lemme de Zorn.)

Exercice. Montrer que si tous les Xi sont séparés, alors X “
ś

iPI Xi est séparé.

3.3. Topologie définie par une famille de semi-normes.

Rappel. Soit X un espace vectoriel sur K “ R ou C. Une semi-norme sur X
est une application } ¨ } : X Ñ R` satisfaisant toutes les propriétés d’une norme sauf
peut-être l’implication }0} “ 0 ùñ x “ 0. Toute semi-norme } ¨ } définit une topologie
τ} ¨ } sur X : un ensemble O Ď X est τ} ¨ } - ouvert ssi, pour tout a P O, on peut trouver
r ą 0 tel que B} ¨ }pa, rq Ď O. (On a vu en exo que cette topologie est séparée si et seulement

si la semi-norme } ¨ } est une norme.)

Définition 3.5. Soit X un espace vectoriel sur K “ R ou C, et soit p} ¨ }iqiPI une
famille de semi-normes sur X. La topologie définie par les } ¨ }i est la topologie
sur X engendrée par les “applications identité” X ãÑ pX, } ¨ }iq.

Traduction. On garde les notations de la définition.r Si pxpq est une s.g. dans X et a P X, alors xp Ñ a ðñ }xp ´ a}i Ñ 0 pour
toute semi-norme } ¨ }i.r Soit a P X. Pour i1, . . . , ir P I et ε ą 0, posons

Bi1,...,irpa, εq :“
 

x P X; }x´ a}i1 ă ε, . . . , }x´ a}ir ă ε
(

.

Alors les Bi1,...,irpa, εq forment une base de voisinages pour a.

Exemples.

(1) Soit I un ensemble quelconque, et soit Y un evn. La topologie de la conver-
gence simple sur FpI, Y q est engendrée par les semi-normes } ¨ }i, i P I définies
par }f}i :“ }fpiq}.

(2) Soient X et Y des evn. La topologie opératorielle forte sur LpX,Y q est
la topologie engendrée par les semi-normes } ¨ }x, x P X définies par }T }x :“
}Tx}. Cette topologie se note SOT. Autrement dit : SOT est la topologie sur
LpX,Y q induite par la topologie de la convergence simple sur FpX,Y q.

(3) Soit Ω un espace topologique, et soit CpΩq :“ tf : Ω Ñ C continuesu. Pour
tout compact K Ď Ω, soit } ¨ }K la semi-norme sur CpΩq définie par }f}K :“
sup t|fpxq|; x P Ku. La topologie de la convergence uniforme sur tout
compact sur CpΩq est la topologie engendrée par les semi-normes } ¨ }K .

(4) Soit Ω un ouvert de Rd, et notons C8pΩq l’espace vectoriel constitué par toutes
les fonctions f : Ω Ñ C de classe C8. Pour tout compact K Ď Ω et pour tout
n P N, notons } ¨ }K,n la semi-norme sur C8pΩq définie par

}f}K,n :“ sup
 

|Bαfpxq|; |α| ď n , x P K
(

.

La topologie C8 sur C8pΩq est la topologie engendrée par les semi-normes
} ¨ }K,n. Ainsi, une sg pfpq Ď C8pΩq converge vers f P C8pΩq en topologie
C8 si et seulement si Bαfp Ñ Bαf uniformément sur tout compact pour tout

α P Nd (micro-exo).
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4. Plus de choses sur les produits

4.1. Produits dénombrables.

Proposition 4.1. Soit pXiqiPI une famille dénombrable d’espaces topologiques, et
soit X :“

ś

iPI Xi.

(1) Si les Xi sont métrisables, alors X est métrisable.

(2) Si les Xi sont complètement métrisables, alors X aussi.

(3) Si les Xi sont séparables, alors X aussi.

(4) Si les Xi sont polonais, alors X aussi.

Démonstration. On va faire la preuve dans le cas où I est infini, ce qui revient à
supposer que I “ N. (Le cas où I fini est plus simple.)

(1) Pour tout i P N, soit δi une distance sur Xi définissant la topologie de Xi, avec de
plus δipu, vq ď 1 pour tous u, v P Xi. Pour x, y P X, on pose

δpx, yq :“
8
ÿ

i“0

2´iδi
`

xpiq, ypiq
˘

.

On vérifie (exo) que δ est une distance sur X. Il faut montrer que δ définit la topologie
produit, autrement dit qu’une s.g. pxpqpPP Ď X converge vers a P X pour la topologie
produit si et seulement si elle converge pour δ.
Supposons que xp Ñ a pour la topologie produit, i.e. xppiq Ñ apiq pour tout i P N.
Soit ε ą 0. Pour tout N P N et pour tout p, on a

δpxp, aq ď
N
ÿ

i“0

2´iδi
`

xppiq, apiq
˘

`
ÿ

iąN

2´i.

Donc, si on fixe N assez grand, on a

@p : δpxp, aq ď
N
ÿ

i“0

2´iδi
`

xppiq, apiq
˘

` ε{2.

Comme δi
`

xppiq, apiq
˘

Ñ 0 pour i “ 0, . . . , N , on en déduit (exo) que δpxp, aq Ñ 0.

Inversement, si δpxp, aq Ñ 0, alors xppiq Ñ apiq pour tout i P N car δi
`

xppiq, apiq
˘

ď

2iδpxp, aq ; donc xp Ñ a pour la topologie produit.

(2) Avec les notations de (1), il faut juste montrer que si pXi, δiq est complet pour tout
i P I, alors pX, δq est complet ; autrement dit, d’après (1), que toute suite pxnq Ď X
qui est de Cauchy pour δ converge coordonnée par coordonnée. On laisse cela en exo.

(3) Pour i P N, soit Di un ensemble dénombrable dense dans Xi. Soit aussi a P X fixé.
Pour tout ensemble fini F Ď N, soit

DF :“
 

x P X; xi P Di pour tout i P F et xi “ ai pour tout i R F
(

.

Alors chaque DF est dénombrable (exo), donc D :“
Ť

FPFINpNqDF aussi ; et on vérifie

que D est dense dans X (autre exo).

(4) est immédiat par (2) et (3). �

Remarque. Si I est un ensemble non dénombrable, alors FpI,Rq “ RI n’est pas
métrisable pour la topologie de la convergence simple.
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Démonstration. Soit A :“ t1F ; F Ď I finiu Ď FpI,Rq. Alors la fonction 1 ap-
partient à A car la suite généralisée p1F qFPFINpIq tend vers 1 (exo). Mais aucune
suite p1FnqnPN de points de A ne peut tendre vers 1. En effet : l’ensemble

Ť

nPN Fn
est dénombrable et I ne l’est pas, donc on peut trouver i0 P Iz

Ť

nPN Fn, et alors
1Fnpi0q “ 0 ­Ñ 1. �

Corollaire 4.2. Soit E un espace topologique complètement métrisable. Si G Ď E
est un ensemble Gδ, i.e. une intersection dénombrable d’ouverts, alors G – muni de la
topologie induite par celle de E – est complètement métrisable.

Démonstration. Écrivons G “
Ş

iPN Vi, où les Vi sont des ouverts de E. Les Vi sont
complètement métrisables (vu en exo). Soit

rG :“

#

x P
ź

iPN
Vi; xi “ xj pour tous i, j P N

+

.

Alors rG est fermé dans
ś

iPI Vi, donc complètement métrisable. De plus, si on définit

φ : G Ñ rG par φpzq :“ pz, z, z . . . q, alors on vérifie que φ est un homéomorphisme de

G sur rG (de réciproque donnée par φ´1pxq :“ x0). Donc G est complètement métrisable

puisque rG l’est. �

Exercice. Montrer que si E est un espace topologique métrisable, alors tout fermé
de E est Gδ.

Remarque 4.3. Il se trouve que la réciproque du Corollaire 4.2est vraie : si G Ď E
est complètement métrisable, alors G est un Gδ de E. Ainsi, un ensemble G Ď E est
complètement métrisable si et seulement si G est un Gδ de E. Ce résultat s’appelle le
Théorème d’Alexandrov.

Démonstration. Soit d une distance définissant la topologie de E, et soit δ une
distance sur G topologiquement équivalente à d|GˆG telle que pG, δq soit complet. On
notera Bδ les boules ouvertes de G relativement à la distance δ, et δ - diampAq le
diamètre d’un ensemble A Ď G relativement δ. De même, on notera Bd les boules
ouvertes de E relativement à la distance d.

Observons d’abord queG est unGδ de E car c’est un fermé de E et E est métrisable.
Donc, pour montrer que G est un Gδ de E, il suffit de montrer que c’est un Gδ de G
(micro-exo). On peut donc en fait supposer que G “ E, i.e. que G est dense dans E.

Pour n P N˚, posons

On :“

"

x P E; DV voisinage ouvert de x tel que δ - diampV XGq ă
1

n

*

.

Par définition, les On sont des ouverts de E. On va montrer que G “
Ş

ně1On.

Soit x P G, et soit n P N˚ fixé. Si on pose B :“ Bδ
`

x, 1
3n

˘

, alors B est un ouvert de G

tel que δ - diampBq ď 2
3n ă

1
n ¨ Donc, si on choisit un ouvert V de E tel que B “ V XG,

alors V témoigne que x P On. Ceci étant vrai pour tout n P N˚, on a donc montré
l’inclusion G Ď

Ş

ně1On.

Inversement, soit x P
Ş

ně1On quelconque, et montrons que x P G. Pour tout n ě 1,

choisissons un ouvert Vn Ď E tel que x P Vn et δ - diampVn X Gq ă 1
n ¨ Quitte à

remplacer Vn par Vn X Bd
`

x, 1
n

˘

, on peut supposer que Vn Ď Bdpx,
1
nq ; et quitte à
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remplacer ensuite Vn par Vn X Vn´1 pour n ě 2, on peut également supposer que la
suite pVnqně1 est décroissante.
Comme G est dense dans E, on a Vn XG ‰ H pour tout n P N, donc on peut choisir
un point xn P Vn XG. Alors xn Ñ x car xn P Vn Ď Bd

`

x, 1
n

˘

De plus, si p, q P N, alors
xp et xq sont tous les deux dans Vminpp,qq XG car la suite pVnq est décroissante, donc

δpxp, xqq ď δ - diampVminpp,qq XGq
p,qÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.

Par conséquent, la suite pxnq est de Cauchy dans pG, δq, qui est complet ; donc pxnq
converge pour δ vers un certain point x8 P G. Mais δ est topologiquement équivalente
à d|GˆG, donc xn Ñ x8 pour d ; et donc x8 “ x car xn Ñ x pour d. Donc x P G ! �

Corollaire 4.4. Si Ω est un ouvert de Rd, alors CpΩq est polonais (pour la topo-
logie de la convergence uniforme sur tout compact).

Démonstration. Soit pKiqiPN une suite exhaustive de compacts pour Ω, i.e.
pKiq est une suite croissante de compacts de Ω telle que tout compact K Ď Ω est
contenu dans un Ki. Alors chaque CpKiq est un espace de Banach séparable, donc un
espace polonais ; donc X :“

ś

iPN CpKiq est un espace polonais. Soit Φ : CpΩq Ñ X
l’application définie par Φpfq :“

`

f|Ki
˘

iPN. On a

Φ
`

CpΩq
˘

“
 

f̄ “ pfiqiPN P X; fj ” fi sur Ki pour tous i ď j
(

;

donc Φ
`

CpΩq
˘

est fermé dans X, et donc Φ
`

CpΩq
˘

est un espace polonais. Par définition
de la topologie de CpΩq et de la topologie produit sur X, on voit (exo) que Φ est un
homéomorphisme de CpΩq sur Φ

`

CpΩq
˘

; donc CpΩq est polonais. �

Corollaire 4.5. Soit K un espace topologique compact. S’il existe une famille
dénombrable pfiqiPI de fonctions continues sur K qui sépare les points de K, alors
K est métrisable.

Démonstration. Soit Φ : K Ñ CI l’application définie par Φpxq :“ pfipxqqiPI . Alors
Φ est continue, et elle est injective car les fi séparent les points de K. Comme K est
compact, on en déduit que K est un homéomorphisme de K sur ΦpKq. Ainsi, K est
homéomorphe à une partie de CI et est donc métrisable. �

Proposition 4.6. Tout espace topologique métrisable séparable est homéomorphe
à une partie de r0, 1sN.

Démonstration. Soit E un espace topologique métrisable séparable. Soit δ une dis-
tance définissant la topologie de E telle que δpx, yq ď 1 pour tous x, y P E, et soit
D “ tzi; i P Nu un ensemble dénombrable et dense dans E. On définit Φ : E Ñ r0, 1sN

par
Φpxq :“

`

δpx, ziq
˘

iPN.

Alors Φ est continue, et elle est aussi injective : en effet, si x ‰ y, on peut trouver i P N
tel que δpzi, xq ă δpx, yq{2, et alors δpzi, xq ă δpzi, yq car δpzi, yq ě δpx, yq ´ δpx, ziq ą
δpx, yq{2 ; donc Φpxq ‰ Φpyq. Enfin, Φ´1 : ΦpEq Ñ E est continue. En effet, supposons
que pxnqnPN soit une suite de points de E telle que Φpxnq Ñ Φpxq où x P E ; autrement
dit, δpzi, xnq Ñ δpzi, xq pour tout i P N. Si pxnq ne tendait pas vers x, on pourrait
trouver une sous-suite pxnkq telle que δpxnk , xq ě ε ą 0 pour tout k. En choisissant
i P N tel que δpzi, xq ă ε{2, on aurait alors δpxnk , ziq ě δpxnk , xq ´ δpzi, xq ą ε{2 pour
tout k, ce qui est absurde puisque δpzi, xnq Ñ δpzi, xq quand nÑ8. �
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4.2. Produits de compacts. Le théorème suivant est sans doute le résultat le
plus important concernant la compacité.

Théorème 4.7. (Tychonoff)
Tout produit de compacts est compact : si pXiqiPI est une famille quelconque d’espaces
topologiques compacts, alors X :“

ś

iPI Xi est compact.

Démonstration. On a vu en exo que X est séparé. Soit pxpqpPP une s.g. dans X :
on veut montrer que pxpq possède une valeur d’adhérence.

Pour tout H ‰ J Ď I, on posera XJ :“
ś

iPJ Xi. En particulier, on a XI “ X
et Xtiu “ Xi pour tout i P I. Si J Ď J 1 Ď I et z “ pzpiqqiPJ 1 P XJ 1 , on pose
z|J :“ pzpiqqiPJ .

Soit

E :“
!

pJ, zq; H ‰ J Ď I , z P XJ et z est une valeur d’adhérence de
`

pxpq|J
˘

pPP

)

.

Fait 0. L’ensemble E est non vide.

Preuve du Fait 0. Soit i0 P I. Comme Xi0 est compact, la s.g. pxppi0qqpPP possède
une valeur d’adhérence z P Xi0 ; et alors pti0u, zq P E . �

On définit une relation d’ordre ď sur E de la façon suivante :

pJ, zq ď pJ 1, z1q ssi J Ď J 1 et z1|J “ z.

Fait 1. E possède un élément maximal pour ď.

Preuve du Fait 1. D’après le Lemme de Zorn, il suffit de montrer que l’ordre ď
est inductif. Soit C “ tpJs, zsq; s P Su une partie de E totalement ordonnée pour ď.
Posons J :“

Ť

sPS Js. Comme C est totalement ordonnée, il existe un z P XJ bien défini
tel que z|Js “ zs pour tout s P S (exo). Montrons que z est une valeur d’adhérence

de
`

pxpq|J
˘

pPP
. Soit V un voisinage de z dans XJ “

ś

iPJ Xi, et soit p0 P P : on

cherche p ľ p0 tel que pxpq|J P V . Soient i1, . . . , ir P J et Vi1 , . . . , Vir ouverts dans
Xi1 , . . . , Xir tels que z P “Vi1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vir” Ď V . Comme C est totalement ordonné,
on peut trouver s P S tel que ti1, . . . , iru Ď Js. Comme z|Js “ zs, on peut considérer
“Vi1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆVir” comme un voisinage de zs dans XJs “

ś

iPJs
Xi ; et comme zs est une

valeur d’adhérence de
`

pxpq|Js
˘

, on peut trouver p ľ p0 tel que pxpq|Js P “Vi1ˆ¨ ¨ ¨ˆVir”.
En considérant maintenant à nouveau “Vi1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vir” comme une partie de XJ , on a
alors pxpq|J P “Vi1ˆ¨ ¨ ¨ˆVir” Ď V . Ainsi z est bien une valeur d’adhérence de

`

pxpq|J
˘

,
donc pJ, zq P E ; et par définition, pJ, zq majore tous les éléments de C. �

Fait 2. Si pJ, zq P E et J ‰ I, alors pJ, zq n’est pas maximal pour ď.

Preuve du Fait 2. Comme z est une valeur d’adhérence de
`

pxpq|J
˘

, on peut trouver
une sous-s.g. pup1qp1PP 1 de pxpq telle que pup1q|J Ñ z. Maintenant, soit i0 P IzJ . Comme
Xi0 est compact, on peut trouver une sous-s.g. pvp2qp2PP 2 de pup1q et un point a0 P Xi0

tels que vp2pi0q Ñ a0. Si on définit rz P XJYti0u par rz|J :“ z et rzpi0q :“ a0, alors

pvp2q|JYti0u Ñ rz. Donc rz est une valeur d’adhérence de
`

pxpq|JYti0u
˘

car pvp2q est une
sous-s.g. de pxpq ; et donc, pJ Yti0u, rzq appartient à E et majore strictement pJ, zq. �

On peut maintenant terminer la preuve du Théorème de Tychonoff. Par les Faits 1 et
2, on peut trouver un élément de E de la forme pI, zq. Cela signifie que z P XI “ X et
que z est une valeur d’adhérence de

`

pxpq|I
˘

“ pxpq. �
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Corollaire 4.8. Soit I un ensemble quelconque, et soit pfpqpPP une s.g. de fonc-
tions, fp : I Ñ C. On suppose que pfpq est simplement bornée, i.e. que pour tout
i P I, la s.g. pfppiqqpPP Ď C est bornée. Alors pfpq possède une sous-s.g. pgp1qp1PP 1 qui
converge simplement vers une fonction f : I Ñ C. Si de plus I est dénombrable et si
pfnqnPN est une suite de fonctions simplement bornée, alors pfnq possède une sous-suite
pfnkq qui converge simplement sur I.

Démonstration. Pour i P I, soit Mi :“ sup t|fppiq|; p P P u et Ki :“ Dp0,Miq Ď C.
Alors on peut considérer les fp comme des éléments de X :“

ś

iPI Ki, qui est compact ;
d’où la 1ère partie. Si de plus I est dénombrable, alors X est compact et métrisable,
ce qui donne la 2ème partie. �

Exercice. Démontrer directement la 2ème partie du Corollaire 4.8, sans utiliser
la topologie produit. (La formule magique est : “procédé diagonal”.)

Exemple 1. (Théorème d’Ascoli)
Soit K un espace topologique compact, et soit F Ď CpKq. On suppose que la famille
F est simplement bornée, et que de plus F est équicontinue en tout point, autrement
dit que pour tout z P K et pour tout ε ą 0, on peut trouver un voisinage ouvert Vz de
z dans K tel que @x P Vz @f P F : |fpxq ´ fpzq| ă ε. Alors toute suite pfnqnPN Ď F
possède une sous-suite uniformément convergente.

Démonstration. L’adhérence de F dans pCpKq, } ¨ }8q vérifie les mêmes hypothèses
que F (exo) ; donc on peut supposer que F est une partie fermée de CpKq. Il s’agit
alors de montrer que F est un compact de CpKq. On va le faire en montrant que toute
suite généralisée pfpq Ď F possède une sous-s.g. qui converge dans CpKq.
Soit pfpqpPP une s.g. d’éléments de F . Alors pfpq est simplement bornée, donc elle
possède une sous-s.g. pgp1qp1PP 1 qui converge simplement vers une fonction f : K Ñ C.
On va montrer qu’en fait gp1 Ñ f uniformément, ce qui terminera la preuve.
Soit ε ą 0. Par équicontinuité de F et par compacité de K, on peut trouver z1, . . . , zN P
K et des ouverts Vi Q zi tels que V1 Y ¨ ¨ ¨ Y VN “ K et @i @x P Vi @p

1 P P 1 :
|gp1pxq ´ gp1pziq| ď ε. Comme gp1 Ñ f simplement, ceci entraine que @i @x P Vi :
|fpziq ´ fpxq| ď ε. Ensuite, comme gp1pziq Ñ fpxiq pour i “ 1, . . . , N et comme P 1 est
filtrant, on peut trouver p10 P P

1 tel que @p1 ľ p10 @i : |gp1pziq ´ fpziq| ď ε. Un coup
d’inégalité triangulaire montre alors que @p1 ľ p10 @i @x P Vi : |gp1pxq ´ fpxq| ď 3ε ;
autrement dit @p1 ľ p10 @x P K : |gp1pxq ´ fpxq| ď 3ε puisque V1 Y ¨ ¨ ¨ Y VN “ K.
Donc, en effet, gp1 Ñ f uniformément. �

Exemple 2. Pour n P N, soit fn : r0, 2πs Ñ C définie par fnptq :“ eint. Alors
la suite pfnq est simplement bornée, mais ne possède pas de sous-suite simplement
convergente.

Démonstration. Supposons qu’il existe une sous-suite pfnkq qui converge simple-
ment vers une fonction f : r0, 2πs Ñ C, i.e. einkt Ñ fptq pour tout t P r0, 2πs. Alors
f est borélienne et |fptq| ” 1, donc f est intégrable sur r0, 2πs. Par le Lemme de

Riemann-Lebesgue, on en déduit que
ş2π
0 fptqe´inktdt Ñ 0 quand k Ñ 8. Mais par

ailleurs, fptqe´inkt Ñ |fptq|2 “ 1 pour tout t P r0, 2πs et |fptqe´inkt| ” 1 ; donc, par

convergence dominée,
ş2π
0 fptqe´inktdt Ñ

ş2π
0 1 dt “ 2π. On obtient donc une contra-

diction. �
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5. L’espace de Cantor

Définition 5.1. L’espace de Cantor est l’espace ∆ :“ t0, 1uN de toutes les suites
infinies de 0 et de 1, muni de la topologie produit.

Fait 5.2. L’espace ∆ est compact et métrisable.

Démonstration. C’est évident puisque t0, 1u est certainement compact métrisable
et que N est dénombrable. �

Lemme 5.3. Notons S l’ensemble de toutes les suites finies de 0 et de 1. Pour
s “ ps0, . . . , snq, posons Ws :“

 

α P ∆; α commence par s
(

. Alors les Ws sont ouverts
et fermés dans ∆, et forment une base pour la topologie de ∆.

Démonstration. On a Ws “
 

α P ∆; αpiq “ si pour i “ 0, . . . , n
(

, donc Ws est
ouvert et fermé car les projections canoniques α ÞÑ αpiq sont continues de ∆ dans t0, 1u
et que les singletons tsiu sont ouverts et fermés dans t0, 1u. Si α P ∆ et si V est un
voisinage ouvert de α dans ∆, alors on peut trouver un ouvert élémentaire “V0ˆ¨ ¨ ¨ˆVn”
tel que α P “V0 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vn” Ď V (les Vi sont des ouverts de t0, 1u). Alors αpiq P Vi pour
i “ 0, . . . , n ; donc, si on pose s :“ pαp0q, . . . , αpnqq, on a α PWs Ď “V0ˆ¨ ¨ ¨ˆVn” Ď V .
Ainsi, les Ws forment une base pour la topologie de ∆. �

Corollaire 5.4. L’espace ∆ est totalement discontinu : les seules parties
connexes de ∆ sont H et les singletons.

Démonstration. Il s’agit de montrer que si A Ď ∆ contient au moins 2 points
α ‰ β, alors A n’est pas connexe. Par le lemme, on peut trouver s P S tel que α PWs

et β RWs. Alors Ws XA est ouvert et fermé dans A, non-vide et différent de A ; donc
A n’est pas connexe. �

Proposition 5.5. Tout espace topologique X complètement métrisable et sans
point isolé contient une “copie” de ∆, i.e. il existe un compact K Ď X homéomorphe
à ∆.

Démonstration. Soit d une distance définissant la topologie de X et telle que pX, dq
soit complet. Comme X n’a pas de point isolé, il contient au moins 2 points ; et donc,
on peut trouver deux ouverts non vides V0, V1 Ď X tels que V0X V1 “ H, avec de plus
diampV0q ď

1
2 et diampV1q ď

1
2 ¨ On peut faire de même dans V0 et V1, et ainsi de suite.

De façon précise, en notant S l’ensemble de toutes les suites finies de 0 et de 1, on
construit une famille pVsqsPS d’ouverts non vides de X telle que pour tout s P S, les
choses suivantes aient lieu :r Vs0 Y Vs1 Ď Vs et Vs0 X Vs1 “ H ;r diampVsq ď 2´|s|, où |s| est la longueur de s.

Si α P ∆ alors, par le théorème des fermés emboités, l’intersection
Ş8
n“0 Vpα0,...,αnq est

non vide et réduite à un point xα. On peut donc poser jpαq :“ xα, ce qui définit un
application j : ∆ Ñ X.
L’application j : ∆ Ñ X est continue. En effet, soit α P ∆ quelconque. Si V est un
voisinage ouvert de jpαq “ xα, alors on peut trouver n P N tel que Vpα0,...,αnq Ď V car
diampVpα0,...,αnqq Ñ 0 quand n Ñ 8. Si on pose s :“ pα0, . . . , αnq, alors toute suite
β P ∆ qui commence par s est telle que jpβq “ xβ P Vs Ď V ; donc Ws est un voisinage
ouvert de α tel que jpWsq Ď V .
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L’application j est de plus injective. En effet, si α ‰ β, soit n le plus petit indice tel
que αn ‰ βn. Alors Vpα0,...,αnqXVpβ0,...,βnq “ H, et donc jpαq “ xα ‰ xβ “ jpβq puisque
xα P Vpα0,...,αnq et xβ P Vpβ0,...,βnq.
Comme ∆ est compact, on peut maintenant conclure que K :“ jp∆q Ď X est un
compact homéomorphe à ∆. �

Corollaire 5.6. Tout espace polonais non dénombrable contient une copie de ∆.

Démonstration. Soit X un espace polonais non dénombrable. Il suffit de montrer
que X contient un fermé non vide F sans point isolé. En effet, F est alors un espace
complètement métrisable et sans point isolé, donc contient une copie de ∆ par la
proposition.

Fait. Notons O l’ensemble de tous les points x P X possèdant un voisinage ouvert
dénombrable. Alors O est un ouvert de X, et O est dénombrable.

Preuve du Fait. Pour tout x P X, choisissons un voisinage ouvert Vx de x qui soit
dénombrable. Alors Vx Ď O pour tout x P O, puisque Vx est dénombrable et est un
voisinage de chacun de ses points. On a donc O “

Ť

xPO Vx, ce qui prouve que O est
un ouvert de X. Enfin, O est dénombrable par la propriété de Lindelöf (exo). �

Soit F :“ XzO. Par le Fait, F est un fermé de X et F ‰ H car X est non dénombrable.
De plus, si x P F , alors tout voisinage ouvert V de x dans X est non dénombrable,
par définition de F ; en particulier, V X F n’est pas réduit à txu car sinon V “

pV X F q Y pV XOq serait dénombrable. Donc F n’a pas de point isolé. �

Remarque. Soit j : ∆ Ñ R l’application définie par

jpαq :“
8
ÿ

i“0

2αi
3i`1

¨

Alors j est injective et continue, donc K3 :“ jp∆q est homéomorphe à ∆. L’ensemble
K3 est l’ensemble triadique de Cantor.

Démonstration. Exo. �

Théorème 5.7. Tout espace compact métrisable est image continue de ∆. Autre-
ment dit : si K est un espace compact métrisable, alors il existe une surjection continue
φ : ∆ � K.

Démonstration.

Fait 1. Il existe une surjection continue de ∆ sur r0, 1s.

Preuve du Fait 1. Soit s : ∆ Ñ R l’application définie par

spαq :“
8
ÿ

i“0

αpiq

2i`1
¨

L’application s est continue car les sommes partielles de la série sont des fonctions
continues de α P ∆ et la série converge normalement sur ∆. De plus, s est à valeurs
dans r0, 1s car

ř8
i“0 2´i´1 “ 1. Enfin, sp∆q “ r0, 1s car tout nombre x P r0, 1s possède

un développement en base 2. �
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Fait 2. ∆ est homéomorphe à ∆N.

Preuve du Fait 2. Soit pi, jq ÞÑ ni,j une bijection de N ˆ N sur N, de réciproque
n ÞÑ pin, jnq. Définissons Φ : ∆N Ñ ∆ comme suit : si x̄ “ px̄0, x̄1, . . . q P ∆N, alors

Φpx̄q :“
`

x̄inpjnq
˘

nPN

Alors Φ est une bijection de ∆N sur ∆, de réciproque ∆ Q α ÞÑ px̄0, x̄1, . . . q, où
x̄ipjq :“ αpni,jq. De plus, Φ est continue car chaque application x̄ ÞÑ x̄ipjq est continue,
et Φ´1 est continue car chaque application α ÞÑ αpnq est continue. Donc Φ est un
homéomorphisme de ∆N sur ∆. �

Fait 3. Il existe une surjection continue de ∆ sur r0, 1sN.

Preuve du Fait 3. Fait 1+Fait 2 (exo). �

Fait 4. Si F est un fermé de ∆, il existe une rétraction continue de ∆ sur F ,
i.e. une application continue r : ∆ Ñ F telle que rpβq “ β pour tout β P F .

Preuve du Fait 4. Soit d la distance sur ∆ définie par

dpα, βq :“
8
ÿ

i“0

|βpiq ´ αpiq|

3i
¨

La distance d définit la topologie de ∆ (exo) ; en particulier, si α P ∆ est fixé, la
fonction β ÞÑ dpα, βq est continue sur le compact F , donc il existe au moins 1 point
β P F tel que dpα, βq “ distpα, F q. De plus, comme l’application t0, 1uN Q ε ÞÑ

ř8
i“0

εi
3i

est injective (exo), on voit que si α est fixé, alors

dpα, βq “ dpα, β1q ùñ |βpiq ´ αpiq| “ |β1piq ´ αpiq| pour tout i ùñ β “ β1.

Donc, pour tout α P ∆, il existe exactement 1 point β P F tel que dpα, βq “ distpα, F q.
On note ce point rpαq. Par définition, on a rpβq “ β pour tout β P F . De plus, le
graphe de l’application r : ∆ Ñ F est fermé dans ∆ˆ F , car

rpαq “ β ðñ β P F et @β1 P F : dpα, βq ď dpα, β1q.

Donc le graphe de r est compact, et donc r est continue (exo classique). �

On peut maintenant finir la preuve du théorème. Soit K un espace compact métrisable
quelconque. Alors K est métrisable séparable, donc est homéomorphe à une partie de
r0, 1sN. On peut donc supposer que K Ď r0, 1sN. Soit s : ∆ � r0, 1sN une surjection
continue donnée par le Fait 3. Alors F :“ s´1pKq est un fermé de ∆ ; donc le Fait 4
fournit un rétraction continue r : ∆ � F . Alors φ :“ s ˝ r : ∆ Ñ K est une surjection
continue de ∆ sur K (micro-exo). �

Exercice. Montrer que l’espace vectoriel engendré par les fonctions 1Ws , s P S est
dense dans Cp∆q ; et en déduire que si K est un espace métrique compact quelconque,
alors l’espace de Banach CpKq est séparable.





Chapitre 3

Espaces vectoriels topologiques

1. Généralités

1.1. Groupes topologiques, espaces vectoriels topologiques.

Définition 1.1. Un groupe topologique est un groupe pG, ¨ q muni d’une topo-
logie τ séparée telle que les applications pg, hq ÞÑ g ¨ h et g ÞÑ g´1 soient continues
respectivement de GˆG dans G et de G dans G. Un espace vectoriel topologique
est un espace vectoriel X sur K “ R ou C muni d’une topologie τ séparée telle que les
applications px, yq ÞÑ x ` y et pλ, xq ÞÑ λx soient continues respectivement de X ˆX
dans X et de KˆX dans X.

Remarque. Évidemment, si X est un evt, alors pX,`q est un groupe topologique,
commutatif.

Exemple 1. Tout evn est un evt.

Démonstration. Exo. �

Exemple 2. Soit X un espace vectoriel sur K “ R ou C, et soit p} ¨ }iqiPI une
famille de semi-normes sur X. On note τ la topologie définie par les } ¨ }i. Alors
pX, τq est un evt si et seulement si la famille p} ¨ }iq est séparante, i.e. telle que
@x P Xzt0u Di : }x}i ‰ 0.

Démonstration. La continuité des opérations est laissée en exo. Supposons que la
famille p} ¨ }iq soit séparante, et montrons que pX, τq est séparé. Soient x, y P X avec
x ‰ y. Comme p} ¨ }iq est séparante, on peut trouver i P I tel que δ :“ }y ´ x}i est
ą 0. Alors Vx :“ Bipx, δ{2q et Vy :“ Bipy, δ{2q sont des voisinages ouverts de x et y
tels que Vx X Vy “ H. Inversement, supposons que pX, τq soit séparé. Soit x P Xzt0u
quelconque. Comme τ est séparée, on peut trouver i1, . . . , ir P I et ε ą 0 tels que
x R Bi1,...,irp0, εq. Alors }x}ik ě ε ą 0 pour au moins 1 indice k ; ce qui montre que la
famille p} ¨ }iq est séparante. �

Exemple 3. Le cercle T :“ tz P C; |z| “ 1u est un groupe topologique (pour la
multiplication).

Exemple 4. SoitX un espace de Banach, et soitGLpXq :“ tT P LpXq inversiblesu.
Alors

`

GLpXq, } ¨ }
˘

est un groupe topologique (pour la composition).

Démonstration. C’est “bien connu”. �

Exercice. Soit X un evt. Montrer que pour tout a P X, l’application x ÞÑ x` a
est un homéomorphisme de X sur X, et que pour tout λ P Kzt0u, l’application x ÞÑ λx
est un homéomorphisme de X sur X.

65
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1.2. Petites choses utiles. Dans ce qui suit X est un evt. Pour A,B Ď X, u P X
et λ P K, on pose

A`B :“ tx` y; x P A, y P Bu,

u`A :“ tu` x; x P Au,

λA :“ tλx; x P Au.

Exercice. Montrer que si O Ď X est ouvert, alors O ` B est ouvert pour tout
B Ď X.

Fait 1. Soit a P X. Un ensemble V Ď X est un voisinage (ouvert) de a si et
seulement si V “ a`W où W est un voisinage (ouvert) de 0.

Démonstration. Par définition d’un evt, l’application τa : x ÞÑ x ` a est un
homéomorphisme de X sur X. Donc, si V est un voisinage ouvert de a, alors W :“
V ´ a “ τ´1

a pV q est un voisinage ouvert de 0 ; et si W est un voisinage ouvert de 0,
alors a`W “ τapV q est un voisinage ouvert de a. �

Fait 2. Si W Ď X est un voisinage de 0 alors W est absorbant : pour tout x P X,
on peut trouver A ă 8 tel que @α ě A : x P αW .

Démonstration. Comme rx Ñ 0 quand r Ñ 0`, on peut trouver δ ą 0 tel que
rx PW pour tout 0 ă r ď δ, i.e. x P p1{rqW . Alors A :“ 1{δ convient. �

Fait 3. Si W est un voisinage de 0 dans X, alors on peut trouver un voisinage W 1

de 0 tel que W 1 `W 1 ĎW et W 1 ´W 1 ĎW .

Démonstration. Par continuité des applications px, yq ÞÑ x` y et px, yq ÞÑ x´ y en
p0, 0q et par définition de la topologie produit, on peut trouver U1, V1, U2, V2 voisinages
ouverts de 0 dans X tels que U1`V1 ĎW et U2´V2 ĎW . Alors W 1 :“ U1XV1XU2XV2

convient. �

Fait 4. Si W est un voisinage de 0 dans X, alors on peut trouver un voisinage W 1

de 0 tel que W 1 ĎW .

Démonstration. Soit W 1 un voisinage ouvert de 0 tel que W 1´W 1 ĎW ; montrons
que W 1 convient. Soit x P W 1 quelconque. Comme x `W 1 est un voisinage ouvert de
x, on a px`W 1q XW 1 ‰ H. Donc x PW 1 ´W 1 ; et donc x PW . �

Fait 5. Si W est un voisinage de 0 dans X, alors on peut trouver un voisinage
W 1 de 0 tel que W 1 ĎW et qui est équilibré, i.e. tel que λW 1 ĎW 1 pour tout λ P K
vérifiant |λ| ď 1. Si de plus W est convexe, on peut imposer que W 1 soit lui aussi
convexe.

Démonstration. Posons Λ :“ tλ P K; |λ| ď 1u, qui est un compact de K. L’en-
semble tpλ, xq P X ˆ Λ; λx R W u est un fermé de Λ ˆ X car W est ouvert dans
X et l’aplication pλ, xq ÞÑ λx est continue. Comme Λ est compact, on en déduit
(exo) que l’ensemble F :“ tx P X; Dλ P Λ : λx R W u est un fermé de X. Donc
W 1 :“ tx P X; @λ P Λ : λx P W u “ XzF est ouvert ; et on vérifie sans peine que W 1

convient (exo). �

Remarque. Les Faits 1, 3, 4 sont valables dans n’importe quel groupe topologique
commutatif pG,`, τq.
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1.3. Métrisabilité, complète métrisabilité.

Proposition 1.2. Soit X un evt. On suppose que X est métrisable. Alors il existe
une distance d sur X qui définit la topologie de X et qui est de plus invariante par
translations : pour tous x, y, a P X, on a dpx` a, y ` aq “ dpx, yq.

Démonstration. Fixons une distance ρ définissant la topologie de X. Soit également
W un voisinage de 0 équilibré. On posera W p0q :“ t0u, W p1q :“W et, pour k P N˚,

W pkq :“W ` ¨ ¨ ¨ `W
looooooomooooooon

k fois

.

Notons que W pkq contient kW . Comme W est un voisinage de 0 (donc un ensemble
absorbant...) on en déduit que pour tout u P X, on peut trouver k P N˚ tel que
u PW pkq.
En utilisant les “petites choses utiles”, on peut construire par récurrence une suite de
voisinages de 0 équilibrés notée

`

W p2´nq
˘

ně1
telle que, pour tout n P N˚, on ait

W p2´nq `W p2´nq ĎW p2´pn´1qq et W p2´nq Ď B
`

0, 1{n
˘

.

Notons D l’ensemble des nombres réels dyadiques, i.e. l’ensemble des nombres réels
positifs de la forme

s “ k `
n
ÿ

i“1

αi 2´i,

où k P N et αi “ 0 ou 1. Pour s “ k `
řn
i“1 αi 2´i P D, on pose

W psq :“W pkq ` α1W p2
´1q ` ¨ ¨ ¨ ` αnW p2

´nq.

Par le choix des W p2´nq et la définition des W pkq, on voit (exo) que

@s, s1 P D : W psq `W ps1q ĎW ps` s1q.

On en déduit que si s, t P D et s ď t, alors W psq Ď W ptq : en effet, on peut écrire
t “ s` s1 avec s1 P D, donc W ptq ĚW psq `W ps1q ĚW psq puisque 0 PW ps1q.

Fait. Soit φ : GÑ R` la fonction définie par

φpuq :“ inf
 

s P D; u PW psq
(

.

Alors φ possède les propriétés suivantes.

(i) φpu` u1q ď φpuq ` φpu1q pour tous u, u1 P X.

(ii) φp0q “ 0 et φpuq ą 0 si u ‰ 0.

(iii) φp´uq “ φpuq pour tout u P X.

(iv) Pour tout n P N˚ et pour tout u P X, on a les implications

φpuq ă 2´n ùñ u PW
`

2´n
˘

ùñ φpuq ď 2´n.

Preuve du Fait. La fonction φ est bien définie car on a observé plus haut que pour
tout u P X, on peut trouver k P N˚ tel que u PW pkq.

(i) Soient u, u1 P X. Pour tout ε ą 0, on peut trouver s, s1 P D tels que : s ă φpuq ` ε
et u P W psq ; s1 ă φpu1q ` ε et u1 P W ps1q. Alors u ` u1 P W psq `W ps1q Ď W ps ` s1q,
et donc φpu ` u1q ď s ` s1 ď φpuq ` φpu1q ` 2ε. Ceci étant vrai pour tout ε ą 0, on a
donc φpu` u1q ď φpuq ` φpu1q.
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(ii) Il est clair que φp0q “ 0. Si u ‰ 0, on peut trouver n P N˚ tel que ρpu, 0q ě 1{n.
Alors u RW p2´nq puisque W p2´nq Ď Bp0, 1{nq ; donc u RW psq pour s ď 2´n puisque
W psq ĎW p2´nq, et donc φpuq ě 2´n ą 0.

(iii) On a φpuq “ φp´uq car tous les ensembles W psq sont équilibrés, donc symétriques
(W psq “ ´W psq).

(iv) Si u P W p2´nq, alors φpuq ď 2´n par définition de φ. Si φpuq ă 2´n, alors
on peut trouver s P D tel que s ă 2´n et u P W psq ; donc u P W p2´nq puisque
W psq ĎW p2´nq. �

On peut maintenant terminer la preuve de la proposition. Pour x, y P X, posons

dpx, yq :“ φpx´ yq.

En utilisant les propriétés (i), (i), (iii) du Fait, on montre sans difficulté que d est
une distance sur X (exo). De plus, il est clair par définition que d est invariante par
translations : si x, y, a P X, alors

dpx` a, y ` aq “ φ
`

px` aq ´ py ` aq
˘

“ φpx´ yq “ dpx, yq.

Pour montrer que d définit la topologie de X, il suffit de montrer qu’une suite pxkq Ď X
converge vers 0 pour d si et seulement si elle converge vers 0 pour la distance initiale
ρ. Supposons que dpxk, 0q Ñ 0. Pour ε ą 0 donné, on peut trouver n P N˚ tel que
1{n ă ε, puis K tel @k ě K : dpxk, 0q ă 2´n. Alors φpxkq ă 2´n pour tout k ě K,
donc xk P W p2

´nq par (iv), et donc ρpxk, 0q ă 1{n ă ε puisque W p2´nq Ď Bp0, 1{nq ;
donc ρpxk, 0q Ñ 0. Inversement, supposons que ρpxk, 0q Ñ 0, i.e. xk Ñ 0 pour la
topologie de X. Soit ε ą 0, et soit n P N tel que 2´n ă ε. Comme W p2´nq est un
voisinage de 0, on peut trouver K tel que @k ě K : xk PW p2

´nq. Alors φpxkq ď 2´n

pour tout k ě K, i.e. dpxk, 0q ď 2´n ă ε ; donc dpxk, 0q Ñ 0. �

Remarque. En fait, la proposition est valable pour tout groupe topologique commu-
tatif pG,`, τq ; mais la preuve donnée ne “passe” pas telle quelle : on n’est pas certain
que pour tout x P G, on puisse trouver k P N˚ tel que x PW pkq, et donc la fonction φ
n’est peut-être pas bien définie.

Remarque 1.3. Si X est un evt dont la topologie est définie par une suite de
semi-normes p} ¨ }qiPN, alors X est métrisable et on définit une distance compatible
avec la topologie de X et invariante par translations en posant

dpx, yq :“
8
ÿ

i“0

2´i min p1, }y ´ x}iq.

Démonstration. Exo. �

Remarque 1.4. Soit pG,`q un groupe commutatif. Si d est une distance invariante
par translations sur G, alors

@x, y, x1, y1 P G : dpx` y, x1 ` y1q ď dpx, x1q ` dpy, y1q.

En particulier, on a dpx` y, 0q ď dpx, 0q ` dpy, 0q pour tous x, y P G.

Démonstration. On a dpx`y, x1`y1q “ dpx´x1, y1´yq ď dpx´x1, 0q`dp0, y1´yq “
dpx, x1q ` dpy, y1q. �
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Proposition 1.5. Si pG,`, τq est un groupe topologique commutatif complètement
métrisable, alors G est complet pour toute distance d compatible avec sa topologie et
invariante par translations.

Démonstration. Fixons une distance d compatible avec la topologie de G et inva-

riante par translations. Dans la suite, on notera p pG, pd q le complété de l’espace métrique

pG, dq ; autrement dit, p pG, pd q est un espace métrique complet qui contient G avec
pdGˆG “ d, et G est dense dans pG. On va montrer que G “ pG, ce qui donnera le
résultat.

Fait. On peut munir p pG, pd q d’une structure de groupe topologique (commutatif)
qui prolonge celle de G.

Démonstration. Munissons G ˆ G de la distance produit associée à d, que l’on
notera ρ :

ρ
`

px, x1q, py, y1q
˘

“ max
`

dpx, yq, dpx1, y1q
˘

.

On vérifie sans difficulté (exo) que le complété de pGˆG, ρq est p pGˆ pG, pρq, où pρ est la

distance produit associée à pd . De plus, l’application px, yq ÞÑ x` y est uniformément

continue de pGˆG, ρq dans pG, dq Ď p pG, pd q. En effet, si px, x1q, py, y1q P X ˆX, alors,
par la Remarque 1.4, on a

dpx` y, x1 ` y1q ď dpx, x1q ` dpy, y1q ď 2ρ
`

px, x1q, py, y1q
˘

;

donc l’application px, yq ÞÑ x`y est en fait 2-lipschitzienne. Comme p pG, pd q est complet

et que G ˆ G est dense dans pG ˆ pG, on en déduit que l’application px, yq ÞÑ x ` y se

prolonge de manière unique en une application continue de pGˆ pG dans pG, qu’on notera

encore px, yq ÞÑ x ` y. De même, l’application x ÞÑ ´x se prolonge continûment à pG.

On vérifie alors que pG muni de la loi ` et de la topologie définie par pd est un groupe
topologique (exo) �

On sait maintenant que pG est un groupe topologique complètement métrisable, et que

G Ď pG est complètement métrisable pour la topologie induite (qui est définie par
d). D’après le Théorème d’Alexandrov (Remarque 4.3 du Chapitre 2), G est un Gδ
de pG ; et bien sûr G est toujours dense dans pG. On en déduit que si a est un point

quelconque de pG, alors a ` G Ď pG est également un Gδ dense de pG, car l’application

x ÞÑ a ` x est un homéomorphisme de pG sur pG. D’après le Théorème de Baire, on a
donc GX pa`Gq ‰ H. Ainsi a P G´G, et donc a P G puisque G est un sous-groupe

de pG. Ceci étant vrai pour tout a P pG, on a donc bien pG “ G. �

Corollaire 1.6. Soit X un evt métrisable. Les choses suivantes sont équivalentes.

(1) X est complètement métrisable.

(2) Toute suite pxnqnPN Ď X telle que xq´xp Ñ 0 quand p, q Ñ8 converge dans
X.

Démonstration. Soit d une distance invariante par translations définissant la to-
pologie de X. Comme dpx, yq “ dpx ´ y, 0q pour tous x, y P X, on voit que les suites
pxnq Ď X vérifiant l’hypothèse de (2) sont exactement les suites de Cauchy pour la
distance d. Donc (2) est vérifiée si et seulement si X est complet pour d ; ce qui est
équivalent à (1) par la Proposition. �
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Corollaire 1.7. Soit X un evt complètement métrisable, et soit d une distance
invariante par translations définissant la topologie de X. Soit aussi pxkqkPN une suite
de points de X. Si la série

ř

dpxk, 0q est convergente, alors la série
ř

xk converge dans
X, i.e. les sommes partielles Sn :“

řn
k“0 xk convergent dans X.

Démonstration. Comme pX, dq est complet, il suffit de montrer que la suite pSnq
est de Cauchy dans pX, dq ; ce qui découle de l’invariance par translations : si p ă q,
alors

dpSq, Spq “ dpSq ´ Sp, 0q “ dpxp`1 ` ¨ ¨ ¨ ` xq, 0q

ď dpxp`1, 0q ` ¨ ¨ ¨ ` dpxq, 0q
p,qÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.

�

1.4. Espaces localement convexes, espaces de Fréchet.

Définition 1.8. Soit X un evt.

(1) On dit que X est localement convexe si tout point a P X possède une base
de voisinage formée d’ensembles ouverts convexes.

(2) On dit que X est un espace de Fréchet si X est localement convexe et
complètement métrisable.

Remarque. Tout sous-ev d’un espace localement convexe est localement convexe.
Tout sous-ev fermé d’un espace de Fréchet est un espace de Fréchet.

Démonstration. Exo. �

Exemple 1. Tout evt X dont la topologie est définie par une famille de semi-
normes p} ¨ }iqiPI est localement convexe.

Démonstration. Si a P X, toutes les “boules” Bi1,...,irpa, εq sont des ensembles
convexes. �

Exemple 2. Si Ω est un ouvert de Rd, alors CpΩq est un espaces de Fréchet.

Démonstration. On a vu au Chapitre 2 que CpΩq est complètement métrisable. De
plus, CpΩq est localement convexe puisque sa topologie est engendrée par une famille
de semi-normes. �

Exemple 3. Si Ω est un ouvert de Rd, alors C8pΩq est un espace de Fréchet.

Démonstration. L’espace C8pΩq est localement convexe puisque sa topologie est
engendrée par une famille de semi-normes.
Soit pKiqiPN une suite exhaustive de compacts pour Ω, i.e. une suite croissante de
compacts de Ω telle que tout compact K Ď Ω est contenu dans l’un des Ki. Pour
f P C8pΩq, posons

}f}i :“ sup
 

|Bαfpxq|;x P Ki , |α| ď i
(

;

autrement dit, avec les notations du Chapitre 2, } ¨ }i “ } ¨ }Ki,i. Si K est un compact
quelconque de Ω et si n P N, alors on peut trouver i tel que K Ď Ki et n ď i, et donc tel
que } ¨ }K,n ď } ¨ }i. On voit ainsi que la convergence pour toutes les semi-normes } ¨ }i
suffit à assurer la convergence pour toutes les semi-normes } ¨ }K,n. Par conséquent,
la topologie de C8pΩq est engendrée par les } ¨ }i, i P N ; et par la Remarque 1.3, cela
montre que C8pΩq est métrisable.
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Soit pfnq une suite dans C8pΩq telle que fq´ fp Ñ 0 quand p, q Ñ8. Alors, pour tout

α P Nd, la suite pBαfnq vérifie le critère de Cauchy uniforme sur tout compact K Ď Ω,
donc converge uniformément sur tout compact. Par un théorème bien connu de calcul
différentiel, on en déduit qu’il existe une fonction f P C8pΩq telle que Bαfn Ñ Bαf
uniformément sur tout compact. Autrement dit, pfnq converge dans C8pΩq. On a ainsi
montré que C8pΩq est complètement métrisable. �

Exemple 4. Soit Ω un ouvert de Rd. Si K est un compact de Ω, alors l’espace
DKpΩq :“ tϕ P C8pΩq; supppϕq Ď Ku est un espace de Fréchet quand on le munit de
la topologie induite par C8pΩq.

Démonstration. Il suffit d’observer que DKpΩq est un sous-espace fermé de C8pΩq
(micro-exo). �

Exemple 5. Si Ω est un ouvert de C, alors HpΩq, l’espace des fonctions holo-
morphes sur Ω, est un espace de Fréchet quand on le munit de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact.

Démonstration. Daprès le Théorème de convergence de Weierstrass, HpΩq est un
sous-espace fermé de CpΩq. �

1.5. Applications linéaires continues.

Lemme 1.9. Soient X et Y des evt, et soit T : X Ñ Y une application linéaire.
Les choses suivantes sont équivalentes.

(i) T est continue ;

(ii) T est continue en 0 ;

(ii’) Pour tout voisinage V de 0 dans Y , il existe un voisinage W de 0 dans X tel
que T pW q Ď V .

Démonstration. Il est clair que (i) ùñ (ii) et que (ii) ðñ (ii’). Inversement, sup-
posons T continue en 0. Soit a P X quelconque, et soit pxpq une suite généralisée
convergeant vers a. Alors xp´ aÑ 0, donc T pxp´ aq Ñ 0 par continuité de T en 0, et
donc T pxpq Ñ T paq puisque T pxp ´ aq “ T pxpq ´ T paq. �

Corollaire 1.10. Soit X un evt et soit Y un espace vectoriel normé. Une ap-
plication linéaire T : X Ñ Y est continue si et seulement si elle est bornée sur un
voisinage de 0, i.e. il existe un voisinage W de 0 dans X et une constante C tels que
@x PW : }Tx} ď C.

Démonstration. L’implication (T continue) ùñ (T bornée sur un voisinage de 0)
est laissée en exo. Inversement, supposons qu’il existe un voisinage W de 0 et une
constante C tels que @x P W : }Tx} ď C. Si ε ą 0 est donné, alors Wε :“ ε

C W est
un voisinage de 0 tel que }T pxq} ď ε pour tout x P Wε. Donc T est continue en 0, et
donc continue. �

Corollaire 1.11. Soit X un evt, et soit Φ : X Ñ K une forme linéaire. Alors Φ
est continue si et seulement kerpΦq est fermé dans X.

Démonstration. Si Φ est continue, alors kerpΦq “ Φ´1pt0uq est évidemment fermé.
Inversement, supposons que Φ ne soit pas continue (donc en particulier Φ ‰ 0), et
montrons que kerpΦq n’est pas fermé. On va en fait montrer que kerpΦq est dense dans
X, ce qui donnera le résultat puisque kerpΦq ‰ X
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Fait. Pour tout voisinage W ą de 0 dans X, on a ΦpW q “ K.

Preuve du Fait. On peut supposer que W est équilibré. Comme Φ n’est pas conti-
nue, elle n’est pas bornée sur W , i.e. ΦpW q est une partie non bornée de K. Mais ΦpW q
est aussi un ensemble équilibré par linéarité de Φ (micro-exo) ; donc ΦpW q “ K (autre
exo). �

Montrons maintenant que kerpΦq est dense dans X. Soit x P X quelconque. Par le
Fait, pour tout voisinage W de 0, on peut trouver w PW tel que Φpwq “ ´Φpxq. Alors
z :“ x`w P kerpΦq par linéarité de Φ ; donc px`W qXkerpΦq ‰ H pour tout voisinage

W de 0, et donc x P kerpΦq. �

Exercice. Soit X un evt, et soit p une semi-norme sur X. Montrer que p est
continue si et seulement si il existe un voisinage W de 0 tel que p est bornée sur W .

Proposition 1.12. Soit X un evt dont la topologie est définie par une famille de
semi-normes p} ¨ }qiPI , soit Y un evn, et soit T : X Ñ Y une application linéaire. Les
choses suivantes sont équivalentes.

(1) T est continue.

(2) Il existe i1, . . . , ir P I et une constante C tels que

@x P X : }T pxq} ď C max
`

}x}i1 , . . . , }x}ir
˘

.

Démonstration. Supposons T continue, et montrons que (2) est vérifiée. Soit W :“
ty P Y ; }y} ď 1u. C’est un voisinage de 0 dans Y , donc on peut trouver un voisinage W 1

de 0 dans X tel que T pW 1q ĎW . Soient i1, . . . , ir P I et ε ą 0 tels que Bi1,...,irp0, εq Ď
W 1. On a ainsi l’implication suivante pour tout u P X :

max
`

}u}i1 , . . . , }u}ir
˘

ď ε ùñ }T puq} ď 1.

Posons alors C :“ 1{ε et montrons que }T pxq} ď C max
`

}x}i1 , . . . , }x}ir
˘

pour tout

x P X. Posons ppxq :“ max
`

}x}i1 , . . . , }x}ir
˘

. Si ppxq “ 0, alors ppλxq “ λppxq “ 0
pour tout λ ą 0, donc }T pλxq} ď 1, i.e. }T pxq} ď 1{λ ; donc }T pxq} “ 0 en faisant
λÑ8, et donc l’inégalité souhaitée est certainement vraie. Si ppxq ‰ 0, on peut poser
u :“ ε x

ppxq , et on obtient l’inégalité souhaitée “par homogénéité” (exo).

Inversement, si (2) est vérifiée, alors T est certainement continue en 0 (micro-exo),
donc continue. �

Remarque. Si la famille de semi-normes p} ¨ }qiPI est filtrante, i.e. si pour tous
i1, . . . , ir P I on peut trouver i P I tel que } ¨ }i ě } ¨ }ik pour k “ 1, . . . , r, il revient au
même de dire qu’il existe i P N et une constante C tels que @x P X : }T pxq} ď C }x}i.

Démonstration. Micro-exo. �

Exemple 1. Soit un ouvert de Rd et soit T : DpΩq Ñ C une forme linéaire. Alors
T est une distribution sur Ω si et seulement si la restriction de T à chaque sous-espace
DKpΩq est continue.

Démonstration. Dire que T est une distribution signifie, par définition, que pour
tout compact K Ď Ω, il existe une constante C et un entier n tels que @ϕ P DKpΩq :
|T pϕq| ď C sup t|Bαϕpxq|; |α| ď n , x P Ωu. Mais si ϕ P DKpΩq, alors le “sup”
précédent est égal au “sup sur K”, autrement dit à }ϕ}K,n. Donc le résultat est clair
par le Corollaire 1.12 (exo). �
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Exemple 2. Si T : C8pΩq Ñ C est une forme linéaire continue sur C8pΩq, alors sa
restriction à DpΩq est une distribution à support compact. Inversement, toute distribu-
tion à support compact se prolonge de manière unique en une forme linéaire continue
sur C8pΩq.

Démonstration. Par l’Exemple 1, T|DpΩq est une distribution. Comme T est conti-
nue sur C8pΩq, on peut trouver une constante C, un compact K Ď Ω et un entier
n tels que @f P C8pΩq : |T pfq| ď C sup

 

|Bαfpxq|; |α| ď n , x P K
(

. En particu-
lier, si ϕ P DpΩq est identiquement nulle au voisinage de K, alors T pϕq “ 0 puisque
Bαϕpxq ” 0 sur K pour tout α P Nd ; donc le support de T en tant que distribution est
contenu dans le compact K.

Inversement, soit S : DpΩq Ñ C une distribution à support compact, et notons K Ď Ω
le support de S. Choisissons une fonction χ P DpΩq telle que χpxq ” 1 au voisinage
de K. Alors xS, ϕy “ xS, χϕy pour toute ϕ P DpΩq par le choix de χ. Notons L le
support de χ, qui est donc un compact de Ω. Si f est une fonction quelconque de
C8pΩq, alors la fonction χf appartient à DLpΩq. De plus, on vérifie sans trop de peine
que l’application f ÞÑ χf est continue de C8pΩq dans DLpΩq : il faut utiliser le fait que
si α P Nd, alors Bαpχfq est combinaison linéaire de fonctions de la forme Bβχ Bγf avec
des coefficients indépendants de χ et f (exo). Comme S est une distribution, on en
déduit que la formule T pfq :“ xS, χfy définit une forme linéaire continue sur C8pΩq,
qui prolonge S. Le prolongement est unique car DpΩq est dense dans C8pΩq. �

Notation. Si X et Y sont des evt, on note LpX,Y q l’ensemble des applications
linéaires continues T : X Ñ Y , et on pose LpXq :“ LpX,Xq. On rappelle que si X et
Y sont des evn, alors LpX,Y q est toujours muni de la norme définie par

}T } :“ sup

"

}T pxq}

}x}
; x ‰ 0

*

“ sup
 

}T pxq}; }x} “ 1u “ sup
 

}T pxq}; }x} ď 1
(

.

1.6. Quotients. On sait bien qu’il est parfois utile de quotienter... Les lemmes
suivants résument ce qu’il faut savoir sur les evt quotients.

Rappel. Soit X un espace topologique, soit Z un ensemble abstrait, et soit π :
X Ñ Z. On munit Z d’une topologie en décrétant qu’un ensemble O Ď Z est ouvert
si et seulement si π´1pOq est un ouvert de X. Cette topologie s’appelle la topologie
quotient associée à π. Par définition, l’application π : X Ñ Z est continue. Si Y est
un espace topologique, alors une application f : Z Ñ Y est continue si et seulement si
f ˝ π : X Ñ Y est continue.

Démonstration. Exo. �

Exemple. La topologie du cercle T :“ tz P C; |z| “ 1u est la topologie quotient
définie par l’application R Q t ÞÑ eit.

Démonstration. Exo. �

Lemme 1.13. Soit X un evt. Si E Ď X un sous-espace vectoriel fermé de X, on
note X{E l’espace vectoriel quotient, et π : X Ñ X{E la surjection canonique.

(1) Muni de la topologie quotient, E{X est un evt.

(2) La surjection canonique π : X Ñ X{E est une application (linéaire continue
et) ouverte : pour tout ouvert V Ď X, l’ensemble πpV q est ouvert dans X{E.
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(3) Si Y est un autre evt et si T : X Ñ Y est une application linéaire continue,

alors il existe une unique application linéaire rT : X{ kerpT q Ñ Y telle que
rT ˝ π “ T ; et cette application linéaire rT est injective et continue.

Démonstration. (2) Soit V un ouvert de X. Par définition de π, on a π´1pπpV qq “
E ` V (micro-exo) ; autrement dit π´1pπpV qq “

Ť

ePEpe` V q. Donc π´1pπpV qq est un
ouvert de X (réunion d’ouverts), et donc πpV q est ouvert dans X{E.

(1) La continuité des opérations est laissée en exo (un peu fastidieux, et pas très
palpitant ; on a besoin de (1)). Montrons que X{E est séparé. Soient z, z1 P E{X tels
que z ‰ z1, et choisissons x, x1 P X tels que πpxq “ z et πpx1q “ z1. Alors x ´ x1 R E
puisque πpxq ‰ πpx1q. Comme E est fermé dans X, on peut donc trouver un voisinage
V de 0 dans X tel que

`

x´ x1 ` V ´ V
˘

XE “ H. Alors W :“ πpV q est un voisinage
ouvert de 0 dans X{E par (1), et 0 R z´z1`W´W par linéarité de π. Donc U :“ z`W
et U 1 :“ z1 `W sont des voisinages de u et u1 tels que U XU 1 “ H, ce qui prouve que
X{E est séparé.

(3) est évident. �

Lemme 1.14. Soit X un espace vectoriel normé, soit E Ď X un sous-espace vec-
toriel fermé et soit π : X Ñ X{E la surjection canonique.

(1) La topologie de X{E est engendrée par la norme quotient, qui est définie comme
suit : si z P X{E, alors

}z}X{E :“ inf
 

}x}; πpxq “ z
(

.

Autrement dit :

@x P X : }πpxq}X{E “ inf
 

}x` u}; u P E
(

“ distpx,Eq.

(2) On a π
`

BXpa, rq
˘

“ BX{E
`

πpaq, r
˘

pour tout a P X et pour tout r ą 0. En
particulier, }π} “ 1.

(3) Si X est un espace de Banach, alors X{E est un espace de Banach.

(4) Si Y est un autre evn et si T P LpX,Y q, alors l’application linéaire rT : X{ kerpT q Ñ

Y associée vérifie } rT } “ }T }.

Démonstration. (1) Le fait que la norme quotient soit effectivement une norme sur
X{E est laissé en exo (il est important que E soit fermé) ; montrons qu’elle définit
la topologie quotient. Par définition de la norme quotient, on a }πpxq}X{E ď }x}
pour tout x P X, donc l’application linéaire π : X Ñ X{E est continue de X dans
`

X{E, } ¨ }X{E
˘

avec }π} ď 1. Donc, tout ouvert pour } ¨ }X{E est ouvert pour la
topologie quotient, par définition de la topologie quotient. Par ailleurs, la définition de
la norme quotient montre que l’image de toute boule ouvert Bpa, rq Ď X est la boule
ouverte Bpπpaq, rq pour la norme quotient : en effet, dire que z P X{E appartient
à Bpπpaq, rq, i.e. que }z ´ πpaq}X{E ă r, signifie qu’on peut trouver u P X tel que
πpuq “ z´πpaq et }u} ă r, autrement dit πpa`uq “ z et }u} ă r, ce qui revient à dire
que z P π

`

Bpa, rq
˘

. Comme tout ouvert de X est réunion de boules ouvertes, on en

déduit que π : X Ñ
`

X{E, } ¨ }X{E
˘

est une application ouverte. Si maintenant O Ď X

est ouvert pour la topologie quotient, alors O “ π
`

π´1pOq
˘

car π est surjective, donc

O est ouvert pour } ¨ }X{E puisque π´1pOq est un ouvert de X.
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(2) La 1ère partie a été démontrée dans la preuve de (1). En particulier π
`

Bp0, 1q
˘

“

Bp0, 1q, ce qui entraine que }π} “ 1 (exo).

(3) C’est un exo classique : on montre que si pzkqkPN est une suite d’éléments de X{E
vérifiant

ř8
k“0 }zk} ă 8, alors la série

ř

zk converge dans X{E.

(4) Si z P X{E alors, pour tout ε ą 0, on peut trouver x “ xε P X tel que }x} ď

p1 ` εq}z} et πpxq “ z. Alors rTz “ Tx, donc } rTz} ď }T } }x} ď p1 ` εq}z}. C’est vrai

pour tout ε ą 0, donc } rTz} ď }T } }z}. Ainsi, rT est continue et } rT } ď }T }. Mais comme

T “ rTπ, on a aussi }T } ď } rT } }π} ď } rT }. �

Exemple. La preuve “la plus courte” du Théorème de Riesz.

Soit X un evn dont la boule unité fermée BX est compacte. Alors la boule ouverte
BXp0, 1q est précompacte, donc on peut trouver x1, . . . , xN P X tels que BXp0, 1q Ď
ŤN
i“1BXpxi, 1{2q. Soit E :“ Vectpx1, . . . , xN q, qui est un sous-espace vectoriel fermé

de X car de dimension finie, et soit π : X Ñ X{E la surjection canonique. Comme
xi P E, on a πpxiq “ 0 et donc π

`

BXpxi, 1{2q
˘

“ BX{E
`

πpxiq, 1{2
˘

“ BX{Ep0, 1{2q pour

i “ 1, . . . , N . Donc BX{Ep0, 1q “ π
`

BXp0, 1q
˘

Ď
ŤN
i“1 π

`

BXpxi, 1{2q
˘

“ BX{Ep0, 1{2q.
Cela impose X{E “ t0u (micro-exo) ; donc X “ E et donc dimpXq ă 8.

2. Théorèmes de Hahn-Banach

2.1. Fonctionnelles sous-linéaires.

Définition 2.1. Soit X un espace vectoriel sur K “ R ou C. Une fonctionnelle
sous-linéaire sur X est une application p : X Ñ R vérifiant les propriétés suivantes.

(i) ppλxq “ λppxq pour tout x P X et tout λ ě 0 ; en particulier, pp0q “ 0.

(ii) ppx` yq ď ppxq ` ppyq pour tous x, y P X.

Exemple 1. Une forme R-linéaire ϕ : X Ñ R est une fonctionnelle sous-linéaire.

Exemple 2. Une semi-norme est une fonctionnelle sous-linéaire. En particulier, une
norme est une fonctionnelle sous-linéaire.

Lemme 2.2. Soit X un evt, et soit C Ď X une partie convexe de X telle que 0 P C̊.
On définit une fonctionnelle sous-linéaire pC : X Ñ R` en posant

pCpxq :“ inf
!

α ą 0;
x

α
P C

)

.

On dit que pC est la fonctionnelle de Minkowski du convexe C. On a pCpxq ď 1
pour tout x P C, pCpxq ě 1 pour tout x P XzC, et pCpxq ą 1 pour tout x P XzC. Si
de plus C est équilibré, alors pC est une semi-norme continue. Enfin, si C est ouvert,
alors C “ tx P X; ppxq ă 1u.

Démonstration. Si x P X est quelconque, alors l’ensemble tα ą 0; x{α P Cu est
non vide car C est absorbant (c’est un voisinage de 0) ; donc pCpxq est bien défini pour
tout x P C.

Il est facile de voir que pCpλxq “ λpCpxq pour tout x P X et pour tout λ ą 0. On a de
plus pCp0q “ 0 car 0

α P C pour tout α ą 0. Donc pCpλxq “ λpCpxq pour tout λ ě 0.
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Soient x, y P X, et soient α, β ą 0 tels que x
α P C et y

β P C. En écrivant

x` y

α` β
“

α

α` β

x

α
`

β

α` β

y

β
:“ λ

x

α
` p1´ λq

y

β
,

on voit que x`y
α`β est combinaison convexe de deux éléments de C, et par conséquent

x`y
α`β P C. Par définition de pC , on en déduit

pCpx` yq ď α` β,

pour tous α, β ą 0 tels que x
α P C et y

β P C. En passant indépendemment à la borne

supérieure en α et en β, on obtient donc pCpx` yq ď pCpxq ` pCpyq. Ainsi, pC est une
fonctionnelle sous-linéaire.

Si x “ x
1 P C, alors certainement pCpxq ď 1. Si pCpxq ă 1, alors on peut trouver α ă 1

et y P C tels que x “ αy ; et donc x P C par convexité puisque 0 P C. Si x R C, alors
on peut trouver r ă 1 tel que rx R C car XzC est un ouvert de X et rx Ñ x quand
r Ñ 1´. Alors, comme 0 P C et comme C est convexe, on a sx R C pour tout s ě r ;
autrement dit x{α R C pour tout α ď 1{r. Donc pCpxq ě 1{r ą 1.

Si C est équilibré, alors pCpωxq “ pCpxq pour tout x P X et pour tout ω P K vérifiant
|ω| “ 1 (micro-exo). Donc pCpλxq “ |λ| pCpxq pour tout x P X et pour tout λ P K
puisqu’on peut écrire λx “ ωtx avec |ω| “ 1 et t “ |λ| ě 0 ; et donc pC est une
semi-norme. Comme la semi-norme pC est bornée sur C (qui est un voisinage de 0),
elle est continue (exo déjà posé).

On sait déjà que tx P X; pCpxq ă 1u Ď C. Si maintenant C est ouvert et si x P C,
alors on peut trouver r ą 1 tel que rx P C car rx Ñ x quand r Ñ 1` ; donc pCpxq ď
1{r ă 1. �

Remarque. Si X est un evn et si C “ Bp0, 1q, alors pC “ } ¨ }.

Corollaire 2.3. Un evt X est localement convexe si et seulement si sa topologie
est engendrée par une famille de semi-normes.

Démonstration. Une implication a déjà été vue. Inversement, supposons que X soit
localement convexe. Notons W la famille de tous les voisinages ouverts de 0 convexes
et équilibrés. Par le Lemme 2.2, on sait que si W P W, alors pW est une semi-norme
continue sur X. On va montrer que la topologie de X est engendrée par la famille
ppW qWPW . Pour cela, il suffit de montrer qu’une suite généralisée pxdqdPD Ď X converge
vers 0 si et seulement si pW pxdq Ñ 0 pour tout W P W (exo). Si xd Ñ 0, alors
pW pxdq Ñ pW p0q “ 0 pour tout W P W car pW est continue. Inversement, supposons
que pW pxdq Ñ 0 pour tout W P W. Soit V un voisinage de 0 quelconque dans X.
Comme X est localement convexe, on peut trouver W P W tel que W Ď V (micro-
exo ; retourner voir les “petites choses utiles”) ; et comme pW pxdq Ñ 0, on peut trouver
d0 P D tel que pW pxdq ă 1 pour tout d ľ d0. Alors xd P W Ď V pour tout d ľ d0, ce
qui prouve que xd Ñ 0. �

2.2. Hahn-Banach “abstrait”.

Théorème 2.4. Soit X un espace vectoriel sur R, et soit p : X Ñ R une fonction-
nelle sous-linéaire. Soit également E un sous-espace vectoriel de X, et soit ϕ : E Ñ R
une forme linéaire majorée par p, c’est-à-dire vérifiant ϕpxq ď ppxq pour tout x P E.
Alors il existe une forme linéaire Φ : X Ñ R définie sur X tout entier, qui prolonge ϕ
et reste majorée par p.
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Démonstration. On dira qu’une forme linéaire Φ : Z Ñ R définie sur un sous-
espace vectoriel Z Ď X tel que Z Ď E est un prolongement admissible de ϕ si Φ|E “ ϕ
et Φpzq ď ppzq pour tout z P Z. Le sous-ev Z s’appelle le domaine de Φ et se note
dompΦq. Par exemple, ϕ est un prolongement admissible de ϕ avec dompϕq “ E ; et ce
qu’on cherche est un prolongement admissible Φ de ϕ tel que dompΦq “ X.

Notons E l’ensemble des prolongement admissibles de ϕ. On définit une relation d’ordre
ď sur E comme suit :

Φ ď Φ1 ðñ dompΦq Ď dompΦ1q et Φ1 prolonge Φ.

Fait 1. E possède un élément maximal pour ď .

Preuve du Fait 1. C’est une “application directe” du Lemme de Zorn, qu’on laisse
en exo. �

Fait 2. Si Φ P E et Z :“ dompΦq ‰ X, alors Φ n’est pas maximal pour ď .

Preuve du Fait 2. Soit e P XzZ, et soit Z 1 :“ Z ‘Re. Soit également c P R, et soit
Φ1 : Z 1 Ñ R la forme linéaire définie par

Φ1pz ` teq :“ Φpzq ` ct pour tout z1 “ z ` te P Z 1.

Par définition, Φ1 prolonge Φ et dompΦ1q est strictement plus grand que dompΦq. Donc
il suffit de montrer qu’on peut choisir c de façon à avoir Φ1 P E , i.e.

(2.1) @z P Z @t P R : Φpzq ` ct ď ppz ` teq.

L’inégalité (2.1) est satisfaite pour t “ 0 car Φ ď p sur Z. Donc il suffit de montrer
qu’il existe un nombre réel c tel que

@z P Z @λ ą 0 : Φpzq ˘ cλ ď ppz ˘ λeq.

En divisant par λ et en remplaçant z par z{λ, cela revient à montrer qu’il existe c P R
tel que

@z P Z : Φpzq ˘ c ď ppz ˘ eq,

autrement dit

@z P Z : Φpzq ´ ppz ´ eq ď c ď ppz ` eq ´ Φpzq.

Il s’agit donc de voir si on a

sup
 

Φpuq ´ ppu´ eq; u P Z
(

ď inf
 

ppv ` eq ´ Φpvq; v P Z
(

;

ou encore : @u, v P Z : Φpuq ´ ppu ´ eq ď ppv ` eq ´ Φpvq. C’est effectivement le cas
car si u, v P Z, alors

Φpuq ` Φpvq “ Φpu` vq ď ppu` vq ď ppu´ eq ` ppv ` eq.

�

La preuve du théorème est maintenant terminée : Par les Faits 1 et 2, il existe un
prolongement admissible Φ de ϕ tel que dompΦq “ X. �
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2.3. Prolongement des formes linéaires continues.

Théorème 2.5. Soit X un evt sur K “ R ou C. Soit également E un sous-espace
vectoriel de X, et soit ϕ : E Ñ K une forme linéaire continue. Alors il existe une
forme linéaire continue Φ : X Ñ K telle que Φ|E “ ϕ. De plus, si X est un evn,
on peut imposer que }Φ} “ }ϕ} ; et on dit alors que Φ est un prolongement de
Hahn-Banach de ϕ.

Démonstration. Commençons par le cas plus familier où X est un evn. On traite
séparément le cas réel et le cas complexe.

Cas 1. K “ R.

Posons C :“ }Φ}. En appliquant le Théorème 2.4 avec ppxq :“ C }x}, on obtient une
forme linéaire Φ : X Ñ R qui prolonge ϕ et vérifie Φpxq ď C }x} pour tout x P X.
On a alors aussi ´Φpxq “ Φp´xq ď C } ´ x} “ C }x}, d’où |Φpxq| ď C }x} pour tout
x P X. Donc Φ est continue et }Φ} ď C “ }ϕ}. Mais comme Φ prolonge ϕ, on a aussi
}Φ} ě }ϕ}, d’où }Φ} “ }ϕ}. ˝

Cas 2. K “ C.

On utilise le fait suivant.

Fait 2.6. Soit Z un espace vectoriel sur C. Si θ : Z Ñ R est une forme R-linéaire,
il existe une unique forme C-linéaire θC : Z Ñ C telle que RepθCq “ θ ; elle est donnée
par la formule

θCpxq :“ θpxq ´ iθpixq.

Démonstration. Exo d’algèbre. �

Posons ϕR “ Repϕq. Alors ϕR : E Ñ R est une forme R-linéaire continue, et on a
}ϕR} ď }ϕ} car |ϕRpxq| ď |ϕpxq| pour tout x P E. D’après le cas 1, il existe donc une
forme R-linéaire continue ΦR : X Ñ R qui prolonge ϕR et vérifie }ΦR} ď }ϕ}. Soit
Φ : X Ñ C l’unique forme C-linéaire telle que RepΦq “ ΦR. On a Re

`

Φ|E
˘

“ pΦRq|E “

ϕR “ Repϕq, donc Φ|E “ ϕ.
Il reste à voir que Φ est continue et }Φ} “ }ϕ}. Si x P X, alors il existe un nombre
complexe ω tel que |ω| “ 1 et |Φpxq| “ ωΦpxq. On a alors |Φpxq| “ Φpωxq “
RepΦpωxqq puisque |Φpxq| P R ; autrement dit |Φpxq| “ ΦRpωxq. On en déduit |Φpxq| ď
}ΦR} }ωx} “ }ϕ} }x} pour tout x P X, donc Φ est continue }Φ} ď }ϕ}. L’inégalité
inverse est évidente puisque Φ prolonge ϕ.

Supposons maintenant que X soit un evt localement convexe quelconque. Par ce qui
précède, on voit qu’on peut supposer queX est réel. Comme la forme linéaire ϕ : E Ñ R
est continue, on peut trouver un voisinage ouvert W de 0 dans E tel que |ϕpwq| ă 1

pour tout w P W ; puis un voisinage ouvert ĂW de 0 dans X tel que W “ ĂW X E.
De plus, comme X est localement convexe, on peut suposer (quitte à diminuer W )

que ĂW est convexe et équilibré. Soit alors p :“ p
ĂW

, la fonctionnelle de Minkowski

de ĂW . Par le Lemme 2.2, on sait que p est une semi-norme (continue) sur X et que
ĂW “ tx P X; ppxq ă 1u. De plus on a |ϕpxq| ď ppxq pour tout x P E. En effet, si
on avait |ϕpxq| ą ppxq, on pourrait trouver c P R tel que ppxq ă c ă |ϕpxq| ; alors

w :“ x{c vérifierait d’une part ppwq ă 1, donc w P ĂW X E “ W , et d’autre part
|ϕpwq| ą 1, ce qui est absurde. Par le Théorème 2.4, on peut donc trouver une forme
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linéaire Φ : X Ñ R prolongeant ϕ telle que Φpxq ď ppxq pour tout x P X ; et comme p
est une semi-norme, on a en fait |Φpxq| ď ppxq pour tout x P X (exo). En particulier

|Φpxq| ď 1 pour tout x P ĂW ; donc Φ est bornée sur un voisinage de 0, et donc Φ est
continue. �

Notation. Si X est un evt sur K, on note X˚ l’ensemble des formes linéaires
continues Φ : X Ñ K ; autrement dit, X˚ “ LpX,Kq. Les éléments de X˚ se noteront
souvent avec des étoiles : x˚, y˚, z˚, . . . . Si x˚ P X˚ et x P X, on écrit xx˚, xy au lieu
de x˚pxq.

Corollaire 2.7. Soit X un evt localement convexe. Pour tout x P Xzt0u, on peut
trouver x˚ P X˚ telle que xx˚, xy ‰ 0. Si de plus X est un evn, alors on peut trouver
x˚ P X˚ telle que }x˚} “ 1 et xx˚, xy “ }x}.

Démonstration. Fixons x0 P Xzt0u, et posons E :“ Kx0. Soit également c ą 0,
et soit ϕ : Kx0 Ñ K l’unique forme linéaire telle que ϕpx0q “ c. On a ϕpλx0q “ c λ
pour tout λx0 P Kx0, donc kerpϕq “ t0u. En particulier kerpϕq est fermé dans Kx0, et
donc ϕ est continue d’après un exo déjà posé. Si X est un evn, on prend c :“ }x0} :
alors |ϕpλx0q| “

ˇ

ˇλ }x0}
ˇ

ˇ “ }λx0} pour tout λx0 P E ; donc }ϕ} “ 1. D’où le résultat
en prolongeant ϕ par Hahn-Banach. �

Corollaire 2.8. Si X est un evt localement convexe, alors X˚ sépare les points
de X : si u, v P X et u ‰ v, on peut trouver x˚ P X˚ telle que xx˚, uy ‰ xx˚, vy.

Démonstration. Micro-exo. �

Corollaire 2.9. Soit X un evt localement convexe, et soit E un sous-espace
vectoriel de X. Posons

EK :“
 

Φ P X˚; Φpuq “ 0 pour tout u P E
(

.

Pour tout a P X tel que a R E, on peut trouver Φ P X˚ telle que Φ P EK et Φpaq ‰ 0.
En particulier, E est dense dans X si et seulement si EK “ t0u. (Critère dual de
densité.)

Démonstration. Comme E est un sous-espace fermé de X, on peut considérer l’evt
quotient X{E. Soit π : X Ñ X Ñ E la surjection canonique. Comme a R E, on a
πpaq ‰ 0. De plus, comme X est localement convexe, on vérifie sans peine que X{E est

localement convexe (exo). Donc on peut trouver Ψ P
`

X{E
˘˚

telle que Ψpπpaqq ‰ 0.

Alors Φ :“ Ψ ˝ π P X˚ est telle que Φ P EK et Φpaq ‰ 0. �

Preuve sans quotient. Soit F :“ Ka‘E, et soit ϕ : F Ñ K l’unique forme linéaire
telle que ϕpaq “ 1 et ϕ ” 0 sur E. On a kerpϕq “ E (micro-exo) ; donc ϕ est continue.
Comme X est localement convexe, on peut prolonger ϕ en une forme linéaire continue
Φ P X˚ ; qui convient. �

Exemple 1. Soit X un evn. Si E Ď X est un sous-espace de dimension finie,
alors E admet un supplémentaire fermé : il existe un sous-espace fermé F Ď X tel que
X “ E ‘ F .
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Démonstration. Soit pe1, . . . , edq une base de E, et soient ϕ1, . . . , ϕd “ E Ñ K les
formes linéaires définies par les relations ϕipejq :“ δi,j . Comme dimpEq ă 8, les ϕi
sont continues ; donc on peut les prolonger en Φ1, . . . ,Φd P X

˚. Si on définit π : X Ñ E
par

πpxq :“
d
ÿ

i“1

Φipxq ei,

alors π est linéaire continue, et π est une projection de X sur E, i.e. πpxq “ x pour
tout x P E (exo). On a donc X “ E ‘ kerpπq ; et donc F :“ kerpπq convient. �

Exemple 2. Soit Ω :“ tλ P C; |λ| ą 1u. Pour tout λ P Ω, soit fλ : r´1, 1s Ñ C la
fonction continue définie par fλptq :“ 1

t´λ ¨ Alors E :“ Vect tfλ; λ P Ωu est dense dans

Cpr´1, 1sq. Plus généralement, si Λ Ď Ω est un ensemble ou bien non borné, ou bien
possèdant un point d’accumulation dans Ω, alors EΛ :“ Vect tfλ; λ P Λu est dense
dans Cpr´1, 1sq.

Démonstration. Il suffit de montrer que EKΛ “ t0u. Soit donc Φ P
`

Cpr´1; 1sq
˘˚

vérifiant Φpfλq “ 0 pour tout λ P Λ : on veut montrer que Φ “ 0.

Si λ P Ω, on peut écrire

fλptq “
1

λ

1

1´ t
λ

“

8
ÿ

k“0

tk

λk`1
¨

où la série converge normalement sur r´1, 1s. Donc, en notant tk la fonction r´1, 1s Q
t ÞÑ tk, on a

fλ “
8
ÿ

k“0

tk

λk`1
,

où la série converge dans Cpr´1, 1sq. Comme Φ est une forme linéaire continue sur
Cpr´1, 1sq, on en déduit

Φpfλq “
8
ÿ

k“0

ck ˆ

ˆ

1

λ

˙k`1

“ F

ˆ

1

λ

˙

,

où ck :“ Φptkq et F pzq :“
ř8

0 ckz
k`1. Comme la suite pckq est bornée (|ck| ď

}Φ} }tk}8 “ }Φ}), la fonction F est holomorphe dans le disque unité D “ t|z| ă 1u.
Par hypothèse sur Φ, on a F

`

1
λ

˘

“ 0 pour tout λ P Λ. De plus, l’ensemble t1{λ; λ P Λu
possède un point d’accumulation dans D par hypothèse sur Λ. D’après le principe des
zéros isolés, on a donc F “ 0, d’où ck “ 0 pour tout k P N. Comme ck “ Φptkq, on
a donc ΦpP q “ 0 pour toute fonction polynomiale P par linéarité, d’où Φ “ 0 car les
fonctions polynomiales sont denses dans Cpr´1, 1sq. �

Exemple 3. (fonctions holomorphes à valeurs vectorielles)
Soit X un espace de Banach complexe. Si Ω est un ouvert de C, une fonction F “ Ω Ñ
X est dite holomorphe si elle est C-dérivable en tout point de Ω.

(1) La formule de Cauchy est valable pour les fonctions holomorphes à valeurs
vectorielles : si F : Ω Ñ X est holomorphe et si par exemple D est un disque
ouvert tel que D Ď Ω, alors

@z P D : F pzq “
1

2iπ

ż

BD

F pξq

ξ ´ z
dξ.
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(2) De même, le Théorème de Liouville est valable : si F : CÑ X est une fonction
holomorphe et bornée, alors F est constante.

Démonstration. Le point clé et que si F : Ω Ñ X est holomorphe alors, pour toute
forme linéaire continue x˚ P X˚, la fonction x˚ ˝ F : Ω Ñ C est holomorphe, avec
px˚ ˝ F q1pzq “ xx˚, F 1pzqy. Cela permet d’obtenir “par scalarisation” des résultats sur
les fonctions holomorphes à valeurs vectorielles en utilisant les résultats correspondants
sur les fonctions à valeurs complexes.

(1) Soit z P D “ Dpz0, rq. L’intégrale curviligne vectorielle
ş

BD
F pξq
ξ´z dξ a un sens car la

fonction ξ ÞÑ F pξq
ξ´z dξ est continue sur BD à valeurs dans l’espace de Banach X. Par la

formule de Cauchy scalaire, on a

@x˚ P X˚ :

B

x˚,

ż

BD

F pξq

ξ ´ z
dξ

F

“

ż

BD

xx˚, F pξqy

ξ ´ z
dξ “ xx˚, F pzqy;

donc ,
ş

BD
F pξq
ξ´z dξ “ F pzq d’après le Théorème de Hahn-Banach.

(2) Pour toute x˚ P X˚, la fonction z ÞÑ xx˚, F pzqy est holomorphe sur C et bornée
(exo) ; donc cette fonction est constante par le Théorème de Liouville classique. Ainsi,
on a

@x˚ P X˚ : xx˚, F pzqy ” xx˚, F p0qy,

et donc F pzq ” F p0q par Hahn-Banach. �

2.4. Séparation des ensembles convexes.

Rappel. Si X est un evt, les éléments de X˚ se noteront x˚, y˚, z˚, . . . Si x˚ P X˚

et x P X, on écrit xx˚, xy au lieu de x˚pxq.

Définition 2.10. Soit X un evt réel, soient A,B Ď X vérifiant A X B “ H, et
soit x˚ P X˚zt0u.

(i) On dit que x˚ sépare strictement A de B si on a

inf
 

xx˚, uy; u P A
(

ą sup
 

xx˚, vy; v P B
(

;

autrement dit, s’il existe α, β P R tels que

xx˚, uy ě β ą α ě xx˚, vy pour tous u P A, v P B.

(ii) On dit que x˚ sépare A de B au sens large si on a

inf
 

xx˚, uy; u P A
(

ě sup
 

xx˚, v; v P B
(

.

Remarque. Le fait que x˚ sépare strictement A et B s’interpréte géométriquement
de façon très simple : si on choisit λ P R tel que supB x

˚ ă λ ă infA x
˚, alors A et B

sont situés “de part et d’autre” de l’hyperplan fermé Hλ :“
 

x P X; xx˚, xy “ λ
(

.

Théorème 2.11. Soit X un evt localement convexe réel, et soient A, B deux parties
convexes de X telles que AXB “ H.

(1) Si A est compact et si B est fermé, alors il existe une forme linéaire continue
x˚ P X˚zt0u qui sépare strictement A de B.

(2) Si B est ouvert, alors il existe x˚ P X˚zt0u qui sépare A de B au sens large.

Démonstration. (1) On distingue deux cas.
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Cas 1. A est réduit à 1 point tau.

Dans ce cas, on cherche x˚ P X˚ telle que xx˚, ay ą sup
 

xx˚, xy; x P B
(

. Par transla-
tion, on peut supposer que 0 P B.

Fait. On peut trouver un ouvert convexe Ω Ď X tel que B Ď Ω et a R Ω.

Preuve du Fait. Comme a R B et que B est fermé, XzB est un voisinage ouvert de
a. Par continuité de l’application px, yq ÞÑ x´ y et comme X est localement convexe,
on peut donc trouver un voisinage ouvert convexe V de 0 tel que a ` V ´ V Ď XzB,
i.e. pa ` V ´ V q X B “ H. (Si X est un evn, il suffit de prendre pour V une boule Bp0, εq

avec ε ą 0 assez petit.) Alors Ω :“ B ` V convient : il est ouvert et convexe (exo) ; on a
B Ď Ω car 0 P V ; et a R Ω car pa` V q X Ω “ H et a` V est un voisinage de a. �

Soit pΩ la fonctionnelle de Minkowski de Ω,

pΩpxq “ inf
!

α ą 0;
x

α
P Ω

)

.

On sait que pΩ est une fonctionnelle sous-linéaire. On a pΩpxq ď 1 pour tout x P Ω, et
pΩpaq ą 1 car a R Ω. Soit ϕ : Ra Ñ R l’unique forme linéaire telle que ϕpaq “ pΩpaq.
Si x “ λa P Ra, on a ϕpxq “ λpΩpaq ; donc ϕpxq ď 0 ď pΩpxq si λ ď 0, et ϕpxq “
pΩpλaq “ pΩpxq si λ ě 0. La forme linéaire ϕ est donc majorée par pΩ. D’après le
théorème de Hahn-Banach, on peut trouver une forme linéaire Φ : X Ñ R prolongeant
ϕ et majorée par pΩ. On a alors Φpaq “ pΩpaq ą 1, et Φpxq ď pΩpxq ď 1 si x P B Ď Ω.
Enfin, |Φpxq| “ Φp˘xq ď 1 pour tout x P Ω X p´Ωq. Comme W :“ Ω X p´Ωq est un
voisinage de 0, on en déduit que Φ est continue. Ainsi, x˚ :“ Φ convient.

Cas 2. Cas général.

On applique le premier cas à rA :“ t0u et

rB :“ B ´A “
 

v ´ u; pu, vq P AˆB
(

.

L’ensemble rB est convexe car A et B sont convexes. Comme A est compact et B

fermé, on vérifie (exo) que rB est également fermé dans X. Enfin, on a 0 R rB puisque
AXB “ H. Par le Cas 1, on peut trouver x˚ P X˚ telle que

0 “ xx˚, 0y ą sup
 

xx˚, v ´ uy; pu, vq P AˆB
(

.

Visiblement, cette x˚ convient.

(2) Par la preuve de (1), on voit qu’il suffit de traiter le cas où A est réduit à un point
tau, et qu’on peut de plus supposer que 0 P B. Comme plus haut, on peut trouver une
forme linéaire continue Φ : X Ñ R telle que Φpaq “ pBpaq ě 1 et Φpxq ď pBpxq pour
tout x P X. Alors Φ ‰ 0, et Φpaq ě Φpvq pour tout v P B puisque pBpvq ď 1 ; donc
x˚ :“ Φ convient. �

Remarque. Pour (2), il n’est en fait pas nécessaire de supposer que X est localement
convexe : la preuve fonctionne dans un evt X quelconque.

Corollaire 2.12. Soit X un evt localement convexe réel.

(1) Si C Ď X est un ensemble convexe fermé et si a P X est tel que a R C, alors
on peut trouver x˚ P X˚ telle que xx˚, ay ą sup

 

xx˚, vy; v P C
(

.

(2) Si Ω Ď X est un ouvert convexe et si a P X est tel que a R Ω, alors on peut
trouver x˚ P X˚zt0u telle que xx˚, ay ě sup

 

xx˚, zy; z P Ω
(

.
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Démonstration. On applique le théorème avec A :“ tau et B :“ C ou Ω. �

Corollaire 2.13. Soit X un espace vectoriel normé réel, et soient A,B Ď X
deux ensembles convexes. Si A et B sont à distance strictement positive, autrement
dit s’il existe ε ą 0 tel que @pu, vq P Aˆ B : }u´ v} ě ε, alors il existe x˚ P X˚ qui
sépare strictement A de B.

Démonstration. Par hypothèse, l’ensemble B´A ne rencontre pas la boule ouverte
Bp0, εq ; donc 0 R Ω :“ pB´Aq`Bp0, εq. Comme Ω est un ouvert de X (exo), on peut
trouver x˚ P X˚zt0u telle que 0 “ xx˚, 0y ě xx˚, zy pour tout z P Ω. Comme x˚ ‰ 0,
on peut trouver x P Bp0, εq tel que α :“ xx˚, xy ą 0. Alors xx˚, vy ´ xx˚, uy ` α “
xx˚, v ´ u` xy ď 0 pour tout u P A et pour tout v P B, puisque z :“ v ´ u ` x P Ω.
Donc inf txx˚, uy; u P Au ě sup txx˚, vy; v P Bu ` α, et donc x˚ sépare strictement A
de B. �

Corollaire 2.14. Soit X un evt localement convexe réel, et soit E Ď X. Notons
convpEq l’enveloppe convexe de E, i.e. le plus petit convexe C Ď X contenant E. Pour
a P X, on a l’équivalence suivante :

a P convpEq ðñ @x˚ P X˚ : xx˚, ay ď sup
 

xx˚, vy; v P E
(

.

Démonstration. L’implication ñ est laissée en exo ; et ð est une conséquence de
2.12 : prendre C :“ convpEq. �

Corollaire 2.15. Soit X un evt localement convexe réel. Si C Ď X est un en-
semble convexe fermé, alors C est intersection de demi-espaces fermés.

Démonstration. Par le Corollaire 2.12, pour tout point a P XzC, on peut trouver
un demi-espace fermé H tel que C Ď H et a R H. Donc, C est l’intersection de tous
les demi-espaces fermés qui le contiennent. �

Corollaire 2.16. Soit X un evt localement convexe complexe, et soit C Ď X un
ensemble convexe fermé. Si a P X et a R C, alors on peut trouver x˚ P X˚ telle que
Re xx˚, ay ą sup

 

Re xx˚, vy; v P C
(

.

Démonstration. D’après le Corollaire 2.12, on peut trouver une forme R-linéaire
continue ϕ : X Ñ R telle que ϕpaq ą sup

 

ϕpvq; v P C
(

; et on a vu qu’il existe une
unique x˚ P X˚ telle que Rex˚ “ ϕ. �

Exemple 1. Convexes et intégrales.

Lemme 2.17. Soit pΩ,B,Pq un espace de probabilité, et soit f : Ω Ñ Rd une
fonction intégrable. Soit également C Ď Rd un ensemble convexe fermé. Si on a fptq P
C pour presque tout t P Ω, alors

ş

Ω f dP P C.

Démonstration. Par le Corollaire 2.15, il suffit de prouver le résultat dans le cas
où C est un demi-espace fermé, i.e. C “ tx P Rd; xx˚, xy ď αu où x˚ P pRdq˚ et α P R.
Et dans ce cas, c’est évident :

B

x˚,

ż

Ω
f dP

F

“

ż

Ω
xx˚, fptqy dPptq ď

ż

Ω
αdPptq “ α.

�
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Exemple 2. Fonctions convexes et fonctions affines.

Proposition 2.18. Soit E un evt localement convexe réel, et soit f : E Ñ R
une fonction convexe continue. Pour tout point x0 P E, il existe une fonction affine
continue ϕ : E Ñ R telle que ϕpx0q “ fpx0q et @x P E : ϕpxq ď fpxq.

Démonstration. Fixons x0 P E, et posons

Ω :“
 

px, λq P E ˆ R; λ ą fpxq
(

.

Comme f est convexe continue, Ω est un ouvert convexe de Z :“ E ˆ R. De plus, le
point a :“

`

x0, fpx0q
˘

n’appartient pas à Ω. D’après 2.12, on peut donc trouver une
forme linéaire continue non nulle Φ : E ˆ R Ñ R telle que Φpaq ě Φpzq pour tout
z P Ω. La forme linéaire Φ est donnée par

Φpx, λq “ xx˚, xy ` cλ ,

où x˚ P E˚ et c est une constante. Par définition de Φ, on a ainsi

(2.2) xx˚, x0y ` cfpx0q ě xx
˚, xy ` cλ

pour tout x P E et pour tout λ ą fpxq. Si on avait c “ 0, on en déduirait xx˚, x0y ě

xx˚, xy pour tout x P E, d’où x˚ “ 0, ce qui est exclu puisque Φ ‰ 0. Si on avait
c ą 0, alors (2.2) conduirait à une contradiction en faisant tendre λ vers `8. On
a donc c ă 0 ; et quitte à diviser par ´c, on peut supposer c “ ´1. Ainsi, on a
xx˚, x0y ´ fpx0q ě xx

˚, xy ´ λ pour tout x P E et pour tout λ ą fpxq. En fixant x et
en faisant tendre λ vers fpxq, on en déduit

xx˚, x0y ´ fpx0q ě xx
˚, xy ´ fpxq

pour tout x P E. Par conséquent, il suffit de poser ϕpxq :“ fpx0q ` xx
˚, x´ x0y. �

Remarque. Si on note Gf le graphe de f et H le graphe de la fonction affine ϕ,
alors H est un hyperplan affine de EˆR, qui “touche” Gf au point

`

x0, fpx0q
˘

, et qui
est situé “en dessous” de Gf . On dit que H est un hyperplan d’appui à Gf au point
`

x0, fpx0q
˘

.

Exemple 3. Enveloppe convexe des matrices orthogonales.

Proposition 2.19. Toute matrice A P MdpRq “ LpRdq telle que }A} ď 1 est
combinaison convexe de matrices orthogonales.

Démonstration. Fixons A P MdpRq avec }A} ď 1. On veut montrer que A P

conv
`

OdpRq
˘

. On sait que OdpRq est un compact de MdpRq. Donc, conv
`

OdpRq
˘

est
également un compact deMdpRq : c’est une conséquence du Théorème de Carathéodory.

En particulier conv
`

OdpRq
˘

“ conv
`

OdpRq
˘

. D’après le Théorème de séparation des
convexes, il suffit donc de montrer que pour toute forme linéaire Φ : MdpRq Ñ R, on a

(2.3) ΦpAq ď sup
 

ΦpV q; V P OdpRq
(

.

On sait (ou pas) qu’on peut trouver une matrice B PMdpRq telle que

@M PMdpRq : ΦpMq “ tracepMBq.
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D’après le Théorème de décomposition polaire, on peut trouver U P OdpRq et P ě 0
telles que B “ UP . Comme la matrice P est ě 0, elle est diagonalisable en base ortho-
normée et ses valeurs propres sont ě 0 ; on peut donc trouver une b.o.n. pf1, . . . , fdq
de Rd et λ1, . . . , λd ě 0 tels que Pfi “ λifi pour i “ 1, . . . , d. On a alors

ΦpAq “ tracepAUP q “
d
ÿ

i“1

xAUPfi, fiy “
d
ÿ

i“1

λixAUfi, fiy.

Comme }A} ď 1, on a xAUfi, fiy ď }AUfi} }fi} ď }Ufi} }fi} “ 1 pour i “ 1, . . . , d ;
donc, comme les λi sont ě 0 :

ΦpAq ď
d
ÿ

i“1

λi “ tracepP q.

Mais tracepP q “ tracepU´1UP q “ ΦpU´1q ; donc (2.3) est bien vérifiée. �

3. Théorème de Banach-Steinhaus

Définition 3.1. Soit X un evt, et soit B Ď X. On dit que B est borné s’il est
“absorbé par tout voisinage de 0” : pour tout voisinage W de 0 dans X, on peut trouver
α P R` tel que B Ď αW .

Exemple 1. Supposons que X soit localement convexe, et soit p} ¨ }qiPI une famille
de semi-normes engendrant la topologie de X. Alors un ensemble B Ď X est borné
si et seulement si toutes les semi-normes } ¨ }i sont bornées sur B, autrement dit :
pour tout i P I, on peut trouver une constante Mi telle que @x P B : }x}i ď Mi. En
particulier, si X est un espace vectoriel normé, alors B Ď X est borné si et seulement
si il est borné au sens usuel, i.e. il existe une constante M telle que @x P B : }x} ďM .

Démonstration. Supposons B borné. Pour tout i P I, l’ensemble Bip0, 1q est un
voisinage de 0, donc on peut trouver α P R` tel que B Ď αBip0, 1q “ Bip0, αq. Alors
}x}i ď α pour tout x P B, donc la semi-norme } ¨ }i est bornée sur B. Inversement,
supposons que toutes les semi-normes } ¨ }i soient bornées sur B, avec “témoins” Mi.
Soit W Ď X un voisinage de 0 quelconque. On peut trouver i1, . . . , ir P I et ε ą 0 tels
que Bi1,...,irp0, εq Ď W . Posons M :“ maxpMi1 , . . . ,Mirq. Si x P B, alors w :“ ε

M x

vérifie }w}ik “
ε
M }x}ik ď ε pour k “ 1, . . . , r, i.e. w P Bi1,...,irp0, εq Ď W . Donc, si on

pose α :“ M
ε , on voit que B Ď αW . �

Exemple 2. Tout ensemble fini B Ď X est borné.

Démonstration. Soit B “ tx1, . . . , xNu Ď X fini, et soit W un voisinage de 0. Pour
k “ 1, . . . , N , on peut trouver rk ą 0 tel que rxk P W pour tout 0 ď r ď rk, car
rxk Ñ 0 quand r Ñ 0`. Si on pose r :“ minpr1, . . . , rkq, alors rB ĎW ; donc B Ď αW
avec α :“ 1{r. �

Exemple 3. Si pxnqnPN est une suite d’éléments de X qui converge dans X, alors
l’ensemble B :“ txn; n P Nu est borné.

Démonstration. Par translation, on peut supposer que xn Ñ 0 (exo). Soit W un
voisinage de 0 dans X, qu’on peut supposer équilibré. Comme xn Ñ 0, on peut trouver
N P N tel que @n ą N : xn P W ; puis, comme tx1, . . . , xNu est fini, on peut trouver
γ P R` tel que xk P γW pour k “ 1, . . . , N . Si on pose α :“ maxpγ, 1q, alors B Ď αW
car W est équilibré (micro-exo). �
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Exercice 1. Toute réunion fini d’ensembles bornés est un ensemble borné.

Exercice 2. Si B Ď X est borné, alors a`B est borné pour tout a P X.

Exercice 3. Montrer qu’un ensemble B Ď X est borné si et seulement si la chose
suivante a lieu : pour toute suite pλnqnPN Ď K tendant vers 0 et pour toute suite
pxnq Ď B, on a que λnxn Ñ 0.

Théorème 3.2. Soient X un evt complètement métrisable, Y un evt, et pTiqiPI
une famille d’applications linéaires continues, Ti : X Ñ Y . On suppose que pour tout
x P X, l’ensemble tTipxq; i P Iu est borné dans Y . Alors les choses suivantes ont lieu.

(1) La famille pTiqiPI est équicontinue : pour tout voisinage W de 0 dans Y , il
existe un voisinage V de 0 dans X tel que @i P I : TipV q ĎW .

(2) Pour tout ensemble borné B Ď X, l’ensemble tTipxq; i P I, x P Bu est borné
dans Y .

Démonstration. (1) Soit W un voisinage de 0 dans Y , et soit W 1 un voisinage de
0 équilibré tel que W 1 ´ W 1 Ď W (micro-exo : ça existe). Si x P X alors, comme
l’ensemble Bx :“ tTipxq; i P Iu est borné et comme W 1 est un voisinage de 0 équilibré,
on peut trouver nx P N˚ tel que Bx Ď nxW

1, et donc a fortiori Bx Ď nxW 1. Donc, si
on pose pour n P N˚ :

Fn :“ tx P X; @i P I : Tipxq P nW 1u,

alors
Ť

nPN˚ Fn “ X. De plus, les Fn sont des fermés de X car les Ti sont continues.
Comme X est complètement métrisable, on peut appliquer le Théorème de Baire : il
existe un entier N tel que FN est d’intérieur non-vide. On peut donc trouver a P X et
un voisinage ouvert V 1 de 0 dans X tels que

@x P a` V 1 @i P I : Tipxq P NW 1.

Comme W 1 est équilibré et donc symétrique (´W 1 “ W 1), la même chose vaut pour
x P ´pa ` V 1q par linéarité des Ti. Toujours par linéarité des Ti et comme V 1 ´ V 1 “
pa` V 1q ´ pa` V 1q, on en déduit que

@x P V 1 ´ V 1 @i P I : Tipxq P N ¨
`

W 1 ´W 1
˘

.

Donc, si on pose V :“ 1
N ¨ pV

1 ´ V 1q, qui est bien un voisinage ouvert de 0 dans X
(micro-exo), alors V convient : TipV q ĎW pour tout i P I.

(2) Soit B Ď X un ensemble borné, et posons rB :“ tTipxq; x P B, i P Iu. Soit W un
voisinage de 0 quelconque dans Y . Par (1), on peut trouver un voisinage V de 0 dans
X tel que TipV q Ď W pour tout i P I. Comme B est borné, on peut ensuite trouver

α P R` tel que B Ď αV . Alors rB Ď αW par le choix de V et par linéarité des Ti
(micro-exo) ; donc rB est borné. �

Corollaire 3.3. Soient X un espace de Banach, Y un espace vectoriel normé,
et pTiqiPI une famille d’applications linéaires continues, Ti : X Ñ Y . Si la famille pTiq
est simplement bornée, alors elle est bornée en norme. Autrement dit : si @x P I :
supiPI }Tix} ă 8, alors supiPI }Ti} ă 8.

Démonstration. On applique (2) en prenant pour B la boule unité fermée de X. �
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Corollaire 3.4. Soit pTnqnPN une suite d’applications linéaires continues, Tn :
X Ñ Y , où X est un evt complètement métrisable et Y est un evt. On suppose que la
suite pTnq est simplement convergente, autrement dit que Tnpxq converge dans Y pour
tout x P X. Alors T :“ limn Tn est une application linéaire continue.

Démonstration. Il est clair que T est linéaire. Soit W un voisinage de 0 dans Y :
on cherche un voisinage V de 0 dans X tel que T pV q Ď W . Dans ce qui suit, on fixe
un voisinage W 1 de 0 dans Y tel que W 1 ĎW .
Pour tout x P X, l’ensemble tTnpxq; n P Nu est borné dans Y puisque la suite pTnpxqq
est convergente. Par (1), on peut donc trouver un voisinage V de 0 dans X tel que

@n P N : TnpV q Ď W 1. Comme T pxq “ limTnpxq P T pV q pour tout x P V , on en
déduit T pV q ĎW 1 ĎW . �

Exemple 1. Soit Ω un ouvert de Rd, et soit pTnqnPN une suite de distributions sur
Ω. On suppose que limnÑ8 Tnpϕq existe pour toute ϕ P DpΩq. Alors la forme linéaire
T :“ limTn est une distribution.

Démonstration. Il faut montrer que pour tout compact K Ď Ω, la restriction de T
à DKpΩq est continue ; et ceci est clair puisque la restriction de chaque Tn à DKpΩq
est continue et que l’espace DKpΩq est complètement métrisable. �

Exemple 2. Divergence des séries de Fourier.

Soit C2π l’espace des fonctions f : R Ñ C continues et 2π-périodiques. Si f P C2π,
on note ckpfq, k P Z ses coefficients de Fourier :

ckpfq “
1

2π

ż π

´π
fptqe´ikt dt.

Pour n P N, on pose

Snfptq :“
n
ÿ

k“´n

ckpfq e
ikt.

Proposition 3.5. Il existe une fonction f P C2π telle que la suite
`

Snfp0q
˘

nPN
n’est pas bornée. En particulier, Snfp0q ­Ñ fp0q quand nÑ8.

Démonstration. On rappelle que si f P C2π, alors

@n P N @x P R : Snfpxq “ Dn ˚ fpxq :“

ż π

´π
fptqDnpx´ tq

dt

2π
,

où Dn est le noyau de Dirichlet :

Dnptq :“
n
ÿ

k“´n

eikt “
sinpn` 1

2qt

sin t
2

¨

En particulier :

Snfp0q “

ż π

´π
fptqDnptq

dt

2π
¨

Dans la suite, on munit C2π de la norme } ¨ }8, qui en fait un espace de Banach car
c’est un sous-espace fermé de p`8pRq, } ¨ }8q.
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Fait 1. Pour n P N, soit Φn : C2π Ñ C la forme linéaire définie par Φnpfq :“
Snfp0q. Alors (Φn est continue et)

}Φn} “ }Dn}1 :“

ż π

´π
|Dnptq|

dt

2π
¨

Preuve du Fait 1. On a |Φnpfq| ď
şπ
´π |fptq||Dnptq|

dt
2π ď }f}8 ˆ }Dn}1 pour toute

f P C2π, donc Φn est continue et }Φn} ď }Dn}1. Inversement, on peut (exo) construire
une suite pfkqkPN Ď C2π telle que }fk}8 “ 1 pour tout k et limkÑ8 fkptq “ signepDnptqq
pour tout t P r´π, πs. Alors Φnpfkq “

şπ
´π fkptqDnptq

dt
2π Ñ

şπ
´π |Dnptq|

dt
2π “ }Dn}1

quand k Ñ8, par convergence dominée. Comme }fk}8 “ 1 pour tout k, on en déduit
}Φn} ě }Dn}1. �

Fait 2. On a limnÑ8 }Dn}1 “ 8.

Preuve du Fait 2. Comme | sinpuq| ď u pour tout u ě 0, on a
ż π

0
|Dnptq|

dt

2π
“

ż π

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpn` 1
2qt

sin t
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt

2π
ě

1

π

ż π

0

| sinpn` 1
2qt|

t
dt “

1

π

ż pn` 1
2
qπ

0

| sinu|

u
du,

d’où le résultat car
ş8

0
| sinu|
u du “ 8. �

La preuve de la proposition est maintenant terminée : par les Faits 1 et 2, la suite de
formes linéaires pΦnqnPN n’est pas bornée en norme ; donc elle n’est pas simplement
bornée, par Banach-Steinhaus. C’est exactement la conclusion souhaitée. �

4. Théorèmes de l’application ouverte et du graphe fermé

Théorème 4.1. Soient X et Y deux evt complètement métrisables, et soit T P

LpX,Y q. On suppose que T est surjective. Alors, pour tout voisinage W de 0 dans X,
l’ensemble T pW q est un voisinage de 0 dans Y .

Démonstration. La preuve repose sur le fait suivant.

Fait. Pour tout voisinage U de 0 dans X, l’ensemble T pUq est un voisinage de 0
dans Y .

Preuve du Fait. Soit U 1 un voisinage de 0 équilibré tel que U 1 ´ U 1 Ď U . On a
X “

Ť

nPN˚ nU
1, donc Y “ T pXq “

Ť

nPN˚ nT pU
1q, et a fortiori Y “

Ť

nPN˚ nT pU
1q.

D’après le Théorème de Baire (applicable car Y est complètement métrisable), l’un des

ensembles fermés nT pU 1q est d’intérieur non-vide. Donc T pU 1q est d’intérieur non-vide

(micro-exo). Notons O l’intérieur de T pU 1q. Alors V :“ O ´O est un voisinage ouvert

de 0, et V Ď T pU 1q ´ T pU 1q. De plus, on a T pU 1q ´ T pU 1q Ď T pU 1q ´ T pU 1q (exo), et

T pU 1q ´ T pU 1q “ T pU 1 ´ U 1q par linéarité de T ; donc V Ď T pUq, ce qui prouve le
Fait. �

Soit maintenant W un voisinage de 0 quelconque dans X. Soit également d une distance
définissant la topologie de X et invariante par translations. Choisissons r ą 0 tel que
BXp0, 2rq Ď W , et posons B0 :“ BXp0, rq. Par le Fait, on sait que T pB0q est un
voisinage de 0 dans Y . Pour démontrer le théorème, il suffit donc de montrer que
T pB0q Ď T pW q. Dans la suite, on posera Bn :“ BXp0, 2

´nrq pour tout n P N. On fixe
également une distance dY définissant la topologie de Y . Enfin, on se donne une suite
pεnqně1 Ď s0,8r tendant vers 0.
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Soit y P T pB0q quelconque : il s’agit de trouver x PW tel que T pxq “ y.

Comme V1 :“ T pB1q X BY p0, ε1q est un voisinage de 0 dans Y par le Fait, l’ensemble
y ´ V1 est un voisinage de y, et donc py ´ V1q X T pB0q ‰ H. Ainsi, on peut trouver
x0 P B0 tel que y ´ T px0q P V1 ; autrement dit

y ´ T px0q P T pB1q et dY py ´ T px0q, 0q ă ε1.

En répétant ce raisonnement avec y´T px0q au lieu de y et B1 au lieu de B0, on obtient

un point x1 P B1 tel que y´ T px0q ´ T px1q P T pB2q et dY py´ T px0q ´ T px1q, 0q ă ε2 ;
autrement dit, par linéarité de T :

y ´ T px0 ` x1q P T pB2q et dY
`

y ´ T px0 ` x1q, 0
˘

ă ε2.

Et ainsi de suite : par récurrence, on construit une suite pxnqnPN Ď X telle que pour
tout n P N, les choses suivantes aient lieu :

(i) xn P Bn, i.e. dpxn, 0q ă 2´nr ;

(ii) dY
`

y ´ T px0 ` x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq, 0
˘

ă εn`1 ;

(iii) y ´ T px0 ` x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq P T pBn`1q.

Comme la série
ř

dpxk, 0q est convergente, que la distance d est invariante par trans-
lations et que pX, dq est complet, la série

ř

xk converge dans X d’après le Corollaire
1.7. Posons x :“

ř8
k“0 xk. Alors T pxq “ y par (ii) et par continuité de T . De plus, en

utilisant (i) on vérifie (exo) qu’on a dpx, 0q ă
ř8
k“0 2´kr “ 2r ; donc x P W puisque

BXp0, 2rq ĎW . �

Corollaire 4.2. (Théorème de majoration a priori)
Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit T P LpX,Y q. On suppose que T est
surjective. Alors, il existe une constante C ă 8 telle que :

@y P Y Dx P X vérifiant Tx “ y et }x} ď C }y}.

Démonstration. Notons BX la boule unité fermée de X. Par le Théorème, T pBXq
est un voisinage de 0 dans Y , donc contient une boule fermée Bp0, cq. Ainsi, pour tout
y P Y vérifiant }y} ď c, on peut trouver x P X tel que }x} ď 1 et T pxq “ y. Par
homogénéité, on en déduit le résultat souhaité avc C :“ 1{c (exo). �

Corollaire 4.3. (Théorème de l’application ouverte)
Soient X et Y des evt complètement métrisables. Si T P LpX,Y q est surjective, alors
T est une application ouverte : pour tout ouvert O Ď X, l’ensemble T pOq est un ouvert
de Y .

Démonstration. Soit y P T pOq quelconque, et soit x P O tel que T pxq “ y. Comme
O est un voisinage de x, on peut écrire O “ x`W où W est un voisinage de 0. Alors
T pOq “ y ` T pW q par linéarité de T ; donc T pOq est un voisinage de y puisque T pW q
est un voisinage de 0. Ceci étant vrai pour tout y P T pOq, on en déduit que T pOq est
un ouvert de Y . �

Corollaire 4.4. (Théorème d’isomorphisme de Banach)
Soient X et Y des evt complètement métrisables. Si T P LpX,Y q est bijective, alors
l’application linéaire T´1 : Y Ñ X est continue.

Démonstration. Conséquence “immédiate” du Théorème de l’application ouverte
(micro-exo). �
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Corollaire 4.5. (Théorème du graphe fermé)
Soient X et Y des evt complètement métrisables, et soit T : X Ñ Y une application
linéaire. Soit GT :“

 

px, Txq; x P X
(

le graphe de T . Si GT est fermé dans X ˆ Y ,
alors T est continue.

Démonstration. L’espace X ˆ Y muni de la topologie produit est un evt (exo), et
il est complètement métrisable car X et Y le sont. Donc GT est un evt complètement
métrisable puisque c’est un sous-espace vectoriel de X ˆ Y et qu’on suppose qu’il est
fermé dans X ˆ Y .

Soit J : X Ñ GT l’application linéaire définie par Jpxq :“ px, Txq. Par définition, J est
bijective, avec J´1px, Txq “ x pour tout px, Txq P GT . Comme la projection canonique
πX : XˆY Ñ X est continue, on voit que J´1 est continue. Comme GT et X sont des
evt complètement métrisables, on en déduit que J “ pJ´1q´1 est continue. Et donc T
est continue car T “ πY ˝ J . �

Remarque 1. La réciproque du théorème du graphe fermé est vraie et à peu près
évidente : le graphe de n’importe quelle application continue f : X Ñ Y est toujours
fermé dans X ˆ Y .

Démonstration. Exo. �

Remarque 2. Soit T : X Ñ Y linéaire. Pour montrer que le graphe de T est fermé,
il suffit de vérifier la chose suivante : pour toute suite pxnq Ď X telle que xn Ñ 0 et
telle que la suite pTxnq converge dans Y , on a que Txn Ñ 0.

Démonstration. Exo. �

Exemple 1. Projections continues.

Lemme 4.6. Soit X un evt complètement métrisable. Si E et F sont des sous-
espaces fermés de X tels que X “ E‘F , alors les projections p : X Ñ E et q : X Ñ F
associées à cette décomposition sont continues.

Démonstration. Pour montrer que p : X Ñ E est continue, on applique le Théorème
du graphe fermé, ce qui est possible car X et E sont complètement métrisables. Soit
pxnq Ď X une suite telle que xn Ñ x P X et pxn Ñ z P E. Alors pz “ z, et
xn ´ pxn Ñ x´ z. Comme xn ´ pxn P kerppq “ F et comme F est fermé dans X, on a
donc x´ z P F “ kerppq, et donc z “ pz “ px. �

Exemple 2. Non-surjectivité de la transformation de Fourier.

Si f P L1pRq, sa transformée de Fourier est la fonction pf : RÑ C définie par

pfpxq :“

ż

R
fptqe´ixtdt.

On sait que pf est continue bornée, avec } pf}8 ď }f}1. De plus, le Lemme de Riemann-

Lebesgue dit que pfpxq Ñ 0 quand x Ñ ˘8. Ainsi, en notant C0pRq l’ensemble des
fonctions continues g : R Ñ C tendant vers 0 à l’infini, la transformation de Fourier
est un opérateur borné de L1pRq dans pC0pRq, } ¨ }8q.

Proposition 4.7. La transformation de Fourier F : L1pRq Ñ C0pRq n’est pas
surjective. Autrement dit : il existe une fonction g P C0pRq qui n’est la transformée de
Fourier d’aucune f P L1pRq.
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Démonstration. Par la formule d’inversion de Fourier, on sait que F : L1pRq Ñ
C0pRq est injective. Supposons que F soit surjective. Alors, comme L1pRq et C0pRq sont
des espaces de Banach, F est inversible ; donc on peut trouver une constante c ą 0

telle que @f P L1pRq : } pf}8 ě c }f}1. Montrons que cela mène à une contradiction.

Pour 0 ă ε ă 1, soit gε : RÑ R la fonction continue valant 1 sur r´1` ε, 1´ εs, nulle
en dehors de r´1´ ε, 1` εs, et affine sur les intervalles r´1´ ε,´1` εs et r1´ ε, 1` εs.
On a (exo)

gε “
1

2ε
1r´ε,εs ˚ 1r´1,1s.

Un calcul direct donne alors

xgεptq “
2

ε

sin t sinpεtq

t2
:“ fεptq.

On en déduit (exo) que fε “ xgε P L
1pRq ; et donc, par la formule d’inversion de Fourier

et comme gε est une fonction paire, que gε “
1

2π
xfε. Donc, en posant κ :“ c{2π, on

doit avoir
}gε}8 ě κ }fε}1 pour tout ε ą 0.

Cependant, on a }gε}8 “ 1 ; et comme sinu ě 2
π u si u P r0, π2 s,

}fε}1 ě
1

ε

ż π
2ε

0

| sin t|

t
ˆ
| sinpεtq|

t
dt ě

2

π

ż π
2ε

0

| sin t|

t
dt

εÑ0`
ÝÝÝÝÑ 8.

D’où la contradiction cherchée. �





Chapitre 4

Mesures

1. Mesures complexes

1.1. Définition ; variation totale.

Définition 1.1. Soit pΩ,Bq un espace mesurable. Une mesure complexe sur
pΩ,Bq est une fonction µ : B Ñ C dénombrablement additive : pour toute suite
pAkqkPN d’ensembles mesurables deux à deux disjoints, la série

ř

µpAkq converge et on
a µ

`
Ť8
k“0Ak

˘

“
ř8
k“0 µpAkq. Une mesure réelle est une mesure complexe prenant

ses valeurs dans R.

Remarque 0. Une mesure positive µ sur pΩ,Bq est une mesure complexe au sens
de la définition si et seulement si c’est une mesure finie.

Remarque 1. Si µ est une mesure complexe, alors Repµq et Impµq sont des mesures
réelles. Donc, toute mesure complexe µ s’écrit µ “ µ1 ` iµ2, où µ1 et µ2 sont des
mesures réelles.

Remarque 2. Si µ est une mesure complexe et si pAkqkPN est une suite d’ensembles
mesurables deux à deux disjoints, alors la série

ř

µpAkq converge absolument.

Démonstration. Il découle de la définition que pour toute permutation σ : NÑ N,
la série

ř

µ
`

Aσpkq
˘

doit converger ; et ceci entraine la convergence absolue de la série
ř

µpAkq �

Remarque 3. Si µ est une mesure complexe, on a toujours µpHq “ 0.

Démonstration. Si on prend Ak :“ H pour tout k P N, on voit que la série
ř

µpHq
doit converger. �

Remarque 4. L’ensemble de toutes les mesures complexes sur pΩ,Bq est un C-
espace vectoriel, qu’on notera MpΩ,Bq, ou plus simplement MpΩq en “oubliant” la
tribu B. On note aussi MRpΩq l’ensemble des mesures réelles (qui est un R-espace
vectoriel), et M`pΩq l’ensemble des mesures positives finies.

Exemple. Soit m une mesure positive sur pΩ,Bq. Pour toute h P L1pΩ,mq, on
définit une mesure complexe sur pΩ,Bq en posant

µpAq :“

ż

A
h dm pour tout A P B.

Cette mesure se note µ “ hm.

Démonstration. Si pAkqkPN est une suite d’ensembles mesurables deux à deux dis-
joints et si A :“

Ť8
k“0Ak, alors

µpAq “

ż

Ω
1Af dm “

ż

Ω

8
ÿ

k“0

1Akf dm “

8
ÿ

k“0

ż

Ω
1Akf dm “

8
ÿ

k“0

µpAkq,

93
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où on a utilisé le Théorème de convergence dominée pour intervertir la somme et
l’intégrale. �

Exercice. Montrer que si h1, h2 P L
1pΩ,mq et si h1m “ h2m alors h1 “ h2. En

déduire que si h P L1pΩ,mq, alors la mesure µ :“ hm est réelle si et seulement si h est
m-pp à valeurs réelles, et que µ est positive si et seulement si hpxq ě 0 pp.

Terminologie. On appellera partition mesurable d’un ensemble mesurable A Ď Ω
toute famille pEiqiPI d’ensembles mesurables deux à deux disjoints telle que

Ť

iPI Ei “
A. (On ne demande pas que les Ei soient ‰ H.)

Théorème 1.2. Soit µ une mesure complexe sur pΩ,Bq. Pour tout A P B, posons

|µ|pAq :“ sup

#

8
ÿ

n“0

|µpEnq|; pEnqnPN partition mesurable de A

+

.

Alors |µ| est une mesure positive finie sur pΩ,Bq, qu’on appelle la variation totale de
µ. On a @A P B : |µ|pAq ě |µpAq|, et |µ| est la plus petite mesure positive possèdant
cette propriété.

Démonstration. (i) Montrons que |µ| est une mesure. Comme µpHq “ 0, on a
visiblement |µ|pHq “ 0. Soit pAkqkPN une suite d’ensembles mesurables deux à deux
disjoints, et soit A :“

Ť

kPNAk. Si pEnqnPN est une partition mesurable de A alors
pEn XAkqnPN est une partition mesurable de Ak pour tout k P N. Donc

@k P N :
8
ÿ

n“0

|µpEn XAkq| ď |µ|pAkq.

De plus, comme En Ď A on a En “
Ť8
k“0pEn XAkq, et la réunion est disjointe ; donc

µpEnq “
8
ÿ

k“0

µpEn XAkq pour tout n P N.

On en déduit
8
ÿ

n“0

|µpEnq| “
8
ÿ

n“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

k“0

µpEn XAkq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

8
ÿ

n“0

8
ÿ

k“0

|µpEn XAkq|

“

8
ÿ

k“0

8
ÿ

n“0

|µpEn XAkq| ď
8
ÿ

k“0

|µ|pAkq.

Ceci étant vrai pour toute partition mesurable de A, on a donc

|µ|pAq ď
8
ÿ

k“0

|µ|pAkq.

Inversement, montrons qu’on a
ř8
k“0 |µ|pAkq ď |µ|pAq. Soit K :“ tk P N; |µ|pAkq ą 0u,

et soit rA :“
Ť

kPKAk. Comme rA Ď A, on a |µ|p rAq ď |µ|pAq car la définition de |µ|

entrâıne que |µ| est une fonction croissante (exo). Donc, quitte à remplacer A par rA,
on peut supposer que |µ|pAkq ą 0 pour tout k P N. Soit ε ą 0, et soit ptkqkPN une suite
de nombres réels telle que 0 ď tk ă |µ|pAkq pour tout k et

ř8
k“0 tk ě

ř8
k“0 |µ|pAkq´ ε.
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Pour tout k P N, on peut choisir une une partition mesurable pEk,nqnPN de Ak telle que
ř8
n“0 |µpEk,nq| ą tk. Alors pEk,nqk,nPN est une partition mesurable de A ; donc

|µ|pAq ě
8
ÿ

k“0

8
ÿ

n“0

|µpEk,nq| ě
8
ÿ

k“0

tk ě
8
ÿ

k“0

|µ|pAkq ´ ε.

Ceci étant vrai pour tout ε ą 0, on en déduit |µ|pAq ě
ř8
k“0 |µ|pAkq.

(ii) Montrons maintenant que la mesure |µ| est finie. Supposons que |µ|pΩq “ 8, et
cherchons à obtenir une contradiction.

Fait. Soit H P B et supposons que |µ|pHq “ 8. Alors, on peut trouver deux
ensembles mesurables A,H 1 Ď H tels que AXH 1 “ H, |µ|pAq ą 1 et |µ|pH 1q “ 8.

Preuve du Fait. Soit R P R` à fixer ultérieurement. Comme |µ|pHq “ 8, on peut
choisir pEnqnPN, partition mesurable de H telle que

ř8
n“0 |µpEnq| ą R, puis N P N

tel que
řN
n“0 |µpEnq| ą R. On a alors par exemple

řN
n“0 |ReµpEnq| ą R{2. Donc, en

posant I :“
 

n P J0, NK; ReµpEnq ą 0
(

et J :“
 

n P J0, NK; ReµpEnq ď 0
(

, on a

Re

˜

ÿ

nPI

µpEnq

¸

´ Re

˜

ÿ

nPJ

µpEnq

¸

ą R{2.

On peut donc par exemple supposer que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

nPI

µpEnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą R{4.

Autrement dit, en posant E :“
Ť

nPI En, on a

E Ď H et |µpEq| ą R{4.

On en déduit

|µpHzEq| “ |µpHq ´ µpEq| ě |µpEq| ´ |µpHq| ą R{4´ |µpHq|.

Si on a choisi au départ R tel que R{4 ą 1` |µpHq|, on aura ainsi

|µpEq| ą 1 et |µpHzEq| ą 1.

Enfin, comme |µ| est une mesure, on a 8 “ |µ|pHq “ |µ|pEq`|µ|pHzEq, donc |µ|pEq “
8 ou |µ|pHzEq “ 8. Il suffit donc de poser A :“ E et H 1 :“ HzE, ou le contraire. �

En posant H0 :“ Ω et en appliquant le Fait de manière répétée, on construit par
récurrence deux suites d’ensembles mesurables pAkqkě0 et pHkqkě0 telles que pour
tout k P N, les propriétés suivantes soient satisfaites :r Ak YHk`1 Ď Hk ;r Ak XHk`1 “ H ;r |µpAkq| ą 1 et |µ|pHk`1q “ 8.

Par construction, les Ak sont deux à deux disjoints : si k ă l alors Al Ď Hl Ď Hk`1 et
Hk`1 X Ak “ H, donc Ak X Al “ H ; mais la série

ř

µpAkq ne converge pas puisque
|µpAkq| ą 1 pour tout k. Comme µ est supposée être une mesure complexe, on aboutit
ainsi à une contradiction.

(iii) Par définition, on a |µ|pAq ě |µpAq| pour tout A P B car pA,H,H, . . . q est
une partition mesurable de A ( !) Soit m une mesure positive telle que @A P B :
mpAq ě |µpAq|. Si A P B et si pEnqnPN est une partition mesurable quelconque de
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A, alors mpAq “
ř8
n“0mpEnq ě

ř8
n“0 |µpEnq| ; donc mpAq ě |µ|pAq par définition de

|µ|pAq. �

Remarque. La mesure µ est ě 0 si et seulement si |µ| “ µ.

Démonstration. Si |µ| “ µ, alors certainement µ ě 0. Inversement, si µ ě 0 alors
µ “ |µ| par la propriété de minimalité de |µ|. �

Corollaire 1.3. Soit µ une mesure réelle sur pΩ,Bq. Si on pose µ` :“ 1
2p|µ|`µq

et µ´ :“ 1
2p|µ| ´ µq, alors µ` et µ´ sont des mesures positives finies telles que µ “

µ` ´ µ´ et µ` ` µ´ “ |µ|. On dit que µ` est la partie positive de µ, et que µ´ est
la partie négative de µ.

Démonstration. Par définition, µ` et µ´ sont des mesures réelles telles que µ “
µ` ´ µ´ et µ` ` µ´ “ |µ|. De plus, on a µ`pAq ě 1

2p|µ|pAq ´ |µpAq|q ě 0 pour tout
A P B, donc µ` est une mesure positive ; et de même pour µ´. �

Corollaire 1.4. Toute mesure complexe est combinaison linéaire de 4 mesures
positives finies.

Exemple. Soit m une mesure positive sur pΩ,Bq, soit h P L1pΩ,mq, et soit µ :“
hm. Alors |µ| “ |h|m. Si h est une fonction réelle, alors µ` “ h`m et µ´ “ h´m.

Démonstration. Il est assez clair que ν :“ |h|m est une mesure positive telle que
@A P B : νpAq ě |µpAq| ; donc |µ| ď |h|m. Inversement, montrons que pour tout
A P B, on a

ş

A |h| dm ď |µ|pAq. Soit θ une fonction mesurable telle que |θpxq| ” 1 et
|h| “ θh. On peut trouver une suite pϕnqnPN de fonctions étagées à valeurs complexes
telle que |ϕn| ď 1 et ϕnpxq Ñ θpxq pour tout x P Ω. Alors

ş

A ϕnh dmÑ
ş

A |h| dm par

convergence dominée ; donc il suffit de montrer qu’on a
ˇ

ˇ

ş

A ϕnh dm
ˇ

ˇ ď |µ|pAq pour tout

n P N. Si on écrit ϕn “
řK
i“1 αi1Ei où les Ei forment une partition de Ω et |αi| ď 1, on

obtient
ˇ

ˇ

ş

A ϕnh dm
ˇ

ˇ ď
řK
i“1 |αi|

ˇ

ˇ

ˇ

ş

AXEi
h dm

ˇ

ˇ

ˇ
ď

řK
i“1 |µpAXEiq| ď |µ|pAq par définition

de |µ|. Ainsi, on a bien |µ| “ |h|m. Si h est réelle, on a donc µ` “ 1
2p|h| ` hqm et

µ´ “ 1
2p|h| ´ hqm, autrement dit µ` “ h`m et µ´ “ h´m. �

1.2. Intégration par rapport à une mesure complexe.

Définition 1.5. Soit f : Ω Ñ C une fonction mesurable bornée. Pour toute
mesure réelle µ sur pΩ,Bq, on pose

ş

Ω f dµ :“
ş

Ω f dµ
`´

ş

Ω f dµ
´. Pour toute mesure

complexe µ s’écrivant µ “ µ1 ` iµ2 avec µ1, µ2 réelles, on pose
ş

Ω f dµ :“
ş

Ω f dµ1 `

i
ş

Ω f dµ2.

Exemple 1. Si f est une fonction étagée et si on écrit f “
řN
k“1 αk1Ek , alors

ş

Ω f dµ “
řN
k“1 αkµpEkq.

Démonstration. Exo. �

Exemple 2. Soit m une mesure positive sur pΩ,Bq, et soit µ :“ hm, où h P
L1pΩ,mq. Pour toute fonction mesurable bornée f : Ω Ñ C, on a

ş

Ω f dµ “
ş

Ω fh dm.
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Démonstration. Par l’Exemple 1, le résultat est vrai pour une fonction f étagée :
si f “

řN
k“1 αk1Ek , alors

ş

Ω f dµ “
řN
k“1 αkµpEkq “

řN
k“1 αk

ş

Ek
h dm “

ş

Ω fh dm.

Pour une fonction f mesurable bornée quelconque, on peut trouver une suite pfnqnPN
de fonctions étagées telle que fn Ñ f uniformément sur Ω. Alors

ş

Ω fn dµ Ñ
ş

Ω f dµ
(exo), d’où le résultat. �

Remarque. L’application pµ, fq ÞÑ
ş

Ω f dµ est bilinéaire.

Démonstration. Exo. �

1.3. Norme d’une mesure complexe.

Lemme 1.6. Pour toute mesure µ P MpΩq, posons }µ}M :“ |µ|pΩq. Alors } ¨ }M
est une norme sur MpΩq.

Démonstration. Pour toute partition mesurable pEnqnPN de Ω, l’application µ ÞÑ
ř8
n“0 |µpEnq| est une semi-norme sur MpΩq. Comme un sup de semi-normes est encore

une semi-norme (exo), on en déduit que } ¨ }M est une semi-norme. Enfin, si }µ}M “ 0,
i.e. |µ|pΩq “ 0, alors |µ| “ 0 car |µ| est une mesure positive, donc µ “ 0 car |µpAq| ď
|µ|pAq pour tout A P B. �

Exemple. Si µ :“ hm, où m est une mesure positive et h P L1pΩ,mq, alors
}µ}M “ }h}L1pΩ,mq.

Démonstration. On a vu que |µ| “ |h|m, donc |µ|pΩq “
ş

Ω |h| dm. �

2. Théorème de Lebesgue-Radon-Nikodym

Définition 2.1. Soit m une mesure ě 0 sur pΩ,Bq, et soit µ une mesure complexe.

(a) On dit que µ est singulière par rapport à m, et on écrit µ K m, s’il existe
un ensemble mesurable D Ď Ω tel que mpDq “ 0 et µ est portée par D, i.e.
µpAq “ µpAXDq pour tout A P B (ou encore : µpBq “ 0 pour tout B P B tel que
B XD “ H).

(b) On dit que µ est absolument continue par rapport à m, et on écrit µ ! m, si
l’implication suivante a lieu pour tout ensemble mesurable A Ď Ω : mpAq “ 0 ùñ

µpAq “ 0.

Exemples. Si h P L1pΩ,mq, alors µ :“ hm ! m. Si m “ λ1, la mesure de Lebesgue
sur R, alors δa K m pour tout a P R.

Remarque. Si m est une mesure ě 0 sur pΩ,Bq, la seule mesure complexe µ telle
que µ K m et µ ! m est µ “ 0.

Démonstration. Exo. �

Théorème 2.2. Soit m une mesure ě 0 et sigma-finie sur pΩ,Bq, et soit µ une
mesure complexe.

(1) On peut écrire de manière unique µ sous la forme µ “ λ ` ν, où λ et ν sont des
mesures complexes telles que λ ! m et ν K m. De plus, si µ ě 0 alors λ ě 0 et
ν ě 0. L’écriture µ “ λ` ν est la décomposition de Lebesgue de la mesure µ.

(2) La mesure λ est de la forme λ “ hm, pour une certaine h P L1pΩ,mq.
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Démonstration. Comme µ est combinaison linéaire de mesures positives finies, on
peut se contenter de démontrer le théorème pour µ ě 0 (et finie).
Par ailleurs, l’unicité dans (1) est facile à démontrer : si µ “ λ1 ` ν1 “ λ2 ` ν2 avec
λi ! m et νi K m, alors la mesure λ2 ´ λ1 “ ν1 ´ ν2 est à la fois ! m et K m (exo),
donc λ2 ´ λ1 “ 0 “ ν1 ´ ν2. Il suffit donc de prouver la partie “existence” de (1), et
(2). On va en fait démontrer les deux choses en même temps.

Cas 1. On suppose que la mesure m est finie.

L’idée est de chercher λ sous la forme λ “ hm, où h est la “plus grande fonction
possible”. Posons

H : “
 

h : Ω Ñ r0,8s mesurable; hm ď µ
(

“

!

h ě 0; @A P B :

ż

A
h dm ď µpAq

)

.

Comme µ ě 0, l’ensemble H contient h :“ 0, et donc H ‰ H. On peut donc poser

α :“ sup
!

ż

Ω
h dm; h P H

)

;

et on a α ď µpΩq ă 8.

Fait 1. Il existe une fonction h P H telle que
ş

Ω h dm “ α.

Preuve du Fait 1. On remarque d’abord que si h1, h2 P H, alors h :“ maxph1, h2q P

H. En effet, on a h “ 1Eh1 ` 1Ech2, où E :“ th1 ě h2u, donc @A P B :
ş

A h dm “
ş

AXE h1 dm`
ş

AXEc h2 dm ď µpAX Eq ` µpAX Ecq “ µpAq.

On en déduit qu’il existe une suite croissante phnqnPN Ď H telle que
ş

Ω hn dm Ñ α :
si punq est une suite d’éléments de H telle que

ş

Ω un dm Ñ α, on peut prendre hn :“
maxpu0, . . . , unq. Alors la fonction h :“ supnPN hn convient (exo). �

Comme h P H, la mesure hm est positive, finie, et hm ď µ. Donc ν :“ µ´ hm est une
mesure positive bien définie.Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que ν K m.

Pour ε ą 0, posons
Eε :“

 

E P B; νpEq ă εmpEq
(

.

Notons que si E P Eε, alors mpEq ą 0. Cependant, il n’est pas immédiatement apparent
que Eε ‰ H.

Fait 2. Soit ε ą 0. Si A P B vérifie mpAq ą 0, alors on peut trouver E P Eε tel
que E Ď A.

Preuve du Fait 2. Comme mpAq ą 0, on a
ş

Ωph`ε1Aq dm “ α`εmpAq ą α ; donc
la fonction h ` ε1A n’appartient pas à H. Par définition de H, on peut donc trouver
B P B tel que

ş

Bph` ε1Aq dm ą µpBq. On a ainsi µpBq ´
ş

B h dm ă εmpAXBq, i.e.
νpBq ă εmpA X Bq. Comme ν est une mesure ě 0, on a donc a fortiori νpA X Bq ă
εmpAXBq, donc E :“ AXB convient. �

Fait 3. Pour tout ε ą 0, on peut trouver E P Eε tel que mpΩzEq “ 0.

Preuve du Fait 3. Par le Lemme de Zorn, il existe une partie F de Eε qui est formée
d’ensembles deux à deux disjoints et maximale relativement à cette propriété. Comme
mpF q ą 0 pour tout F P F puisque F Ď Eε et comme la mesure m est (sigma-)finie,
F est nécessairement dénombrable (exo) ; donc on peut écrire F “ tFk; k P Ku, où
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K Ď N. Posons E :“
Ť

kPK Fk. Comme les Fk sont disjoints, on a νpEq “
ř

kPK νpFkq ă
ř

kPK εmpFkq “ εmpEq ; donc E P Fε. Si on avait mpΩzEq ą 0, on pourrait trouver
graâce au Fait 2 un ensemble E P Eε tel que E Ď Ωz

Ť

kPN Fk. Alors FYtEu serait une
partie de Eε contenant strictement F et formée d’ensembles deux à deux disjoints, ce
qui contredirait la maximalité de F. �

Par le Fait 3, on peut choisir pour tout n P N˚ un ensemble En P E1{n tel que
mpΩzEnq “ 0. Posons alors

D :“
8
ď

n“1

pΩzEnq “ Ωz
8
č

n“1

En.

Par définition de D, on a mpDq “ 0. De plus,

νpΩzDq ď νpEnq ă
1

n
mpEnq ď

1

n
mpΩq pour tout n ě 1,

et donc νpΩzDq “ 0 car la mesure m est finie. Comme la mesure ν est ě 0, on a donc
νpBq “ 0 pour tout B Ď ΩzD, et donc ν K m puisque mpDq “ 0.

Cas 2. La mesure m est seulement sigma-finie.

On se ramène au Cas 1 grâce au fait suivant.

Fait 2.3. Il existe une mesure positive finie m1 telle que m1 ! m et m ! m1.

Démonstration. Comme la mesure m est sigma-finie, on peut trouver (exo) une
suite pEkqkě1 d’ensembles mesurables deux à deux disjoints tels que mpEkq ă 8 pour
tout k et Ω “

Ť8
k“1Ek. En supposant mpEkq ą 0 pour tout k, posons alors

w :“
8
ÿ

k“1

2´k

mpEkq
1Ek .

La fonction w est une fonction mesurable positive bien définie, et wpxq ą 0 pour tout
x P Ω. On a

ş

Ωw dm “
ř8
k“1 2´k “ 1, donc la mesure m1 :“ wm est finie ; et m1 ! m

par définition. Inversement, si A P B vérifie m1pAq “
ş

Aw dm “ 0, alors mpAq “ 0 car
wpxq ą 0 pour tout x P A ; donc m ! m1. �

Si on applique le Cas 1 à la mesure m1 donnée par le Fait 2.3, on voit qu’on peut
écrire µ “ λ ` ν où λ ! m1 et ν K m1. Mais alors λ ! m car m1 ! m ; et ν K m car
m ! m1. �

Corollaire 2.4. (Théorème de Radon-Nikodym)
Soit m une mesure positive sigma-finie sur pΩ,Bq, et soit µ une mesure complexe. Si
µ ! m, alors µ “ hm pour une certaine h P L1pΩ,mq.

Démonstration. C’est évident par le théorème. �

Corollaire 2.5. Une variable aléatoire réelle X est “à densité” si et seulement
si sa loi PX est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

Corollaire 2.6. Si µ est une mesure complexe sur pΩ,Bq, alors µ “ h|µ| pour
une certaine fonction mesurable h : Ω Ñ C telle que |hpxq| ” 1.

Démonstration. Comme |µpAq| ď |µ|pAq pour tout A P B, on a certainement
µ ! |µ|. Donc µ “ h|µ| pour une certaine h P L1pΩ, |µ|q. Alors |µ| “ |h||µ| ; donc
|h| “ 1 au sens de L1p|µ|q ; et quitte à redéfinir h sur un ensemble |µ|-négligeable, on
peut supposer que |hpxq| “ 1 pour tout x P Ω. �
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Corollaire 2.7. Si µ est une mesure réelle sur pΩ,Bq, alors il existe une partition
mesurable pE`, E´q de Ω telle que @A P B : µ`pAq “ µpA X E`q “ |µ|pA X E`q et
µ´pAq “ ´µpAXE´q “ |µ|pAXE´q. En particulier, µ` est portée par E` et µ´ est
portée par E´, et donc µ` K µ´.

Démonstration. Comme µ est réelle, on peut écrire µ “ h|µ| pour une certaine
fonction mesurable h : Ω Ñ R telle que @x P Ω : hpxq “ ˘1. Posons E` :“ th “ 1u
et E´ :“ th “ ´1u. Alors pE`, E´q est une partition mesurable de Ω. On a µ` “
1
2p|µ| ` µq “ 1

2p1 ` hq|µ| “ 1E` |µ|, donc @A P B : µ`pAq “ |µ|pA X E`q ; et comme
h ” 1 sur E`, on a aussi µpA X E`q “

ş

AXE` h d|µ| “ |µ|pA X E`q. Même type de
raisonnement pour µ´. �

Corollaire 2.8. L’espace MpΩq est complet pour la norme } ¨ }M .

Démonstration. La preuve repose sur le fait suivant.

Fait. Si pµnqnPN est une suite de mesures complexes sur Ω, alors il existe une
mesure positive finie m telle que @n P N : µn ! m.

Preuve du Fait. On peut supposer que µn ‰ 0 pour tout n P N. On peut donc

poser m :“
ř8
n“0

2´n

|µn|pΩq
|µn|, et on vérifie que m convient. �

Remarque. Si on veut juste une mesure m sigma-finie (ce qui suffit pour la suite)
il suffit de poser m :“

ř8
n“0 |µn|.

Soit maintenant pµnqnPN une suite de Cauchy dans MpΩq. Par le Fait et le Théorème
de Radon-Nikodym, on peut trouver une mesure positive finie m et une suite phnq Ď
L1pΩ,mq telles que @n P N : µn “ hnm. Alors }hq ´ hp}1 “ }µq ´ µp}M pour tous
p, q P N ; donc la suite phnq est de Cauchy dans L1pΩ,mq, et donc elle converge dans
L1pΩ,mq vers une fonction h puisque L1pΩ,mq est complet. Donc µn Ñ µ :“ hm pour
la norme de MpΩq. �

3. Formes linéaires continues sur Lp

Dans cette section pΩ,B,mq est un espace mesuré fixé une fois pour toutes. Bien que
ce ne soit pas strictement indispensable, on suppose que

la mesure m est sigma-finie.

Pour 1 ď p ď 8, on pose Lp :“ LppΩ,mq. Si p ă 8, on pose }f}p :“
`ş

Ω |f |
pdm

˘1{p

pour toute fonction mesurable f : Ω Ñ C (même si f R Lp).

Rappel. Soit p, q P r1,8s des exposants conjugués (1
p `

1
q “ 1). Pour toutes

fonctions mesurables f, g : Ω Ñ C, on a }fg}1 ď }f}p }g}q. En particulier : si f P Lp et
g P Lq, alors fg P L1.

Démonstration. Hölder. �

Lemme 3.1. Soit p P r1,8s, et soit q l’exposant conjugué. Pour g P Lq, on note
Φg : Lp Ñ C la forme linéaire définie par Φgpfq :“

ş

Ω fg dm. Alors Φg est continue et
}Φg} “ }g}q.
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Démonstration. Par Hölder, Φg est continue et }Φg} ď }g}q. Il reste à montrer
l’inégalité inverse }Φg} ě }g}q. Bien entendu, on peut supposer que g ‰ 0.

Dans ce qui suit, on fixe une fonction mesurable θ : Ω Ñ C telle que

|θpxq| ” 1 et θg “ |g|.

Supposons que p “ 1, et donc q “ 8. Soit α ă }g}8. Par définition de la norme } ¨ }8,
l’ensemble Eα :“ t|g| ą αu vérifie mpEαq ą 0. Comme la mesure m est sigma-finie,
on peut donc trouver un ensemble mesurable E Ď Eα tel que 0 ă mpEq ă 8. Alors
f :“ 1Eθ P L

1 et f ‰ 0. On a }f}1 “
ş

E |θ| dm “ mpEq, et Φgpfq “
ş

E θg dm “
ş

E |g| dm ě αmpEq “ α}f}1. Donc }Φ} ě α ; et comme α ă }g}8 est quelconque, on
en déduit }Φ} ě }g}8.

Supposons maintenant que p “ 8, et donc q “ 1. Alors f :“ θ P L8 avec }f}8 “ 1, et
Φgpfq “

ş

Ω θg dm “
ş

Ω |g| dm “ }g}1 ; donc }Φg} ě }g}1.

Supposons enfin que 1 ă p, q ă 8. Posons f :“ θ|g|q´1. Comme p` q “ pq et |θ| ” 1,

on a |f |p “ |g|ppq´1q “ |g|q ; donc f P Lp et }f}p “ }g}
q{p
q . Par ailleurs, comme θg “ |g|,

on a aussi fg “ gθ|g|q´1 “ |g|q ; donc Φgpfq “
ş

Ω |g|
qdm “ }g}qq. Par conséquent,

}Φg} ě
Φgpfq
}f}p

“ }g}
q´ q

p
q “ }g}q. �

Remarque. Le fait que la mesure m soit sigma-finie a servi uniquement pour le
cas p “ 1.

Corollaire 3.2. Si g1, g2 P L
q et si Φg1 “ Φg2, alors g1 “ g2.

Démonstration. L’application g ÞÑ Φg étant linéaire, on a Φg2´g1 “ 0, et donc
}g2 ´ g1}q “ 0. �

Corollaire 3.3. (“principe de dualité” dans Lp)
Soit 1 ď p ď 8 d’exposant conjugué q, et soit f : Ω Ñ C une fonction mesurable. Soit
également C P R`. On suppose que

@g P Lq étagée :

ż

Ω
|fg| dm ď C }g}q.

Alors on peut conclure que f P Lp et }f}p ď C.

Démonstration. Supposons d’abord que p ă 8. Comme la mesure m est sigma-
finie, on peut trouver une suite croissante d’ensembles mesurables pΩnqně0 telle que
mpΩnq ă 8 pour tout n et

Ť8
n“0 Ωn “ Ω. Pour n P N, posons fn :“ |f |1En , où

En :“ Ωn X t|f | ď nu. Alors fn ě 0, la suite pfnq est croissante et fnpxq Ñ |fpxq|
pour tout x P Ω. Donc }fn}p Ñ }f}p par convergence monotone. Par ailleurs, on a
fn P L

p pour tout n P N, car |fn| ď n1Ωn et mpΩnq ă 8. De plus, on a
ş

Ω |fng| dm ď
ş

Ω |fg| dm ď C }g}q pour toute g P Lq étagée. Comme les fonctions étagées sont denses
dans Lq, on en déduit que la forme linéaire continue Φfn : Lq Ñ C vérifie }Φfn} ď C.
Par le lemme, on a donc }fn}p ď C, pour tout n P N. Donc }f}p “ limnÑ8 }fn}p ď C.
Si p “ 8, la preuve est la même en considérant les fonctions fn :“ |f |1t|f |ďnu (on
n’a pas besoin des Ωn). On a fn P L

8 pour tout n P N, et }fn}8 ď C par le lemme.
Comme fnpxq Ñ |fpxq| pour tout x P Ω, on en déduit que |fpxq| ď C pp, i.e. f P L8

et }f}8 ď C. �
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Corollaire 3.4. (Inégalité de Minkowski intégrale)
Soit f : Ω Ñ C une fonction mesurable. On suppose que f est de la forme fpxq “
ş

Λ Ftpxq dνptq, où pΛ,T, νq est un autre espace mesuré sigma-fini et la fonction px, tq ÞÑ
Ftpxq est mesurable. Pour tout 1 ď p ă 8, on a }f}p ď

ş

Λ }Ft}p dνptq.

Démonstration. On peut évidemment supposer que C :“
ş

Λ }Ft}p dνptq ă 8.
D’après le principe de dualité, il suffit de montrer que

@g P Lq :

ż

Ω
|fg| dm ď C }g}q.

C’est une majoration “automatique” : par Fubini+Hölder,
ż

Ω
|fg| dm “

ż

Ω
|gpxq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Λ
Ftpxq dνptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dmpxq

ď

ż

Λ

ˆ
ż

Ω
|Ftpxqgpxq| dmpxq

˙

dνptq

ď

ż

Λ
}Ft}p}g}q dνptq “ C }g}q.

�

Théorème 3.5. Si 1 ď p ă 8, alors toute forme linéaire continue sur Lp est du
type Φg. Autrement dit, si Φ : Lp Ñ C est une forme linéaire continue, alors il existe
une unique g P Lq telle que

@f P Lp : Φpfq “

ż

Ω
fg dm.

Démonstration. L’unicité découle du Lemme 3.1. Pour l’existence, on va distinguer
2 cas.

Cas 1. La mesure m est finie.

Dans ce cas, on a 1A P L
p pour tout A P B. On peut donc poser

µpAq :“ Φp1Aq.

La fonction µ est une mesure complexe sur pΩ,Bq. En effet, si pAkqkPN est une suite
d’ensembles mesurables deux à deux disjoints, alors

1Ť8
k“0 Ak

“

8
ÿ

k“0

1Ak ,

où la série converge dans Lp car p ă 8 (exo). Comme Φ P pLpq˚, on a donc

µ

˜

8
ď

k“0

Ak

¸

“ Φ
´

1Ť8
k“0 Ak

¯

“

8
ÿ

k“0

Φ
`

1Ak
˘

“

8
ÿ

k“0

µpAkq.

De plus, la mesure µ est absolument continue par rapport à m : si mpAq “ 0, alors
1A “ 0 dans Lp “ LppΩ,mq, donc µpAq “ Φp1Aq “ 0.

Par le Théorème de Radon-Nikodym, on a donc µ “ gm pour une certaine g P
L1pΩ,mq. Ainsi,

Φp1Aq “

ż

A
g dm “

ż

Ω
1Ag dm pour tout A P B;
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et donc, par linéarité :

(3.1) Φpfq “

ż

Ω
fg dm pour toute fonction f étagée.

On en déduit en particulier qu’on a
ˇ

ˇ

ş

Ω fg dm
ˇ

ˇ ď }Φ} }f}p pour toute fonction f étagée ;
donc, d’après le “principe de dualité” (Corollaire 3.3 où on a échangé p et q), on peut
affirmer que g P Lq. La forme linéaire Φg est donc bien définie et continue sur Lp. Par
(3.1), on a Φpfq “ Φgpfq pour toute fonction f étagée ; donc Φ “ Φg car les fonctions
étagées sont denses dans Lp. Ceci termine la preuve dans le cas où la mesure m est
finie.

Cas 2. La mesure m est seulement sigma-finie.

Soit pΩnqnPN une suite croissante d’ensembles mesurables telle que
Ť8
n“0 Ωn “ Ω. Pour

n P N, notons LppΩnq l’espace Lp
`

Ωn,m|Ωn
˘

. On considère LppΩnq comme un sous-
espace de Lp “ LppΩ,mq en prolongeant par 0 les éléments de LppΩnq ; autrement dit,
on identifie LppΩnq à tf P Lp; f “ 0 pp sur ΩzΩnu. Pour tout n P N, la restriction de
Φ à LppΩnq est une forme linéaire continue de norme ď }Φ}. D’après la Cas 1, il existe
donc une unique gn P L

qpΩnq telle que @f P LppΩnq : Φpfq “
ş

Ωn
fg dm “

ş

Ω fg dm,

et on a }gn}LqpΩnq ď }Φ}. Par unicité, on a gm “ gn pp sur Ωn si n ď m. Donc il
existe une fonction mesurable pp définie g : Ω Ñ C telle que @n P N : g “ gn
pp sur Ωn. On a alors Φpfq “

ş

Ω fg dm pour toute f P
Ť

nPN L
ppΩnq. De plus, on a

}1Ωng}q “ }gn}LqpΩnq ď }Φ} pour tout n P N, donc g P Lq et }g}q ď }Φ} (exo). Comme
Ť

nPN L
ppΩnq est dense dans Lp car p ă 8 (autre exo), on en déduit que Φ “ Φg. �

Remarque. On peut montrer que si 1 ă p ă 8, alors on n’a en fait pas besoin de
supposer que la mesure m est sigma-finie.

Corollaire 3.6. Si 1 ď p ă 8, alors pLpq˚ s’identifie isométriquement à Lq, où
q est l’exposant conjugué de p.

Remarque. “En général”, le résultat est faux pour p “ 8. Plus précisément,
s’il existe une suite pEnqnPN d’ensembles mesurables deux à deux disjoints tels que
mpEnq ą 0 pour tout n P N, alors L1 n’est pas le dual de L8, i.e. il existe des formes
linéaires continues sur L8 qui ne sont pas de la forme Φg avec g P L1.

Démonstration. Pour toute suite a P `8pNq, posons

fa :“
8
ÿ

n“0

an1En P L
8.

L’application a ÞÑ fa est linéaire, et comme mpEnq ą 0 pour tout n P N, on a }fa}8 “
}a}`8 . Donc l’application a ÞÑ fa est une isométrie, et en particulier cette application
est injective.

Soit maintenant c Ď `8pNq le sous-espace vectoriel constitué par toutes les suites a
admettant une limite dans C, et soit Z :“ tfa; a P cu Ď L8 ; autrement dit, Z est le
sous-espace vectoriel de L8 constitué par toutes les fonctions f P L8 s’écrivant sous
la forme

f “
8
ÿ

n“0

an1En , avec a “ panq P c.
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Fait. Il existe une forme linéaire continue Φ : L8 Ñ C telle que

@f “
8
ÿ

n“0

an1En P Z : Φpfq “ lim
nÑ8

an.

Preuve du Fait. Si f “ fa P Z, on peut poser ϕpfq :“ lim an car a est uniquement
déterminée par f . Alors |ϕpfq| ď supnPN |an| “ }f}8 ; donc ϕ est une forme linéaire
continue sur pZ, } ¨ }8q, d’où le résultat par le Théorème de Hahn-Banach. �

Montrons que la forme linéaire Φ donnée par le Fait n’est pas du type Φg. Supposons
qu’il existe g P L1 telle que

@f “
8
ÿ

n“0

an1En P Z :

ż

Ω
fg dm “ lim

nÑ8
an.

Alors
ż

En

g dm “ Φp1Enq “ 0 pour tout n P N.

Mais par ailleurs, comme g P L1, on a par convergence dominée :
ż

Ω
fg dm “

8
ÿ

n“0

an

ż

En

g dm pour toute f “
8
ř

n“0
an1En P Z.

Donc
ş

Ω fg dm “ 0 pour toute f P Z, autrement dit @f P Z : Φpfq “ 0 ; mais ceci est
faux car

Φ

˜

8
ÿ

n“0

1En

¸

“ lim
nÑ8

1 “ 1.

�

4. Formes linéaires continues sur CpΩq

Dans cette section, Ω est un espace topologique compact métrisable. On note CpΩq
l’espace des fonctions continues f : Ω Ñ C muni de la norme } ¨ }8. De plus, on note
CRpΩq l’ensemble des f P CpΩq à valeurs réelles, et C`pΩq l’ensemble des f P CpΩq à
valeurs réelles ě 0. On note aussi MpΩq l’ensemble des mesures boréliennes complexes
sur Ω,MRpΩq l’ensemble des mesures réelles, etM`pΩq l’ensemble des mesures positives
finies.

Lemme 4.1. Soit µ PMpΩq. Notons Lµ : CpΩq Ñ C la forme linéaire définie par

Lµpfq :“

ż

Ω
f dµ.

Alors Lµ est continue et }Lµ} “ }µ}M “ |µ|pΩq.

Démonstration. Écrivons µ “ h|µ|, où |hpxq| ” 1. Si f P CpΩq, alors Lµpfq “
ş

Ω fh d|µ|, donc |Lµpfq| ď
ş

Ω |fh| d|µ| “
ş

Ω |f | d|µ| ď }f}8 |µ|pΩq. Donc Lµ est conti-
nue et }Lµ} ď |µ|pΩq.

L’inégalité inverse }Lµ} ě |µ|pΩq est plus délicate. Le point clé est le fait suivant.

Fait 4.2. Soit m PM`pΩq. Si θ : Ω Ñ C est une fonction mesurable bornée, alors,
pour tout ε ą 0, on peut trouver une fonction f P CpΩq telle que }f}8 ď }θ}8 et
m
`

t|f ´ θ| ě εu
˘

ă ε.
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Preuve du Fait. Comme θ est (mesurable et) bornée on peut trouver une fonction

étagée rθ telle que }rθ ´ θ}8 ă ε et |rθpxq| ď |θpxq| pour tout x P Ω. Écrivons rθ “
řN
i“1 ci1Ai , où les Ai forment une partition mesurable de Ω. Soit également η ą 0 à

choisir. Comme Ω est métrisable, il est “bien connu” que la mesure m est régulière :
pour tout borélien A Ď Ω, on peut trouver un fermé E tel que E Ď A et mpAzEq ă η.
On peut donc trouver, pour i “ 1, . . . , N , un compact Ei Ď Ai tel que mpAizEiq ă η.

Soit E :“
ŤN
i“1Ei. Comme les Ei sont des fermés de Ω deux à deux disjoints, la

fonction φ :“ rθ|E (qui est constante sur chaque Ei) est continue sur E. D’après le
Théorème de Tietze-Urysohn, on peut prolonger φ en une fonction f continue sur Ω
telle que }f}8 “ }φ}8. Autrement dit, on peut trouver une fonction f P CpΩq telle

que fpxq ” ci sur Ei pour i “ 1, . . . , N et }f}8 ď max1ďiďN |ci| “ }rθ}8. Alors

}f}8 ď }θ}8, et comme f ” rθ sur E “
ŤN
i“1Ei, on a |f ´ θ| ă ε sur E. Donc

m
`

t|f ´ θ| ě εu
˘

ď mpΩzEq “
řN
i“1mpAizEiq ă Nη ă ε si on prend η ă ε{N . �

Soit ε ą 0. On applique le Fait avec m :“ |µ| et θ :“ h̄ “ 1
h , où h : Ω Ñ C est telle que

|hpxq| ” 1 et µ “ h|µ| : cela fournit f P CpΩq telle que }f}8 ď 1 et |µ|
`

t|f´θ| ě εu
˘

ă ε.
Alors

|Lµpfq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
fh d|µ|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
θh d|µ|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
pf ´ θq d|µ|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |µ|pΩq ´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
pf ´ θq d|µ|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě |µ|pΩq ´

ż

Ω
|f ´ θ| d|µ|

ě |µ|pΩq ´
`

ε|µ|pΩq ` 2ε
˘

.

Comme ε ą 0 est arbitraire, on en déduit }Lµ} ě |µ|pΩq. �

Corollaire 4.3. Si µ1, µ2 PMpΩq et si Lµ1 “ Lµ2, alors µ1 “ µ2.

Définition 4.4. Soit L : CpΩq Ñ C une forme linéaire. On dit que L est réelle
si on a Lpfq P R pour toute f P CRpΩq ; et on dit que L est positive si on a Lpfq ě 0
pour toute f P C`pΩq.

Remarque 1. Toute forme linéaire positive est réelle.

Démonstration. C’est clair puisque CRpΩq “ C`pΩq ´ C`pΩq. �

Remarque 2. Une forme linéaire L : CpΩq Ñ C est réelle si et seulement si Lpf̄q “

Lpfq pour toute f P CpΩq.

Démonstration. Exo. �

Exemple. Soit µ PMpΩq. Alors µ est réelle si et seulement si la forme linéaire Lµ
est réelle ; et µ est ě 0 si et seulement si Lµ est positive.

Démonstration. Il est clair que si µ est réelle alors Lµ est réelle, et que si µ est ě 0
alors Lµ est positive.

Écrivons µ “ µ1 ` iµ2, avec µ1 et µ2 réelles. Si Lµ est réelle, alors @f P CRpΩq :
Lµ2pfq “ Im

`

Lµpfq
˘

“ 0 ; donc Lµ2 “ 0 par linéarité de Lµ2 , et donc µ2 “ 0 par le
Corollaire 4.3. On montre de même que si Lµ est positive, alors µ ě 0. �
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Lemme 4.5. Soit L : CpΩq Ñ C une forme linéaire. Alors L est positive si et
seulement si elle est continue avec }L} “ Lp1q.

Démonstration. Supposons L positive. Alors L est en particulier réelle, donc Lpf̄q “

Lpfq pour toute f P CpΩq, ce qui entraine que @f P CpΩq : LpRepfqq “ Re
`

Lpfq
˘

.
Soit f P CpΩq quelconque, et choisissons ω P C tel que |ω| “ 1 et |Lpfq| “ ωLpfq.
Alors |Lpfq| “ Re

`

Lpωfq
˘

car |Lpfq| P R, et donc |Lpfq| “ L
`

Repωfq
˘

puisque L est
réelle. Maintenant, la fonction g :“ }f}8 1 ´ Repωfq est réelle ě 0 ; donc Lpgq ě 0,
i.e. }f}8Lp1q ě L

`

Repωfq
˘

“ |Lpfq|. Donc L est continue et }L} ď Lp1q. Mais
|Lp1q| ď }L} }1}8 “ }L}, donc }L} “ Lp1q.

Inversement, supposons que L soit continue avec }L} “ Lp1q, et montrons que L est
positive. On peut supposer que }L} “ 1 “ Lp1q. Il suffit de montrer que si f P CpΩq
vérifie 0 ď f ď 1, alors Lpfq P r0, 1s. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors on
peut trouver un disque ouvert D “ Dpa, rq Ď C tel que r0, 1s Ď D et Lpfq R D (faire
un dessin). Comme fpΩq Ď r0, 1s Ď D, la fonction f ´a1 P CpΩq vérifie }f ´a1}8 ă r.
Donc |Lpf´a1q| ă r puisque }L} “ 1. Mais comme Lp1q “ 1, on a Lpf´a1q “ Lpfq´a,
et donc |Lpf ´ a1q| ě r puisque Lpfq R D ; d’où une contradiction.

Autre preuve. Supposons comme plus haut que }L} “ 1 “ Lp1q. Montrons d’abord

que L est réelle, i.e. que Lpfq P R pour toute f P CRpΩq. Écrivons Lpfq “ a ` ib, et
supposons par exemple b ě 0. Supposons également que }f}8 “ 1. Comme f est réelle,
on a }f ` in}28 “ }f}

2
8 ` n2 “ 1 ` n2 pour tout n P N. Donc |Lpf ` inq|2 ď 1 ` n2

puisque }L} “ 1. Mais Lpf ` inq “ a ` ipb ` nq, donc |Lpf ` inq|2 “ a2 ` pb ` nq2 “
a2`b2`2nb`n2. On obtient ainsi 2nb ď 1´a2´b2 pour tout n P N. Comme le second
membre ne dépend pas de n, on en déduit b ď 0, et donc b “ 0 puisqu’on suppose
que b ě 0. Montrons maintenant que L est positive. Soit f P C`pΩq, et supposons
}f}8 ď 1. Alors 0 ď f ď 1, donc }1 ´ f}8 ď 1. Comme }L} “ 1 “ Lp1q, on a donc
|Lpfq| ď 1 et |1´Lpfq| “ |Lp1´ fq| ď 1. Mais t :“ Lpfq est un nombre réel puisque L
est réelle ; donc on a nécessairement 0 ď t ď 1. Ainsi Lpfq ě 0 pour toute f P C`pΩq
telle que }f}8 ď 1 ; donc L est positive.

�

Lemme 4.6. Soit L : CpΩq Ñ C une forme linéaire.

(1) L s’écrit de manière unique sous la forme L “ L1 ` iL2, où L1 et L2 sont des
formes linéaires réelles, qui sont continues si L est continues.

(2) Si L est réelle et continue, alors on peut écrire L “ L` ´ L´, où L` et L´ sont
des formes linéaires positives (décomposition de Riesz).

Démonstration. (1) On se convainc assez vite qu’on doit nécessairement poser

L1pfq :“
1

2

´

Lpfq ` Lpf̄q
¯

et L2pfq :“
1

2i

´

Lpfq ´ Lpf̄q
¯

;

et on vérifie que L1 et L2 ainsi définies conviennent.

(2) On peut supposer que }L} “ 1. Pour toute f P CRpΩq, on a ainsi

(4.1) |Lpfq| ď }f}8 “ }f
`}8 ` }f

´}8.

Posons alors

E :“ tpf, fq; f P CRpΩqu Ď CRpΩq ˆ CRpΩq,
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qui est un sous-espace vectoriel de CRpΩq ˆ CRpΩq, et soit p : CRpΩq ˆ CRpΩq Ñ R la
fonction définie par

ppu, vq :“ }u`}8 ` }v
´}8.

On vérifie sans difficulté que p est une fonctionnelle sous-linéaire (exo). Si on définit
ϕ : E Ñ R par ϕpf, fq :“ Lpfq, alors ϕ est une forme R-linéaire, et (4.1) dit que ϕ est
majorée par p. D’après le Théorème de Hahn-Banach, on peut donc trouver une forme
R-linéaire Φ : CRpΩq ˆ CRpΩq Ñ R telle que Φ|E “ ϕ et Φ ď p. Autrement dit, on peut
trouver deux formes R-linéaires Φ1,Φ2 : CRpΩq Ñ R telles que

@f P CRpΩq : Φ1pfq ` Φ2pfq “ Lpfq et

@pu, vq P CRpΩq ˆ CRpΩq : Φ1puq ` Φ2pvq ď }u
`}8 ` }v

´}8.

En prenant v :“ 0, on voit que Φpuq ď }u`}8 pour toute u P CRpΩq. Donc Φ1puq ď 0
pour toute u ď 0 ; autrement dit, Φ1puq ě 0 pour toute u P C`pΩq. De même, Φ2pvq ď 0
pour toute v P C`pΩq. Ainsi, Φ1 et ´Φ2 sont des formes R-linéaire positives sur CRpΩq.
On peut donc prolonger Φ1 et ´Φ2 en des formes C-linéaires positives L` et L´ sur
CpΩq en posant L`pf ` igq :“ L1pfq` iL1pgq et L´pf ` igq :“ ´Φ2pfq´ iΦ2pgq. Alors
Lpfq “ Φ1pfq`Φ2pfq “ L`pfq´L´pfq pour toute f P CRpΩq, et donc L “ L`´L´. �

Remarque. Voici une autre façon de démontrer (2). On commence par définir L`

sur C`pΩq en posant

L`pfq :“ sup
 

Lpuq; 0 ď u ď f
(

.

Comme L est continue, le “sup” est bien un nombre réel, donc la définition a un sens ;
et on a L`pfq ě 0 et L`pfq ě Lpfq pour toute f P C`pΩq. Il est clair également qu’on
a L`pλfq “ λL`pfq pour toute constante λ ě 0. Le point clé est de montrer que L`

est additive, i.e. L`pf ` gq “ L`pfq ` L`pgq pour toutes f, g P C`pΩq. L’inégalité
L`pfq ` L`pgq ď L`pf ` gq découle directement de la définition (exo). L’inégalité
inverse se prouve en montrant que si u P CpΩq vérifie 0 ď u ď f ` g, alors on peut
écrire u “ u1 ` u2 où u1, u2 P CpΩq et 0 ď u1 ď f , 0 ď u2 ď g : il suffit d’écrire
u “ f ´ pf ´ uq “

`

f ´ pf ´ uq`
˘

` pf ´ uq´ et de vérifier que cela convient.
Le reste est ensuite de la routine. On prolonge L` en une forme R-linéaire sur CRpΩq
en posant L`pfq :“ L`pf`q ´ L`pf´q, puis en une forme C-linéaire sur CpΩq en
posant L`pf1 ` if2q :“ L`pf1q ` iL

`pf2q. Alors L` est une forme linéaire positive, et
L´ :“ L` ´ L aussi puisque L`pfq ě Lpfq pour toute f P C`pΩq par définition.

Corollaire 4.7. Si L : CpΩq Ñ C est une forme linéaire continue, alors L est
combinaison linéaire de 4 formes linéaires positives.

On peut maintenant énoncer et démontrer le résultat principal de cette section,
qu’on appelle souvent le Théorème de représentation de Riesz

Théorème 4.8. Toute forme linéaire continue sur CpΩq est du type Lµ. Plus
précisément : si L : CpΩq Ñ C est une forme linéaire continue, alors il existe une
unique µ PMpΩq telle que

@f P CpΩq : Lpfq “

ż

Ω
f dµ.

De plus, µ est réelle si L est réelle, et µ est ě 0 si L est positive.

Démonstration. L’unicité découle du Lemme 4.1. Pour l’existence, on va distinguer
2 cas.
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Cas 1. Ω est l’espace de Cantor ∆ :“ t0, 1uN.

Soit L : Cp∆q Ñ C une forme linéaire continue sur Cp∆q : on cherche une mesure
complexe µ P Mp∆q telle que L “ Lµ. Par la Lemme 4.6, on peut supposer que la
forme linéaire L est positive ; et on cherche alors on cherche une mesure µ positive et
finie.

Notons A la famille de tous les ensembles W Ď ∆ à la fois ouverts et fermés. Il est clair
que A est une algèbre de parties de ∆, i.e. A est stable par réunions finies, intersections
finies et complémentation.

Fait 1. L’algèbre A engendre la tribu borélienne de ∆.

Preuve du Fait 1. On a vu que A est une base pour la topologie de ∆. Donc, tout
ouvert O Ď ∆ est réunion d’éléments de A. Comme ∆ est métrisable séparable, on en
déduit que tout ouvert de ∆ est réunion dénombrable d’éléments de A. (En fait, il n’est

pas très difficile de montrer que A est dénombrable.) Donc la tribu σpAq contient tous les
ouverts. �

Si W P A, alors la fonction 1W est continue sur ∆, i.e. 1W P CpΩq. On peut donc
poser

αpW q :“ L
`

1W
˘

pour tout W P A;

et on a αpW q ě 0 car L est une forme linéaire positive et 1W ě 0.

Fait 2. La fonction α : A Ñ R` est une mesure sur A : si pWkqkPN est une suite

d’éléments de A deux à deux disjoints telle que
Ť8
k“0Wk P A, alors α

´

Ť8
k“0Wk

¯

“
ř8
k“0 αpWkq.

Preuve du Fait 2. Comme W :“
Ť8
k“0Wk est fermé dans ∆, donc compact, et que

les Wk sont ouverts, on peut trouver K P N tel que W “
ŤK
k“0Wk ; autrement dit, la

réunion dénombrable est en fait une réunion finie. Alors Wk “ H pour tout k ą K
car les Wk sont disjoints ; et donc αpWkq “ 0 pour tout k ą K. De plus, toujours par

disjointude, on a 1ŤK
k“0 Wk

“
řK
k“0 1Wk

. Donc

αpW q “ L

˜

K
ÿ

k“0

1Wk

¸

“

K
ÿ

k“0

L
`

1Wk

˘

“

K
ÿ

k“0

αpWkq “

8
ÿ

k“0

αpWkq.

�

Fait 3. Vect
 

1W ; W P A
(

est dense dans Cp∆q.

Preuve du Fait 3. Posons A :“ Vect
 

1W ; W P A
(

. Comme A est stable par inter-
sections finies, A est stable par produit. Donc A est une sous-algèbre de Cp∆q, qui est
clairement auto-conjuguée. De plus, l’ensemble t1W ; W P Au sépare les points de ∆
car A est une base pour la topologie de ∆. A fortiori, l’algèbre A sépare les points de
∆. Donc on peut appliquer le Théorème de Stone-Weierstrass. �

Preuve directe, sans Stone-Weierstrass. Soit f P Cp∆q, et soit ε ą 0. On cherche
une fonction ϕ P Vect

 

1W ; W P A
(

telle que }ϕ´ f}8 ď ε.
Comme f est continue, on peut trouver pour tout x P ∆ un voisinage Vx de x tel que
diam

`

fpWxq
˘

ď ε. De plus, on peut supposer que Vx P A car A est une base pour la
topologie de ∆. Alors ∆ “

Ť

xP∆ Vx ; donc, par compacité, on peut trouver x1, . . . , xN P
∆ tels que ∆ “ Vx1 Y ¨ ¨ ¨ Y VxN . Si on pose W1 :“ Vx1 et Wi :“ VxizpVx1 Y ¨ ¨ ¨ Y Vxi´1q
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pour 1 ă i ď N , alors les Wi sont dans A, forment une partition de ∆ (en supposant
Wi ‰ H), et diam

`

fpWiq
˘

ď ε. Si on choisit un point wi PWi pour i “ 1, . . . , N , alors

la fonction ϕ :“
řN
i“1 fpwiq1Wi convient : si x P ∆ est quelconque, alors x P Wi pour

un unique i P J1, NK, et |fpxq ´ ϕpxq| “ |fpxq ´ fpwiq| ď diam
`

fpWiq
˘

ď ε. �

On peut maintenant conclure la preuve du Cas 1. Par les Faits 1 et 2 et le théorème
“standard” de prolongement de mesures, la mesure α : A Ñ R` se prolonge en une
mesure borélienne positive finie µ. Par définition de µ, on a Lp1W q “ µpW q pour tout
W P A. Donc Lpfq “

ş

∆ f dµ “ Lµpfq pour toute f P Vect
 

1W ; W P A
(

par linéarité ;
et donc L “ Lµ d’après le Fait 3 puisque L et Lµ sont continues.

Cas 2. Ω compact métrisable quelconque.

On sait qu’il existe une surjection continue s : ∆ � Ω. Alors l’appplication J : CpΩq Ñ
Cp∆q définie par Jf :“ f ˝ s est une isométrie linéaire de CpΩq dans Cp∆q, par surjec-
tivité de s (exo).

Soit maintenant L : CpΩq Ñ C une forme linéaire continue. D’après ce qui précède, on
définit une forme linéaire continue ϕ : J

`

CpΩq
˘

Ñ C en posant ϕpJfq :“ Lpfq pour
toute f P CpΩq. On a donc

@f P CpΩq : Lpfq “ ϕpf ˝ sq.

D’après le Théorème de Hahn-Banach, ϕ se prolonge en une forme linéaire continue
Φ : Cp∆q Ñ C ; et par le Cas 1, Φ est de la forme Lν pour une certaine mesure
ν PMp∆q. Ainsi, on a

@f P CpΩq : Lpfq “

ż

∆
pf ˝ sq dν.

Soit alors µ PMpΩq la mesure image de ν par s :

µpAq :“ ν
`

s´1pAq
˘

pour tout borélien A Ď Ω.

Par définition, on a
ş

Ω f dµ “
ş

∆pf ˝ sq dν pour toute fonction borélienne étagée f :
Ω Ñ C. Par approximation, ceci est encore vrai pour toute fonction borélienne bornée
f : Ω Ñ C ; et donc en particulier pour toute f P CpΩq. On a donc montré que
Lpfq “

ş

Ω f dµ pour toute f P CpΩq, ce qui termine la preuve du théorème. �

Corollaire 4.9. L’espace
`

CpΩq
˘˚

s’identifie isométriquement à MpΩq.

Corollaire 4.10. Toute forme R-linéaire continue L : CRpΩq Ñ R est de la forme
Lµ pour une unique mesure µ PMRpΩq.

Démonstration. La forme linéaire L se prolonge de manière unique en une forme

C-linéaire continue rL : CpΩq Ñ C par la formule rLpf1 ` if2q :“ Lpf1q ` iLpf2q. Cette

forme linéaire rL est réelle puisqu’elle prolonge L, donc elle est donnée par une mesure
réelle ; d’où le résultat. �

Remarque 4.11. Le Théorème de représentation de Riesz reste vrai dans le cas
d’un espace topologique compact Ω pas forcément métrisable, avec exactement le même
énoncé, à un petit point de “détail” près : ce qu’on doit noter MpΩq est l’ensemble des
mesures boréliennes complexes régulières sur Ω. Par définition, une mesure complexe
µ est dite régulière si sa variation totale m :“ |µ| est régulière au sens habituel, i.e.
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pour tout borélien A Ď Ω et pour tout ε ą 0, on peut trouver un fermé E et un
ouvert V tels que E Ď A Ď V et mpV zEq ă ε. (Il est “bien connu” que si Ω est un
espace topologique métrisable, alors toute mesure borélienne positive finie m sur Ω est
régulière, donc il n’y avait pas lieu d’introduire cette terminologie pour ce qui nous a
occupé ; mais on a fortement utilisé la régularité quand on a montré qu’une mesure
µ P MpΩq est entièrement déterminée par la forme linéaire Lµ.) Il est possible de
donner une preuve du Théorème de représentation de Riesz suivant le même scénario
que celle faite dans le cas métrisable ; mais les “détails techniques” sont plus délicats.

5. Intégrale vectorielle

Dans cette section pΩ,B,mq est un espace mesuré et X est un espace de Banach.
Une fonction f : Ω Ñ X est dite mesurable si elle est mesurable de pΩ,Bq dans
pX,BpXqq, où BpXq est la tribu borélienne de X.

Remarque 5.1. Si f : Ω Ñ X est mesurable, alors la fonction positive }f} est
mesurable.

Démonstration. Par composition. �

Notations. On note EpΩ, Xq l’ensemble de toutes les fonctions mesurables ϕ :
Ω Ñ X s’écrivant

ϕ “
N
ÿ

i“1

xi 1Ei ,

où x1, . . . , xN P X et mpEiq ă 8 pour i “ 1, . . . , N . Pour une telle fonction ϕ, on note
ş

Ω ϕdm l’élément de X défini par

ż

Ω
ϕdm :“

N
ÿ

i“1

mpEiqxi.

(On vérifie que ceci a bien un sens, i.e. que
řN
i“1mpEiqxi ne dépend que de ϕ et pas

de la façon d’écrire ϕ sous la forme ϕ “
řN
i“1 xi 1Ei .)

Fait 5.2. EpΩ, Xq est un espace vectoriel, l’application ϕ ÞÑ
ş

Ω ϕdm est linéaire

de EpΩ, Xq dans X, et on a
›

›

ş

Ω ϕdm
›

› ď
ş

Ω }ϕ} dm pour toute ϕ P EpΩ, Xq.

Démonstration. Les 2 premiers points sont évidents. Pour la majoration, on écrit
ϕ “

řN
i“1 ui 1Ei avec des Ei deux à deux disjoints : alors }ϕ} “

řN
i“1 }xi}1Ei , donc

ş

Ω }ϕ} dm “
řN
i“1 }xi}mpEiq ě

›

›

ş

Ω ϕdm
›

›. �

Fait 5.3. Si f : Ω Ñ X est mesurable et si ϕ P EpΩ, Xq, alors f `ϕ est mesurable.

Démonstration. Il suffit de le prouver pour ϕ “ x1E , où x P X et E P B. Si B est
un borélien de X et si t P Ω, alors

pf ` ϕqptq P B ðñ pt P E et fptq P B ´ xq ou pt R E et fptq P Bq .

Donc pf ` ϕq´1pBq “
´

E X f´1pB ´ xq
¯

Y

´

Ec X f´1pBq
¯

, et donc pf ` ϕq´1pBq est

mesurable. �

Définition 5.4. On dit qu’une fonction f : Ω Ñ X est m-mesurable si f est pp

égale à une fonction mesurable rf : Ω Ñ X.
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Remarque. Si f : Ω Ñ X est m-mesurable, on pose
ş

Ω }f} dm :“
ş

Ω }
rf} dm, où rf

est n’importe quelle fonction mesurable telle que f “ rf pp.

Définition 5.5. Soit f : Ω Ñ X. On dit que f est à image essentiellement
séparable s’il existe un sous-ensemble séparable Z Ď X tel que fptq P Z pp.

Remarque. Quitte à remplacer Z par vect pZq, on peut toujours supposer que Z
est un sous-espace vectoriel fermé de X.

Exemple. Si Ω est un espace topologique séparable, alors toute fonction continue
f : Ω Ñ X est à image essentiellement séparable.

Démonstration. Soit D Ď X un ensemble dénombrable dense. Alors Z :“ fpDq est
un sous-ensemble séparable de X, et on a fpΩq “ fpDq Ď Z par continuité de f . �

Lemme 5.6. Soit f : Ω Ñ X une fonction m-mesurable. On suppose que f est à
image essentiellement séparable, et que

ş

Ω }f} dm ă 8. Alors les choses suivantes ont
lieu.

(1) Il existe une suite pϕnqnPN Ď EpΩ, Xq telle que
ş

Ω }ϕn´ f} dmÑ 0. On dit qu’une
telle suite pϕnq est une suite approximante pour f .

(2) La limite limnÑ8

ş

Ω ϕn dm existe dans X pour toute suite approximante pϕnq pour
f , et elle est la même pour toutes les suites approximantes.

Démonstration. (1) Il suffit de montrer que pour tout ε ą 0, on peut trouver une
fonction ϕ P EpΩ, Xq telle que

ş

Ω }ϕ´ f} dm ă ε. On fixe donc ε ą 0.

Quitte à remplacer f par une fonction mesurable égale à f pp, on peut supposer que f
est mesurable. Soit Z Ď X un sous-espace fermé séparable tel que fptq P Z pp. Quitte
à redéfinir f en posant fptq :“ 0 pour t P f´1pXzZq, on peut supposer que fptq P Z
pour tout t P Ω. Donc, quitte à remplacer X par Z, on peut supposer d’emblée que
l’espace de Banach X est séparable.

Pour k P N, posons Ωk :“ tx P Ω; 2´k ď }fptq} ď ku. Les Ωk sont mesurables, la suite
pΩkq est croissante, et

Ť8
k“0 Ωk “ tt; fptq ‰ 0u. Comme la fonction }f} est intégrable

sur Ω, on en déduit que
ş

ΩzΩk
}f} dm Ñ 0 quand k Ñ 8. Donc on peut choisir k P N

tel que
ş

ΩzΩk
}f} dm ă ε{3. Notons que mpΩkq ă 8 d’après l’inégalité de Markov.

Soit η ą 0 à choisir. Comme X est séparable, on peut trouver une suite pBiqiPN de
boréliens de X telle que les Bi forment une partition de X et diampBiq ă η pour tout
i P N. Pour i P N, posons Ei :“ Ωk X f´1pBiq. Les Ei sont mesurables, deux à eux
disjoints, et

Ť

iPNEi “ Ωk. Comme
ş

Ωk
}f} dm ă 8, on peut donc trouver N P N tel

que
ş

Ωkz
ŤN
i“0 Ei

}f} dm ă ε{3. De plus, on peut évidemment supposer que les Ei sont

non vides. Choisissons un point ti P Ei pour i “ 0, . . . , N , et posons

ϕ :“
N
ÿ

i“0

1Eifptiq.
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Alors ϕ P EpΩ, Xq ; et par définition, on a }ϕptq ´ fptq} ă η sur
ŤN
i“0Ei et ϕptq “ 0

sur Ωz
ŤN
i“0Ei. Donc

ż

Ω
}f ´ ϕ} dm “

ż

Ωz
ŤN
i“0 Ei

}f} dm`

ż

ŤN
i“0 Ei

}f ´ ϕ} dm

“

ż

ΩzΩk

}f} dm`

ż

Ωkz
ŤN
i“0 Ei

}f} dm`

ż

ŤN
i“0 Ei

}f ´ ϕ} dm

ă 2ε{3` ηmpΩkq.

Donc, si on choisit η tel que ηmpΩkq ă ε{3, la fonction ϕ convient.

(2) Si pϕnq est une suite approximante pour f , alors la suite
`ş

Ω ϕn dm
˘

nPN est de

Cauchy dans X car
›

›

ş

Ω ϕq dm´
ş

Ω ϕp dm
›

› ď
ş

Ω }ϕq ´ ϕp} dm ď
ş

Ω }ϕq ´ f} dm `
ş

Ω }f´ϕp} dm pour tous p, q P N. Donc limnÑ8 ϕn existe dansX puisqueX est supposé
complet. Si pψnq est une autre suite approximante pour f , alors

ş

Ω }ϕn ´ ψn} dmÑ 0
car }ϕn ´ ψn} ď }ϕn ´ f} ` }f ´ ψn} ; donc on doit avoir lim

ş

Ω ϕn “ lim
ş

Ω ψn. �

Exercice. Soit f : Ω Ñ X une fonction m-mesurable telle que
ş

Ω }f} dm ă 8.
Montrer que f est à image essentiellement séparable si et seulement si on peut trouver
une suite pϕnqnPN Ď EpΩ, Xq telle que ϕnptq Ñ fptq pp.

Définition 5.7. Soit f : Ω Ñ X. On dit que f est m-intégrable au sens
de Bochner si f est m-mesurable, à image essentiellement séparable, et si on a
ş

Ω }f} dm ă 8. On pose alors
ş

Ω f dm “ lim
ş

Ω ϕn dm, où pϕnq est n’importe quelle
suite approximante pour f .

Exemple. Supposons que Ω soit un espace topologique et que m soit une mesure
borélienne. Si Ω est séparable et si la mesure m est finie, alors toute fonction continue
bornée f : Ω Ñ X est m-intégrable au sens de Bochner.

Proposition 5.8. Notons L1pΩ,m,Xq l’ensemble des fonctions f : Ω Ñ X m-
intégrables au sens de Bochner.

(1) L1pΩ,m,Xq est un espace vectoriel et l’application f ÞÑ
ş

Ω f dm est linéaire de

L1pΩ,m,Xq dans X.

(2) Si f P L1pΩ,m,Xq, alors
›

›

ş

Ω f dm
›

› ď
ş

Ω }f} dm.

(3) Si Y est un autre espace de Banach et si L P LpX,Y q, alors L ˝ f P L1pΩ,m, Y q
pour toute f P L1pΩ,m,Xq, et

L

ˆ
ż

Ω
f dm

˙

“

ż

Ω
L ˝ f dm.

Démonstration. (1) On se contente de montrer que si f, g P L1pΩ,m,Xq, alors
f ` g P L1pΩ,m,Xq. Bizarrement, la difficulté est en fait de montrer que f ` g est
m-mesurable.
Quitte à modifier f et g sur des ensembles de mesure 0, on peut supposer que f et g sont
mesurables. Par hypothèse, on peut trouver des sous-espaces séparables Zf , Zg Ď X

tels que fpxq P Ef pp et gpxq P Eg pp. Alors Z :“ Zf ` Zg est un sous-espace séparable
de X, et on a pfpxq P Z et gpxq P Z) pp. De plus, Z est fermé dans X, donc l’ensemble
E :“ tx P Ω; fpxq P Z et gpxq P Zu est mesurable. Donc, quitte à re-modifier f et g
en dehors de E, on peut supposer que @x P Ω : fpxq P Z et gpxq P Z. Le point clé est
maintenant le fait suivant.
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Fait. L’application P : Ω Ñ ZˆZ définie par P pxq :“ pfpxq, gpxqq est mesurable.

Preuve du Fait. Comme Z est un espace métrique séparable, la tribu borélienne
BpZ ˆ Zq est la tribu produit BpZq b BpZq : en effet, tout ouvert de Z ˆ Z est
réunion de produits d’ouverts, donc réunion dénombrable de produits d’ouverts par la
propriété de Lindelöf ; donc la tribu produit BpZq bBpZq contient tous les ouverts,
et donc BpZ ˆ Zq Ď BpZq b BpZq (l’inclusion inverse est vraie pour tout espace
topologique Z). �

Par le Fait, la fonction f ` g est mesurable car f ` g “ S ˝ P où S : Z ˆ Z Ñ X est
l’application continue définie par Spu, vq :“ u` v. De plus, f ` g est à valeur dans le
sous-espace séparable Z, et

ş

Ω }f ` g} dm ď
ş

Ω }f} dm`
ş

Ω }g} dm ă 8. Donc f ` g P

L1pΩ,m,Xq. La linéarité de l’application f ÞÑ
ş

Ω f dm est évidente par définition et
d’après le Fait 5.2.

(2) est clair par le Fait 5.2 ; et (3) est un exo facile. �

Corollaire 5.9. Si f P L1pΩ,m,Xq, alors

@x˚ P X˚ :

B

x˚,

ż

Ω
f dm

F

“

ż

Ω
xx˚, fptqy dmptq.

Remarque 5.10. Le Théorème de convergence dominée est valable pour les fonc-
tions à valeurs vectorielles : si pfnqnPN est une suite dans L1pΩ,m,Xq qui converge
presque partout vers une fonction f : Ω Ñ X et s’il existe une fonction g P L1pΩ,mq
telle que @n P N : }fptq} ď gptq pp, alors f P L1pΩ,m,Xq et

ş

Ω }fn ´ f} dmÑ 0 ; en
particulier

ş

Ω fn dmÑ
ş

Ω f dm.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Théorème de convergence dominée habituel
aux fonctions }fn ´ f}. �





Chapitre 5

Dualité

1. Le dual d’un espace vectoriel normé

1.1. Rappels et exemples.

Rappel. Si X est un espace vectoriel topologique sur K “ R ou C, on note X˚

l’ensemble des formes linéaires continues de X dans K. On dit que X˚ est le dual de
X. Si X est un espace vectoriel normé, alors X˚ “ LpX,Kq est un espace de Banach
(même si X n’est pas complet).

Notations. On note en général x˚, y˚, z˚ les éléments de X˚. Si x˚ P X˚ et x P X,
on écrit en général xx˚, xy au lieu de x˚pxq.

Remarque. Soit X un espace vectoriel normé, et notons BX la boule unité fermée
de X. Si x˚ P X˚, alors

}x˚} “ sup
 

|xx˚, xy|; x P BX
(

“ sup
 

Re xx˚, xy; x P BX
(

.

Démonstration. La 1ère égalité est la définition de }x˚}. Notons A le 1er “sup” et
B le 2ème. On a évidemment A ě B. Inversement, si x P BX , on peut trouver ω P K
tel que |ω| “ 1 et |xx˚, xy| “ ω xx˚, xy ; donc |xx˚, xy| “ Re |xx˚, xy| “ Re xx˚, ωxy ď B
car ωx P BX . �

Exemples. On sait décrire complètement les duaux de 3 classes très importantes
d’espaces.

(1) Si H est un espace de Hilbert, alors “H˚ “ H”.

(2) Si pΩ,B,mq est un espace mesuré avec une mesure m sigma-finie et si 1 ď
p ă 8, alors “pLpq˚ “ Lq”, où 1

p `
1
q “ 1.

(3) Si Ω est un espace topologique compact, alors “
`

CpΩq
˘˚
“MpΩq”.

Remarque. Dans le cas de l’espace de Hilbert H :“ L2 “ L2pΩ,mq, il y a une
subtilité : si on identifie pL2q˚ à L2 par la dualité “banachique” Lp-Lq avec p “ 2 “ q,
cela veut dire qu’on identifie une f P L2 avec la forme linéaire Φf : g ÞÑ

ş

Ω gf dm ; mais

si on identifie pL2q˚ à L2 par la dualité “hilbertienne”, cela veut dire qu’on identifie
une f P L2 avec la forme linéaire Ψf : g ÞÑ xg, fyL2 “

ş

Ω gf̄ dm, i.e. Ψf “ Φf̄ . Dans le

cas “banachique”, l’identification canonique entre pL2q˚ et L2 est linéaire ; et dans le
cas “hilbertien”, elle est antilinéaire.

Lemme 1.1. Soit X un espace vectoriel normé. Pour tout x P X, on peut trouver
x˚ P X˚ telle que }x˚} “ 1 et xx˚, xy “ }x}. En particulier :

@x P X : }x} “ sup
 

|xx˚, xy|; x˚ P BX˚
(

“ sup
 

Re xx˚, xy; x˚ P BX˚
(

.
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Démonstration. Conséquence du Théorème de Hahn-Banach. �

Corollaire 1.2. Si X est un espace vectoriel normé quelconque, alors X se plonge
isométriquement dans son bidual X˚˚ :“ pX˚q˚. Plus précisément, on définit une
isométrie linéaire jX : X Ñ X˚˚ en posant

xjXpxq, x
˚y :“ xx˚, xy pour tous x P X et x˚ P X˚.

On dit que jX : X Ñ X˚˚ est le plongement canonique de X dans X˚˚.

Démonstration. C’est évident. �

Remarque. Si x P X, on écrira parfois δx au lieu de jXpxq.

Corollaire 1.3. Tout espace vectoriel normé X admet un complété : il existe un

espace de Banach pX tel que “X Ď pX” et X est dense dans pX.

Démonstration. Il suffit de poser pX :“ jXpXq Ď X˚˚, et de se souvenir que X˚˚ “
pX˚q˚ est complet. �

Exercice. Montrer que le complété est unique à isomorphisme isométrique près.

Corollaire 1.4. Si X est un evn, alors dimpX˚q “ dimpXq.

Démonstration. Si dimpXq ă 8, alors X˚ est l’ensemble de toutes les formes
linéaires sur X, donc l’algèbre linéaire nous dit que dimpX˚q “ dimpXq ă 8. On
en déduit que si dimpX˚q ă 8, alors dimpX˚˚q ă 8, et donc dimpXq ă 8 puisque
X Ď X˚˚ ; autrement dit : si dimpXq “ 8, alors dimpX˚q “ 8 “ dimpXq. �

Notations. Soit X un espace vectoriel topologique.r Si A Ď X, on pose AK :“
 

x˚ P X˚; xx˚, uy “ 0 pour tout u P A
(

.r Si B Ď X˚, on pose BK :“
 

x P X; xu˚, xy “ 0 pour tout u˚ P B
(

.

Lemme 1.5. Soit X un evt localement convexe. Si A Ď X, alors
`

AK
˘

K
“ vect pAq.

Démonstration. Soit E :“ vectpAq. Par linéarité, on a AK “ EK, donc
`

AK
˘

K
“

`

EK
˘

K
. Il est clair que

`

EK
˘

K
est un sous-espace fermé de X et que E Ď

`

EK
˘

K
,

donc
`

EK
˘

K
Ě E. Inversement, si x P X et x R E, alors on peut trouver x˚ P EK tel

que xx˚, xy ‰ 0 (conséquence du Théorème de Hahn-Banach), donc x R
`

EK
˘

K
. Ainsi

XzE Ď Xz
`

EK
˘

K
, et au total E “

`

EK
˘

K
. �

1.2. Sous-espaces et quotients. La proposition suivante peut sembler totale-
ment formelle (et d’une certaine façon, elle l’est) ; mais elle est en fait très utile.

Proposition 1.6. Soit X un espace vectoriel normé, et soit E un sous-espace
vectoriel de X.

(1) On a “E˚ “ X˚{EK”. Plus précisément : l’opérateur de restriction R :
X˚ Ñ E˚ défini par Rx˚ :“ px˚q|E induit par passage au quotient une

isométrie bijective de X˚{EK sur E˚, d’inverse E˚ Q ϕ ÞÑ πX˚{EKΦ, où
Φ P X˚ est n’importe quel prolongement de Hahn-Banach de ϕ.
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(2) Si E est un sous-espace fermé, alors “
`

X{E
˘˚
“ EK”. Plus précisément,

l’application Φ ÞÑ Φ ˝ πX{E est une isométrie bijective de pX{Eq˚ sur EK.

Démonstration. (1) Comme X˚ est un espace de Banach et que EK est un sous-
espace fermé de X˚, le quotient X˚{EK est bien un espace de Banach.
D’après le Théorème de Hahn-Banach, l’opérateur R est surjectif ; plus précisément,
on a R

`

B̊X˚
˘

“ B̊E˚ . De plus, kerpRq “ EK ; donc R “passe au quotient”, et l’ap-

plication quotient rR : X˚{EK Ñ E˚ est bijective puisque R est surjectif. Comme

πX˚{EK
`

B̊X˚
˘

“ B̊X˚{EK , on a rR
`

B̊X˚{EK
˘

“ R
`

B̊X˚
˘

“ B̊E˚ ; et comme rR est bi-

jective, on en déduit que rR est une isométrie (exo). Soit J :“ rR´1 : E˚ Ñ X˚{EK.
Si ϕ P E˚ et si si Φ est un prolongement de Hahn-Banach de ϕ, alors RpΦq “ ϕ,

autrement dit rRpπX˚{EKΦq “ ϕ ; et donc Jϕ “ πX˚{EKΦ.

(2) Si Φ P pX{Eq˚, alors JΦ :“ Φ ˝ πX{E P X˚ et JΦ ” 0 sur E par définition ;

autrement dit JΦ P EK. Inversement, si x˚ P EK, alors x˚ “passe au quotient” puisque
kerpx˚q Ě E : il existe une unique Φ P LpX{E,Kq “ pX{Eq˚ telle que Φ ˝ πX{E “ x˚,

i.e. x˚ “ JΦ, et on a }Φ} “ }x˚}. Donc l’application linéaire J : pX{Eq˚ Ñ EK est
une isométrie bijective. �

1.3. Séparabilité. Le résultat suivant rend parfois service.

Proposition 1.7. Soit X un espace vectoriel normé. Si X˚ est séparable, alors X
est séparable.

Démonstration. Soit D “ tz˚n; n P Nu un ensemble dénombrable dense dans
SX˚ :“ tx˚ P X˚; }x˚} “ 1u. Pour tout n P N, on peut choisir zn P BX tel que
|xz˚n, zny| ě 1{2. Montrons que E :“ vect tzn; n P Nu est dense dans X. Par le
critère dual de densité, il suffit de vérifier que EK “ t0u. Par l’absurde, supposons
que EK ‰ t0u. Soit x˚ P EK avec }x˚} “ 1. Comme D est dense dans SX˚ , on peut
trouver n P N tel que }z˚n ´ x˚} ă 1{2. Alors |xx˚, zny| ě |xz

˚
n, zny| ´ |xx

˚ ´ z˚n, zny| ě
1
2´}z

˚
n´x

˚} }zn} ą
1
2´

1
2 “ 0, ce qui est absurde puisqu’on doit avoir xx˚, zny “ 0. �

Remarque. La réciproque est fausse : si X est séparable, alors X˚ n’a pas de raison
de l’être. Par exemple, X :“ `1pNq est séparable, mais X˚ “ `8pNq ne l’est pas.

2. Adjoint d’un opérateur

2.1. Généralités.

Définition 2.1. Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit T P LpX,Y q.
L’adjoint banachique de T est l’opérateur T ˚ “ Y ˚ Ñ X˚ défini par T ˚y˚ :“ y˚˝T ;
autrement dit :

@y˚ P Y ˚ @x P X : xT ˚y˚, xy “ xy˚, Txy.

Remarque 1. On a bien T ˚ P LpY ˚, X˚q car T ˚ est linéaire et }T ˚y˚} ď }y˚} }T }
pour toute y˚ P Y ˚.

Remarque 2. On écrit parfois tT au lieu de T ˚.

Exemple 1. Soient H1, H2 deux espaces de Hilbert. Si T P LpH1, H2q, alors l’ad-
joint Banachique tT : pH2q

˚ Ñ pH1q
˚ s’identifie à l’adjoint Hilbertien T ˚ : H2 Ñ H1

via les identifications canoniques pHiq
˚ ” Hi.
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Démonstration. Exo. �

Remarque. Il faut cependant faire attention : l’application T ÞÑ tT est linéaire,
mais l’application T ÞÑ T ˚ est antilinéaire si H1 et H2 sont des Hilbert complexes.

Exemple 2. Soit X un espace de Banach, et soit E un sous-espace fermé de X.

(i) Si on note π : X Ñ X{E l’application quotient canonique et si on identifie
pX{Eq˚ et EK, alors π˚ est l’injection canonique EK ãÑ X˚.

(ii) Si on note j : E ãÑ X l’injection canonique, alors j˚ est l’opérateur de restric-
tion R : X˚ Ñ E˚ ; et si on identifie E˚ et X˚{EK, alors j˚ est l’application
quotient canonique X˚ Ñ X˚{EK.

Démonstration. Par définition, on a π˚Φ “ Φ ˝ π pour toute Φ P pX{Eq˚ ; autre-
ment dit π˚x˚ “ x˚ pour toute x˚ P EK. De même, on a j˚x˚ “ x˚ ˝ j “ px˚q|E pour
toute x˚ P X˚. �

Propriétés formelles. Soient X,Y, Z des espaces de Banach.

(1) On a }T ˚} “ }T } pour tout T P LpX,Y q. Donc, l’application T ÞÑ T ˚ est une
isométrie linéaire de LpX,Y q dans LpY ˚, X˚q.

(2) Si T P LpX,Y q et si on pose T ˚˚ :“ pT ˚q˚ P LpX˚˚, Y ˚˚q, alors “pT ˚˚q|X “
T”. De façon précise : T ˚˚jX “ jY T .

(3) On a pIXq
˚ “ IX˚ .

(4) Si B P LpX,Y q et A P LpY,Zq, alors pABq˚ “ B˚A˚.

(5) Si T P LpX,Y q est inversible, alors T ˚ est inversible et pT ˚q´1 “ pT´1q˚.

Démonstration. (1) C’est un calcul “automatique” utilisant le Lemme 1.1 :

}T ˚} “ sup
}y˚}ď1

}T ˚y˚}

“ sup
}y˚}ď1

sup
}x}ď1

|xT ˚y˚, xy|

“ sup
}x}ď1

sup
}y˚}ď1

|xy˚, Txy|

“ sup
}x}ď1

}Tx} “ }T }.

(2) Par définition, on a @x P X @y˚ P Y ˚ : xT ˚˚jXpxq, y
˚y “ xjXpxq, T

˚y˚y “
xT ˚y˚, xy “ xy˚, Txy “ xjY Tx, y

˚y.

(3), (4) et (5) sont laissés en exo. �

2.2. Noyaux et images.

Proposition 2.2. Soient X et Y des espaces de Banach. Si T P LpX,Y q, alors
kerpT ˚q “ ImpT qK et kerpT q “ ImpT ˚qK.

Démonstration. Par définition, y˚ P kerpT ˚q ðñ @x P X : xT ˚y˚, xy “ 0 ðñ

@x P X : xy˚, Txy “ 0 ; donc kerpT ˚q “ ImpT qK. Idem pour kerpT q. �

Corollaire 2.3. Si T P LpX,Y q, alors kerpT ˚qK “ ImpT q. En particulier, T ˚ est
injectif si et seulement si ImpT q est dense dans Y .

Démonstration. On a pEKqK “ E pour tout sous-espace vectoriel E Ď Y . �
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Corollaire 2.4. Un opérateur T P LpX,Y q est inversible si et seulement si T ˚

est inversible.

Démonstration. On sait déjà que si T est inversible, alors T ˚ est inversible. In-
versement, supposons que T ˚ soit inversible. Alors T ˚˚ : X˚˚ Ñ X˚˚ est inversible,
et A :“ pT ˚˚q´1 “

`

pT ˚q´1
˘˚

. Comme AT ˚˚ “ IX˚˚ et pT ˚˚q|X “ T , on voit que
ATx “ x pour tout x P X. Donc }x} ď }A} }Tx} pour tout x P X, et donc T est un
plongement. Comme X est un epace de Banach, on en déduit que T est injectif et à
image fermée. Mais T est aussi à image dense car T ˚ est injectif ; donc T est en fait
bijectif, et par suite inversible car on sait déjà que T est un plongement. (On n’a pas

besoin d’appliquer le Théorème d’isomorphisme de Banach). �

2.3. Adjoint et surjectivité.

Théorème 2.5. Soient X,Y des espaces de Banach, et soit T P LpX,Y q. Alors T
est surjectif si et seulement si T ˚ est un plongement.

Pour la preuve, on a besoin du lemme suivant, qui est par ailleurs intéressant et
utile en d’autres circonstances.

Lemme 2.6. Soient X,Y des espaces de Banach, et soit T P LpX,Y q. Soient
également C P R` et α tel que 0 ă α ă 1. On suppose que

(2.1) @y P BY p0, 1q Dx P BXp0, Cq : }Tx´ y} ď α.

Alors T
`

BXp0, Cq
˘

contient la boule BY p0, 1´ αq.

Démonstration. On va montrer que T
`

BXp0,
C

1´αq
˘

contientBY p0, 1q, ce qui revient
au même par linéarité de T .

Remarquons d’abord que (2.1) est en fait vraie avec une inégalité stricte. En effet, si
y P BY p0, 1q, on peut trouver λ ą 1 tel que ry :“ λy vérifie encore ry P BY p0, 1q, puis

rx P BXp0, Cq tel que }T rx´ry} ď α. Alors x :“ rx
λ P BXp0, 1q et }Tx´y} “ 1

λ }T rx´ry} ď
α{λ ă α.

Soit y P BY p0, 1q quelconque : on cherche x P X tel que }x} ă C
1´α et Tx “ y. Par (2.1),

on peut trouver x0 P BXp0, Cq tel que }y´Tx0} ă α. Alors y1 :“ 1
αpy´Tx0q P BY p0, 1q,

donc on peut trouver x1 P BXp0, Cq tel que }Tx1 ´
1
αpy ´ Tx0q} ă α, i.e.

›

›y ´ T px0 ` αx1q
›

› ă α2.

Alors y2 :“ 1
α2

`

y ´ T px0 ` αx1q
˘

P BY p0, 1q, donc on peut trouver x2 P BXp0, Cq
tel que }y2 ´ Tx2} ă α, et ainsi de suite : par récurrence, on construit une suite
pxkqkě0 Ď BXp0, Cq telle que

(2.2) @n P N :
›

›y ´ T px0 ` αx1 ` ¨ ¨ ¨ ` α
nxnq

›

›ă αn`1.

Comme α ă 1 et }xk} ă C pour tout k, on a
ř8
k“0 }α

kxk} ă C
ř8
k“0 α

k “ C
1´α ă 8.

En particulier, la série
ř

αkxk converge dans X car X est un espace de Banach.
Si on pose x :“

ř8
k“0 α

kxk, alors }x} ď
ř8
k“0 }α

kxk} ă
C

1´α ; et par (2.2), on a

Tx “ limnÑ8 T px0 ` αx1 ` ¨ ¨ ¨ ` α
nxnq “ y. �

Corollaire 2.7. Si T
`

BXp0, Cq
˘

contient BY p0, 1q, alors en fait T
`

BXp0, Cq
˘

contient déjà BY p0, 1q.

Démonstration. L’hypothèse dit que la propriété (2.1) est vérifiée pour tout 0 ă
α ă 1. Donc T

`

BXp0, Cq
˘

contient
Ť

nPN˚ BY p0, 1´
1
nq “ BY p0, 1q. �
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Preuve du Théorème 2.5. (i) Supposons que T soit surjectif. Comme X et Y sont
des espaces de Banach, il existe alors une constante c ą 0 telle que T pBXq Ě cBY .
Pour tout y˚ P Y ˚, on a donc

}T ˚y˚} “ sup
xPBX

|xT ˚y˚, xy “ sup
xPBX

|xy˚, Txy| ě sup
yPcBY

|xy˚, yy| “ c }y˚};

donc T ˚ est un plongement.
Voici une autre façon de dire la même chose. Notons π : X Ñ kerpT q l’application

quotient canonique et rT : X{ kerpT q Ñ Y l’opérateur induit. Alors rT est bijectif car T

est surjectif ; donc rT est inversible car X{ kerpT q et Y sont des espaces de Banach. On

a T “ rTπ, donc T ˚ “ π˚ rT ˚ ; et donc T ˚ est un plongement car rT ˚ est inversible et π˚

est un plongement (isométrique).

(ii) Inversement, supposons que T ˚ soit un plongement. On a donc une constante c ą 0
telle que @y˚ P Y ˚ : }T ˚y˚} ě c }y˚}.

Fait. On a BY Ď T
`

1
c BX

˘

.

Preuve du Fait. Il s’agit de montrer que si y P Y est tel que y R T
`

1
c BX

˘

, alors
}y} ą 1. Par le Théorème de séparation des convexes, on peut trouver y˚ P Y ˚ tel que

Re xy˚, yy ą sup
 

Re xy˚, Txy; x P p1{cqBX
(

.

Autrement dit :

Re xy˚, yy ą
1

c
sup

 

Re xT ˚y˚, xy; x P BX
(

“
1

c
}T ˚y˚}.

Comme }T ˚y˚} ě c }y˚}, on en déduit |xy˚, yy| ą }y˚}, et donc }y} ą 1. �

Par le Fait, on a (exo) B̊Y Ď T
`

1
c B̊X

˘

. Comme X est un espace de Banach, on peut

en fait enlever l’adhérence grâce au Lemme 2.6. On obtient ainsi que T pB̊Xq contient

c B̊Y , et donc T est surjectif. �

Remarque. La preuve du théorème a montré que si T P LpX,Y q et c ą 0, alors
on a l’équivalence suivante :

T est un plongement avec constante c ðñ T pBXq Ě cBY .

Corollaire 2.8. Soient X,Y des espaces de Banach. Un opérateur T P LpX,Y q
est inversible si et seulement si T est injectif et T ˚ est un plongement.

Démonstration. Par le Théorème d’isomorphisme de Banach, T est inversible si et
seulement si il est bijectif, i.e. injectif et surjectif. �

Corollaire 2.9. Soient X,Y des espaces de Banach. Pour T P LpX,Y q, les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) T est à image fermée ;

(2) ImpT ˚q “ kerpT qK ;

(3) T ˚ est à image fermée.
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Démonstration. (1) ùñ (2). Supposons que T soit à image fermée. Posons Y0 :“
ImpT q, qui est donc un espace de Banach, et notons T0 : X Ñ Y0 l’opérateur T
considéré comme opérateur de X dans Y0. Alors T0 est surjectif et kerpT0q “ kerpT q.

Donc T0 induit un opérateur inversible ĂT0 : X{ kerpT q Ñ Y0 ; et on a T “ i0ĂT0π, où
π : X Ñ X{ kerpT q est l’application quotient et i0 : Y0 Ñ Y est l’injection canonique.

Donc ImpT ˚q “ π˚pĂT0q
˚i˚0pY

˚q. Mais i˚0 : Y ˚ Ñ Y ˚0 est surjectif (c’est l’opérateur

de restriction), et pĂT0q
˚ : Y ˚0 Ñ pX{ kerpT qq˚ est inversible. Donc pĂT0q

˚i˚0pY
˚q “

pX{ kerpT qq˚, et donc ImpT ˚q “ π˚
`

pX{ kerpT qq˚
˘

“ kerpT qK.

Preuve sans quotient. On suppose que T est à image fermée et on veut montrer que
ImpT ˚q “ kerpT qK. L’inclusion ImpT ˚q Ď kerpT qK est claire (micro-exo). Inversement,
soit x˚ P kerpT qK : on cherche y˚ P Y ˚ telle que x˚ “ T ˚y˚. Comme x˚ P kerpT qK, il
existe une unique forme linéaire ϕ : ImpT q Ñ K telle que

@x P X : ϕpTxq “ xx˚, xy.

De plus, ϕ est continue. En effet, comme ImpT q est fermé dans Y , c’est un espace de
Banach, et T : X Ñ ImpT q est surjectif. Par le Théorème de majoration a priori, il
existe une constante C telle que, pour tout y P ImpTq, on peut trouver x P X vérifiant
Tx “ y et }x} ď C }y}. On a alors |ϕpyq| “ |xx˚, xy| ď }x˚} }x} ď C}x˚} }y} ; donc ϕ
est continue avec }ϕ} ď C}x˚}. En notant y˚ une extension de Hahn-Banach de ϕ, on
a T ˚y˚ “ x˚ par définition de ϕ.

(2) ùñ (3) est évident : EK est fermé dans X˚ pour tout E Ď X.

(3) ùñ (1). Supposons que ImpT ˚q soit fermé dans X˚. Posons Y0 :“ ImpT q Ď Y ,
et soit T0 : X Ñ Y0 l’opérateur T considéré comme opérateur de X dans Y0. Alors
T “ i0T0 où i0 : Y0 Ñ Y est l’injection canonique, donc T ˚ “ T ˚0 i

˚
0 , et donc ImpT ˚0 q “

ImpT ˚q car i˚0 : Y ˚ Ñ Y ˚0 est surjectif ; en particulier T ˚0 est à image fermée. De plus T ˚0
est aussi injectif car T0 est par définition à image dense. Donc T ˚0 est un plongement. Par

le théorème, on en déduit que T0 est surjectif. Donc ImpT q “ ImpT0q “ Y0 “ ImpT q ;
autrement dit T est à image fermée.

Preuve directe de p1q ðñ p3q. Soit Y0 :“ ImpT q, et soit T0 : X Ñ Y0 l’opérateur
T considéré comme opérateur de X dans Y0. Alors T est à image fermée si et seulement
si T0 est surjectif ; ce qui revient à dire que T ˚0 est un plongement puisque Y0 est un
espace de Banach. De plus, T ˚0 est injectif puisque T0 est à image dense. Donc ImpT q
est fermée si et seulement ImpT ˚0 q est fermée. Mais T “ i0T0, où i0 : Y0 Ñ Y est
l’injection canonique ; donc T ˚ “ T ˚0 i

˚
0 “ T ˚0 R, où R : Y ˚ Ñ Y ˚0 est l’opérateur de

restriction ; et donc ImpT ˚q “ ImpT ˚0 q car R est surjectif par Hahn-Banach. On a donc
bien montré que ImpT q est fermée si et seulement si ImpT ˚q est fermée. �

Corollaire 2.10. Soient X et Y des espaces de Banach, et soit T P LpX,Y q.
Alors T est un plongement si et seulement si T ˚ est surjectif.

Démonstration. Si T est un plongement, alors T est injectif et à image fermée,
donc ImpT ˚q “ t0uK “ X˚ par le corollaire précédent. Inversement, si T ˚ est surjectif,
alors T est injectif puisque kerpT q “ ImpT ˚qK, et T est à image fermée car T ˚ est à
image fermée ; donc T est un plongement. �

2.4. Compacité.

Théorème 2.11. Soient X,Y des espaces de Banach, et soit T P LpX,Y q. Alors
T est compact si et seulement si T ˚ est compact.
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Démonstration. Supposons que T soit compact, i.e. que K :“ T pBXq soit un com-
pact de Y . Soit py˚nqnPN une suite bornée dans Y ˚ : on veut montrer que la suite pT ˚y˚nq
possède une sous-suite qui converge dans X˚. Pour n P N, posons fn :“ py˚nq|K P CpKq.
La suite pfnq est bornée dans CpKq car py˚nq est bornée et K est borné. De plus, si on
pose M :“ supnPN |y

˚
n|, alors toutes les fonctions fn sont M -lipschitziennes. D’après le

Théorème d’Ascoli, on en déduit que pfnq possède une sous-suite pfnkq qui converge
uniformément sur K. Alors pfnkq vérifie le critère de Cauchy uniforme :

}fnq ´ fnp}8 Ñ 0 quand p, q Ñ8.

Mais

}fnq ´ fnp}8 “ sup
!

|xy˚nq ´ y
˚
np , yy|; y P T pBXq

)

ě sup
 

|xy˚nq ´ y
˚
np , Txy|; x P BX

(

“ sup
 

|xT ˚y˚nq ´ T
˚y˚np , xy|; x P BX

(

“ }T ˚y˚nq ´ T
˚y˚np}.

Donc la suite pT ˚y˚nkq est de Cauchy dans X˚, et donc converge dans X˚ car X˚ est
complet.

Inversement, si T ˚ est compact, alors T ˚˚ est compact par ce qui précède ; et donc
T est compact puisque T ˚˚

|X “ T (micro-exo ; on a besoin que Y soit complet). �

3. Topologies faible et préfaible

3.1. Généralités.

Définition 3.1. Soit X un espace vectoriel normé..

(i) La topologie faible de X est la topologie sur X définie par les semi-normes
x ÞÑ |xx˚, xy|, où x˚ P X˚. Cette topologie se note σpX,X˚q, ou w.

(ii) La topologie préfaible de X˚ est la topologie sur X˚ définie par les semi-
normes x˚ ÞÑ |xx˚, xy|, où x P X. Cette topologie se note σpX˚, Xq, ou w˚.

Reformulation. Soit X un espace vectoriel normé.

(ii) La topologie w˚ est la topologie sur X˚ induite par la topologie de la conver-
gence simple sur FpX,Kq “ KX .

(i) La topologie w est la topologie sur X induite par la topologie de la convergence

simple sur FpX˚,Kq “ KX˚ quand on considère X comme une partie de
FpX˚,Kq via le plongement canonique jX : X Ñ X˚˚.

Mode d’emploi. Soit X un espace vectoriel normé.

(1a) Si x P X, une base de voisinages pour x dans pX,wq est fournie par les
ensembles de la forme

Bx˚1 ,...,x
˚
N
px, εq :“

 

u P X; |xx˚k, uy ´ xx
˚
k, xy| ă ε pour k “ 1, . . . , N

(

,

où x˚1 , . . . , x
˚
N P X

˚ et ε ą 0.

(1b) Si pxpqpPP est une suite généralisée dans X et si x P X, alors

xp
w
ÝÑ x ðñ xx˚, xpy Ñ xx˚, xy pour toute x˚ P X˚.
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(2a) Si x˚ P X˚, une base de voisinages pour x˚ dans pX˚, w˚q est fournie par les
ensembles de la forme

Bx1,...,xN px
˚, εq :“

 

u˚ P X˚; |xu˚, xky ´ xx
˚, xky| ă ε pour k “ 1, . . . , N

(

,

où x1, . . . , xN P X et ε ą 0.

(2b) Si px˚pqpPP est une suite généralisée dans X˚ et si x˚ P X˚, alors

x˚p
w˚
ÝÝÑ x˚ ðñ xx˚p , xy Ñ xx˚, xy pour tout x P X.

Remarque 1. Les topologie w et w˚ sont plus faibles que les topologies définies par
les normes de X et de X˚ : tout ensemble w - ouvert ou w˚- ouvert est ouvert en norme.
Cependant :r si dimpXq ă 8, alors w et w˚ cöıncident avec les topologies définies par les

normes de X et de X˚ ;r toute boule fermée B Ď X est w - fermée et toute boule fermée B Ď X˚ est
w˚- fermée.

Démonstration. La 1ère partie est évidente si on regarde par exemple la conver-
gence des suites généralisées.
Si dimpXq ă 8, on peut supposer que X “ Kd en choisissant une base. Alors la
convergence faible entraine la convergence coordonnée par coordonnée, laquelle est
équivalente à la convergence pour } ¨ } par équivalence des normes en dimension finie,
donc w “ τ } ¨ } ; et idem pour w˚ sur X˚ car dimpX˚q ă 8.
Soit B une boule fermée de X. Par translation et dilatation, on peut supposer que B
est la boule unité BX . D’après le Théorème de Hahn-Banach, x P BX ðñ @x˚ P
BX˚ : |xx˚, xy| ď 1 ; autrement dit BX “

Ş

x˚PBX˚

 

x P X : |xx˚, xy| ď 1
(

. Ainsi,

BX est w - fermée en tant qu’intersection d’ensemble w - fermés. Même preuve pour
une boule fermée B Ď X˚, en plus simple car on n’a pas besoin de Hahn-Banach. �

Remarque 2. Si on considère X comme contenu dans X˚˚, la topologie faible de X
est la topologie induite sur X par la topologie préfaible w˚˚ “ σpX˚˚, X˚q de X˚˚.

Remarque 3. Si E est un sous-espace vectoriel de X, alors la topologie faible de E
est la topologie induite sur E par la topologie faible de X.

Démonstration. Exo utilisant le Théorème de Hahn-Banach. �

Lemme 3.2. Si X est un espace de Banach, alors les topologies w et w˚ sont
séparées ; et pX,wq et pX˚, w˚q sont des espaces vectoriels topologiques localement
convexes.

Démonstration. Il faut juste vérifier que les topologie w et w˚ sont séparées.
Si a˚, b˚ P X˚ et a˚ ‰ b˚, on peut trouver x P X tel que xa˚, xy ‰ xb˚, xy ; et si on pose
ε :“ |xa˚, xy ´ xb˚, xy|, alors U :“ Bxpa

˚, ε{2q et V :“ Bxpb
˚, ε{2q sont des ouverts de

pX˚, w˚q tels que a˚ P U , b˚ P V et U X V “ H. Donc la topologie w˚ est séparée. On
montre de même que la topologie w est séparée, en utilisant le fait que X˚ sépare les
points de X ; ce qui, évidemment, est tout à fait non-trivial (Hahn-Banach). �
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3.2. Métrisabilité.

Proposition 3.3. Soit X un espace de Banach. Si dimpXq “ 8, alors les topolo-
gies w et w˚ ne sont pas métrisables.

La preuve repose sur le lemme suivant, dont on se re-servira.

Lemme 3.4. Soit Z un espace vectoriel, et soient Φ1, . . . ,ΦN ,Φ des formes linéaires
sur Z. Si on a

ŞN
k“1 kerpΦkq Ď kerpΦq, alors Φ est combinaison linéaire des Φk.

Démonstration. C’est un exo bien connu d’algèbre linéaire. Soit Θ : Z Ñ KN l’ap-
plication linéaire définie par Θpxq :“ pΦ1pxq, . . . ,ΦN pxqq. On a kerpΘq “

ŞN
k“1 kerpΦkq,

donc kerpΘq Ď ker Φ. Il existe donc une application linéaire L : KN Ñ K telle que
Φ : L ˝Θ, ce qui donne le résultat. �

Preuve de la Proposition 3.3. Supposons que l’espace pX,wq soit métrisable. Alors
0 possède une base dénombrable de voisinages dans pX,wq ; donc, on peut trouver un
ensemble dénombrable D “ tz˚k ; k P Nu Ď X˚ vérifiant la propriété suivante : pour
tout voisinage V de 0 dans pX,wq, on peut trouver k1, . . . kN P N et ε ą 0 tels que
Bz˚k1

,...,z˚kN
p0, εq Ď V .

Fait. Pour toute x˚ P X˚, on peut trouver k1, . . . , kN P N tels que
ŞN
i“1 kerpz˚kiq Ď

kerpx˚q.

Preuve du Fait 1. L’ensemble V :“ tx P X; |xx˚, xy| ă 1u est un voisinage de 0
dans pX,wq, donc on peut trouver k1, . . . , kN P N et ε ą 0 tels que Bz˚k1

,...,z˚kN
p0, εq Ď

V . Si x P
ŞN
i“1 kerpx˚kiq, alors Rx P

ŞN
i“1 kerpz˚kiq pour tout R ą 0 ; donc Rx P

Bz˚k1
,...,z˚kN

p0, εq Ď V , et donc |xx˚, xy| ă 1{R pour tout R ą 0. On a donc bien
ŞN
i“1 kerpz˚kiq Ď kerpx˚q. �

Par le Fait et le Lemme 3.4, on voit que X˚ “ vect tz˚k ; k P Nu ; donc X˚ est de
dimension algébrique dénombrable. Comme X˚ est un espace de Banach, ceci n’est
possible que si dimpX˚q ă 8 (conséquence du Théorème de Baire). Donc dimpXq ă 8
par le Corollaire 1.4.

On montre de la même façon que si la topologie w˚ est métrisable, alors dimpXq ă 8.
(On a besoin ici que X soit un espace de Banach.) �

Corollaire 3.5. Si X est un espace de Banach de dimension infinie, alors les
topologies w et w˚ sont strictement plus faibles que les topologies définies par les
normes de X et de X˚.

Exercice. Donner une preuve directe de ce denier résultat.

Exemple. Soit H un espace de Hilbert. Si penqnPN est une suite orthonormale dans

H, alors en
w
ÝÑ 0 mais en ­Ñ 0 en norme.

Démonstration. Si y P H, alors
ř8
n“0 |xen, yy|

2 ď }y}2 ă 8 d’après l’inégalité de

Bessel. Donc xen, yy Ñ 0 pour tout y P H, et donc en
w
ÝÑ 0 puisque “H˚ “ H”. �
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Proposition 3.6. Soit X un espace de Banach. Si X est séparable, alors les parties
bornées de X˚ sont w˚- métrisables. Si X˚ est séparable, alors les parties bornées de
X sont w - métrisables.

Démonstration. Supposons que X soit séparable. Il suffit de montrer que pour tout
M P R`, la boule BM :“ Bp0,Mq Ď X˚ est w˚- métrisable. Soit D “ txn; n P Nu un
ensemble dénombrable dense dans X, et soit J : BM Ñ KN l’application définie par
Jpx˚q :“

`

xx˚, xny
˘

nPN. Cette application J est continue, et elle est injective car D

est dense dans X. Montrons que J´1 : JpBM q Ñ pX˚, w˚q est continue. Soit px˚pq une
suite généralisée dans BM et soit x˚ P BM tels que Jpx˚pq Ñ Jpx˚q : on veut montrer

que x˚p
w˚
ÝÝÑ x˚, i.e. que xx˚p , xy Ñ xx˚, xy pour tout x P X. Fixons x P X. Pour ε ą 0

donné, on peut trouver n P N tel que }xn ´ x} ă ε. Comme Jpxpq Ñ Jpxq, on peut
ensuite trouver p0 P P tel que @p ľ p0 : |xx˚p , xny ´ xx

˚, xny| ă ε. Pour p ľ p0, on a
alors

|xx˚p , xy ´ xx
˚, xy| ď |xx˚p , x´ xny| ` |xx

˚
p , xny ´ xx

˚, xny| ` |xx
˚, xn ´ xy|

ď }x˚p} }xn ´ x} ` |xx
˚
p , xny ´ xx

˚, xny| ` }x
˚} }xn ´ x}

ă p2M ` 1qε.

Donc en effet xx˚p , xy Ñ xx˚, xy. On a ainsi montré que BM est homéomorphe à

JpBM q Ď KN, ce qui prouve que BM est métrisable puisque KN l’est.

Si X˚ est séparable, alors les parties bornées de X˚˚ sont w˚˚- métrisables, donc les
parties bornées de X sont w - métrisables puisque X Ď X˚˚ et que w est la topologie
induite par w˚˚ sur X. �

3.3. Ensembles bornés. Soit X un espace vectoriel normé. Convenons de dire
qu’un ensemble A Ď X est w - borné s’il est borné dans pX,wq ; autrement dit, si
@x˚ P X˚ : supxPA |xx

˚, xy| ă 8. De même, un ensemble B Ď X˚ sera dit w˚- borné
si B est borné dans pX˚, w˚q, it i.e. @x P X : supx˚PB |xx

˚, xy| ă 8.

Proposition 3.7. Soit X un espace vectoriel normé.

(1) Tout ensemble w - borné A Ď X est borné

(2) Si X est complet, alors tout ensemble w˚- borné B Ď X˚ est borné.

Démonstration. (2) est “simplement” le Théorème de Banach-Steinhaus. Pour (1),
on applique (2) à X˚, qui est complet : on en déduit que tout ensemble w˚˚- borné
A Ď X˚˚ est borné, ce qui donne en particulier (1). �

Corollaire 3.8. Si X est un evn, alors toute suite w - convergente pxnqnPN Ď X
est bornée. Si X est un espace de Banach, alors toute suite w˚- convergente px˚nqnPN Ď
X˚ est bornée.

Démonstration. Soit pxnqnPN Ď X une suite w - convergente. Pour tout x˚ P X˚, la
suite pxx˚, xnyqnPN converge dans K, donc elle est bornée. Autrement dit, l’ensemble
txn; n P Nu est w - borné ; et donc cet ensemble est borné. Même preuve pour une suite
w˚- convergente dans X˚. �

Remarque. Le résultat est faux pour des suites généralisées.
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3.4. Applications linéaires continues.

Lemme 3.9. Soit X un espace vectoriel normé sur K “ R ou C.

(1) Une forme linéaire Φ : X Ñ K est continue sur pX,wq si et seulement si elle
est continue sur pX, } ¨ }q, i.e. Φ P X˚. Autrement dit : pX,wq˚ “ X˚.

(2) Une forme linéaire Φ : X˚ Ñ K est continue sur pX˚, w˚q si et seulement
si elle est de la forme Φ “ δx pour un certain x P X. Autrement dit :
pX˚, w˚q˚ “ X.

Démonstration. (1) Si Φ est continue sur pX,wq, alors elle est continue sur pX, } ¨ }q
puisque w Ď τ } ¨ }. Inversement, supposons que Φ soit continue sur pX, } ¨ }q, i.e. Φ P X˚.

Si pxpqpPP est une suite généralisée telle que xp
w
ÝÑ x P X, alors Φpxpq Ñ Φpxq par

définition de la topologie w ; donc Φ est continue sur pX,wq.

(2) Rappelons que si x P X, alors δx “ jXpxq, i.e. δx : X˚ Ñ K est la forme linéaire
définie par δxpx

˚q :“ xx˚, xy. Si Φ “ X˚ Ñ K est de la forme δx, alors Φ est continue
sur pX˚, w˚q par définition de la topologie w˚ (exo). Inversement, supposons que Φ soit
continue sur pX˚, w˚q. Alors on peut trouver un voisinage V de 0 dans pX˚, w˚q tel
que |Φpx˚q| ă 1 pour tout x˚ P V . Par définition de w˚, il existe donc x1, . . . , xN P X
et ε ą 0 tels que

x˚ P Bx1,...,xN p0, εq ùñ |Φpx˚q| ă 1;

autrement dit :
`

|δxkpx
˚q| ă ε pour k “ 1, . . . , N

˘

ùñ |Φpx˚q| ă 1.

On en déduit, comme dans la preuve de la Proposition 3.3, qu’on a

N
č

k“1

kerpδxkq Ď kerpΦq;

et donc, d’après le Lemme 3.4, que Φ est combinaison linéaire des δxk . Ainsi, on peut

trouver a1, . . . , an P K tels que Φ “
řN
k“1 akδxk ; autrement dit Φ “ δx où x :“

řN
k“1 akxk. �

Corollaire 3.10. Si E est un sous-espace vectoriel de X˚, alors
`

EK
˘K
“ E

w˚
.

Démonstration. Si on pose Z :“ pX˚, w˚q, alors Z est un evt localement convexe
et “Z˚ “ X”. Donc EK “ EK Ď Z˚, et pEKq

K “ pEKqK Ď Z. D’après le Lemme 1.5,

on a donc pEKq
K “ E

Z
“ E

w˚
. �

Proposition 3.11. Soient X et Y des espaces vectoriels normés. Pour une appli-
cation linéaire T : X Ñ Y , les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est continue ;

(ii) T est continue de pX, } ¨ }q dans pY,wq ;

(iii) T est continue de pX,wq dans pY,wq.

Démonstration. Il est clair que (i) ùñ (ii) et que (iii) ùñ (ii).
Supposons que (ii) soit vérifiée, et montrons (iii). Par définition de la topologie w sur
Y , il suffit de montrer que pour tout y˚ P Y ˚, l’application x ÞÑ xy˚, Txy est continue
sur pX,wq. Par (ii), cette application est continue sur pX, } ¨ }q ; et comme il s’agit
d’une forme linéaire, elle est continue sur pX,wq par le Lemme 3.9.
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Supposons maintenant que (ii) soit vérifiée, et montrons (i). Par hypothèse, pour
tout y˚ P Y ˚, la forme linéaire x ÞÑ xy˚, Txy est continue ; donc, on a @y˚ P Y ˚ :
sup t|xy˚, Txy|; x P BXu ă 8. Donc l’ensemble T pBXq est faiblement borné dans Y ,
et donc T pBXq est borné d’après la Proposition 3.7. Autrement dit : T est bornée sur
BX , et donc continue. �

Corollaire 3.12. Soient X et Y des espaces de Banach. Si T P LpX,Y q est
un opérateur compact, alors T change toute suite w -convergente en une suite } ¨ }-

convergente : si pxnqnPN est une suite d’éléments de X telle que xn
w
ÝÑ x P X, alors

}Txn ´ Tx} Ñ 0.

Démonstration. Comme T est continue de pX,wq dans pX,wq, on sait déjà que

Txn
w
ÝÑ Tx. De plus, pxnq est une suite w - convergente, donc elle est bornée. Comme

T est compact, la suite pTxnq vit donc dans un compact de pY, } ¨ }q. Mais comme

Txn
w
ÝÑ Tx, la seule valeur d’adhérence possible (en norme) pour la suite pTxnq est

y “ Tx ; donc Txn
} ¨ }
ÝÝÑ Tx. �

Proposition 3.13. Soient X et Y des evn. Pour un opérateur A P LpY ˚, X˚q, les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A est continu de pY ˚, w˚q dans pX˚, w˚q.

(ii) A est un adjoint, i.e. existe T P LpX,Y q tel que A “ T ˚ ;

Démonstration. Supposons (ii) vérifiée. Alors, pour tout x P X, la forme linéaire
y˚ ÞÑ xAy˚, xy est continue sur pY ˚, w˚q car xAy˚, xy “ xy˚, Txy ; donc (i) est vérifiée.
Inversement, supposons (i) vérifiée. Alors, pour tout x P X, la forme linéaire Φx :
y˚ ÞÑ xAy˚, xy est continue sur pY ˚, w˚q. Donc, par le Lemme 3.9, il existe un unique
y “ yx P Y tel que Φx “ δyx . Posons Tx :“ yx. L’application T : X Ñ Y est visiblement
linéaire, et on a par définition

@y˚ P Y ˚ : xy˚, Txy “ xAy˚, xy.

Cette identité montre que T est continue de pX,wq dans pX,wq. Donc T est continue
par la Proposition 3.11 ; et la même identité montre que A “ T ˚. �

3.5. Adhérence d’un convexe. On a vu que dans un evn, toute boule fermée
est w-fermée. Cela se généralise à n’importe quel ensemble convexe :

Proposition 3.14. (Théorème de Mazur)

Soit X un espace vectoriel normé. Si C Ď X est un ensemble convexe, alors C
w
“

C
} ¨ }

.

Démonstration. Comme w Ď τ } ¨ }, on a C
} ¨ }

Ď C
w

. Pour l’inclusion inverse, on

montre que XzC
} ¨ }
Ď XzC

w
. Soit x P X tel que x R C

} ¨ }
. D’après le Théorème de

Hahn-Banach, on peut trouver x˚ P X˚ et α ă β tels que

(3.1) Re xx˚, xy ě α ą β ě sup
 

Re xx˚, uy; u P C
(

.

Si on avait x P C
w

, on pourrait trouver une suite généralisée pupq Ď C telle que

up
w
ÝÑ x. Alors xx˚, upy Ñ xx˚, xy, donc Re xx˚, upy Ñ Re xx˚, xy, ce qui est impossible

par (3.1). �
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Corollaire 3.15. Soit X un espace vectoriel normé. Si C Ď X est un ensemble
convexe, alors C est fermé dans X si et seulement si C est faiblement fermé, i.e. fermé
dans pX,wq.

Démonstration. C’est évident. �

Corollaire 3.16. Soit X un espace vectoriel normé. Pour tout ensemble A Ď X,

on a A
w
Ď convpAq

} ¨ }
. Autrement dit : si x P A

w
, alors il existe une suite pxnqnPN

d’éléments de convpAq telle que }xn ´ x} Ñ 0.

Démonstration. C’est à nouveau évident : A
w
Ď convpAq

w
“ convpAq

} ¨ }
. �

Corollaire 3.17. Soit X un evn, et soit pxkqkPN une suite d’éléments de X. Si

xk
w
ÝÑ 0, alors il existe une suite pznq formée de combinaisons convexes des xk telle

que zn
} ¨ }
ÝÝÑ 0.

Démonstration. On applique 3.16 à A :“ txk; k P Nu et x :“ 0. �

Remarque. Le Théorème de Mazur est un résultat spécifique à la topologie faible
w : il n’est pas valable pour la topologie préfaible w˚.

Exemple. Soit K un espace topologique compact, et soit pfkqkPN une suite de
fonctions continues sur K. On suppose que la suite pfkq est uniformément bornée, et
que fkptq Ñ 0 pour tout t P K. Alors il existe une suite pgnq de combinaisons convexes
des fk telle que gn Ñ 0 uniformément sur K.

Démonstration. Il suffit de montrer que fk
w
ÝÑ 0 dans l’espace de Banach CpKq.

Comme
`

CpKq
˘˚
“MpKq, cela revient à montrer que

ş

K fk dµÑ 0 pour toute mesure
borélienne complexe µ sur K ; et ceci est clair par convergence dominée puisque pfkq
est uniformément bornée et que fk Ñ 0 simplement. �

Exercice. Essayer de démontrer directement ce résultat.

3.6. Compacité préfaible. Vu l’utilité de la compacité, on conçoit que le résultat
suivant soit particulièrement important.

Théorème 3.18. (Théorème de Banach-Alaoglu)
Si X est un espace vectoriel normé, alors toute boule fermée B Ď X˚ est w˚- compacte.

Démonstration. Par translation et dilatation, on peut supposer que B est la boule
unité fermée BX˚ . Comme la topologie w˚ est induite par la topologie de la convergence
simple sur FpX,Kq “ KX , il s’agit de montrer que toute suite généralisée px˚pq Ď BX˚
possède une sous-s.g. qui converge simplement vers un élément de BX˚ .
Si x P X, alors @p P P : |xx˚p , xy| ď }x}. Donc la s.g. px˚pq est simplement bornée. Par le
Théorème de Tychonoff, px˚pq possède une sous-s.g. pz˚p1qp1PP 1 qui converge simplement

sur X vers une fonction Φ : X Ñ K. Comme les z˚p1 sont des formes linéaires, Φ est

une forme linéaire ; et comme |xz˚p1 , xy| ď }x} pour tout p1 et pour tout x P X, on a

|Φpxq| ď }x} pour tout x P X, donc Φ est continue et }Φ} ď 1, i.e. Φ P BX˚ . Ceci
termine la preuve du théorème. �

Corollaire 3.19. Si X est un espace vectoriel normé, alors toute suite bornée
px˚nqnPN Ď X˚ possède une sous-s.g. w˚- convergente. Si de plus X est séparable, alors
toute suite bornée px˚nq Ď X˚ possède une sous-suite w˚- convergente.
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Démonstration. La 1ère partie est évidente ; et la 2ème partie vient du fait que les
parties bornées de X˚ sont w˚- métrisables si X est séparable. �

Exemple 1. Soit K un espace topologique compact métrisable. Si pµnqnPN est
une suite de mesures de probabilité boréliennes sur K, alors il existe une mesure de
probabilité µ et une sous-suite pµnkq de pµnq telles que

@f P CpKq :

ż

K
f dµnk Ñ

ż

K
f dµ.

Démonstration. Les µn habitent dans MpKq “ CpKq˚, et comme elles sont ě 0,
on a }µn} “ µnpKq “ 1 pour tout n P N. D’après le Théorème de Banach-Alaoglu
et comme CpKq est séparable, pµnq a une sous-suite pµnkq qui converge w˚ vers une
mesure µ P MpKq ; autrement dit

ş

K f dµnk Ñ
ş

K f dµ pour toute f P CpKq. La
mesure µ est positive car

ş

K f dµ “ lim
ş

K f dµnk ě 0 pour toute f P C`pKq ; et on a
µpKq “

ş

K 1 dµ “ lim
ş

K 1 dµnk “ 1, donc µ est une mesure de probabilité. �

Exemple 2. (Théorème de Banach-Mazur).
Tout espace de Banach séparable sur K “ R ou C est isométrique à un sous-espace
fermé de Cpr0, 1s,Kq.

Démonstration. Soit X un espace de Banach séparable. Alors K :“ pBX˚ , w
˚q est

compact et métrisable. De plus, si x P X, alors la fonction Jx : K Ñ K définie par
Jxpx˚q :“ xx˚, xy est continue sur K, et on a }Jx}8 “ supx˚PBX˚ |xx

˚, xy| “ }x}.

On a donc une isométrie linéaire J : X Ñ CpKq ; autrement dit, X est isométrique
à un sous-espace de CpKq, nécessairement fermé car X est complet. Il suffit donc de
montrer que CpKq est isométrique à un sous-espace fermé de Cpr0, 1sq. On va le faire
en 2 étapes.

Fait 1. CpKq se plonge isométriquement dans Cp∆q, où ∆ “ t0, 1uN.

Preuve du Fait 1. Comme K est métrisable, on sait qu’il existe une surjection
continue s : ∆ � K. On définit donc une isométrie linéaire J : CpKq Ñ Cp∆q en
posant Jf :“ f ˝ s. �

Fait 2. Cp∆q se plonge isométriquement dans Cpr0, 1sq.

Preuve du Fait 2. On sait que ∆ est homéomorphe à un compact E Ď R. Alors
Cp∆q et CpEq sont isométriques (exo), donc il suffit de montrer que CpEq se plonge
isométriquement dans Cpr0, 1sq. On peut supposer que E Ď r0, 1s avec 0 P E et 1 P E
(exo). Alors r0, 1szE est un ouvert de R, donc il est réunion d’une famille (dénombrable)
d’intervalles ouverts deux à deux disjoints Ji “ sai, bir, où ai, bi P E. Pour toute
fonction continue f : E Ñ K, notons Jf : r0, 1s Ñ K la fonction continue égale à f sur
E et affine sur chaque intervalle rai, bis. L’application f ÞÑ Jf est visiblement linéaire.
On a }Jf}8 ě }f}8 car Jf prolonge f . Inversement, si t P r0, 1szE, alors t est dans un
intervalle sai, bir, donc |Jfptq| ď max

`

|Jfpaiq|, |Jfpbiq|
˘

“ max
`

|fpaiq|, |fpbiq|
˘

ď }f}8
puisque Jf est affine sur rai, bis. Donc }Jf}8 “ }f}8 pour toute f P CpEq. On a ainsi
défini une isométrie linéaire J : CpEq Ñ Cpr0, 1sq. �

Par les Faits 1 et 2, la preuve est maintenant terminée. �
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4. Bidual, réflexivité

Rappel. Si X est un espace vectoriel normé, on considère que X Ď X˚˚ via le
plongement canonique jX : X ãÑ X˚˚.

4.1. Densité d’un espace dans son bidual.

Lemme 4.1. (Théorème de Goldstine)
Si X est un espace vectoriel normé, alors BX est dense dans pBX˚˚ , w

˚˚q.

Démonstration. Supposons que BX ne soit pas dense dans pBX˚˚ , w
˚˚q, i.e. que

C :“ BX
w˚˚

‰ BX˚˚ . Soit x˚˚ P BX˚˚ tel que x˚˚ R C. Comme C est convexe et
w˚˚- fermé et comme pX˚˚, w˚˚q est localement convexe, on peut trouver une forme
linéaire continue Φ : pX˚˚, w˚˚q Ñ K et α, β P R tels que

Re Φpx˚˚q ą sup
 

Re Φpu˚˚q; u˚˚ P Cu ě sup tRe Φpxq; x P BXu.

D’après le Lemme 3.9, Φ est de la forme δx˚ pour une certaine x˚ P X˚. On a donc

Re xx˚˚, x˚y ą sup
 

Re xx˚, xy; x P BX
(

“ }x˚};

ce qui est impossible car }x˚˚} ď 1. �

4.2. Espaces réflexifs.

Définition 4.2. Soit X un espace de Banach. On dit que X est réflexif si
“X˚˚ “ X” ; de façon précise : si le plongement canonique jX : X ãÑ X˚˚ est sur-
jectif. Autrement dit, X est réflexif si et seulement si toute forme linéaire continue
Φ : X˚ Ñ K est de la forme Φ “ δx pour un certain x P X.

Exemple 0. Tout espace de dimension finie est réflexif.

Démonstration. Si dimpXq ă 8, alors dimpX˚q “ dimpXq ă 8, donc dimpX˚˚q “
dimpX˚q “ dimpXq, et donc X˚˚ “ X puisque X Ď X˚˚. �

Exemple 1. Tout espace de Hilbert H est réflexif, car “H˚ “ H” et donc “H˚˚ “
H˚ “ H”.

Exemple 2. Soit pΩ,B,mq un espace mesuré sigma-fini. Si 1 ă p ă 8, alors
Lp “ LppΩ,mq est réflexif, car “pLpq˚ “ Lq” et 1 ă q ă 8, donc “pLpq˚˚ “ pLqq˚ “ Lp.

Exemple 3. L’espace X :“ c0pNq n’est pas réflexif car “c˚0 “ `1” et donc “c˚˚0 “

p`1q˚ “ `8 ‰ c0”.

Exemple 4. Si K est un espace compact métrisable infini, alors X :“ CpKq n’est
pas réflexif.

Démonstration. On sait que CpKq˚ “ MpKq. Par ailleurs, comme K est infini, il
existe une fonction borélienne bornée g : K Ñ C non continue (exo). Alors la forme
linéaire Φ : MpKq Ñ C définie par Φpµq :“

ş

K g dµ est continue, mais Φ n’est pas de
la forme δf pour une certaine f P CpKq car g n’est pas continue (exo). �

Remarque 4.3. Si X est un espace de Banach réflexif, alors toute forme linéaire
continue x˚ P X˚ atteint sa norme : il existe x P X tel que }x} “ 1 et xx˚, xy “ }x˚}.
Inversement, on peut montrer que si toute forme linéaire continue x˚ P X˚ atteint sa
norme, alors X est réflexif (Théorème de James).
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Démonstration. D’après le Théorème de Hahn-Banach, on peut trouver x˚˚ P X˚˚

telle que }x˚˚} “ 1 et xx˚˚, x˚y “ }x˚} ; et x˚˚ P X puisque X est réflexif. �

Proposition 4.4. Si X est un espace de Banach réflexif, alors tout sous-espace
fermé E Ď X est réflexif.

Démonstration. On a E˚ “ X˚{EK, donc E˚˚ “
`

EK
˘K

. Mais comme X est

réflexif, pEKqK est contenu dans X ; donc pEKqK “ pEKqK “ E “ E.

Preuve sans quotient. Soit Φ P E˚˚ : on veut montrer que Φ est de la forme Φ “ δu pour
un certain u P E, autrement dit qu’il existe u P E tel que @u˚ P E˚ : Φpu˚q “ xu˚, uy.

Soit rΦ : X˚ Ñ K la forme linéaire définie par rΦpx˚q :“ Φ
`

x˚
|E

˘

, x˚ P X˚. La forme

linéaire rΦ est continue (micro-exo), i.e. rΦ P X˚˚. Comme X est réflexif, il existe donc
u P X tel que @x˚ P X˚ : Φ

`

x˚
|E

˘

“ xx˚, uy. Il est évident par définition qu’on a

u P pEKqK. Donc u P E “ E. Si u˚ P E˚ et si on note x˚ P X˚ un prolongement de
Hahn-Banach de u˚, alors Φpuq “ Φpx˚

|Eq “ xx˚, uy “ xu˚, uy puisque u P E. Donc

Φ “ δu. �

Corollaire 4.5. Un espace de Banach X est réflexif si et seulement si X˚ est
réflexif.

Démonstration. Si X est réflexif, alors X˚˚ “ X, donc pX˚q˚˚ “
`

X˚˚
˘˚
“ X˚,

et donc X˚ est réflexif. Inversement, si X˚ est réflexif, alors X˚˚ “ pX˚q˚ est réflexif
par ce qui précède, et donc X est réflexif car X est un sous-espace fermé de X˚˚. �

Proposition 4.6. Un espace de Banach X est réflexif si et seulement si sa boule
unité fermée BX est w - compacte.

Démonstration. Si X est réflexif, alors BX “ BX˚˚ , donc BX est w˚˚- compacte
d’après le Théorème de Banach-Alaoglu, et donc BX est w - compacte car w “ w˚˚

(puisque X “ X˚˚). Inversement, supposons que BX soit w - compacte. Alors BX est
w˚˚- compacte dans X˚˚ puisque w est la topologie induite par w˚˚ sur X ; donc BX
est w˚˚- fermée dans X˚˚. Donc BX “ BX˚˚ d’après le Théorème de Goldstine ; et
donc X “ X˚˚. �

Corollaire 4.7. Si X est un espace de Banach réflexif et si A Ď X est borné,
alors A

w
est w - compact.

Démonstration. L’ensemble A est contenu dans une boule fermée B, qui est w -
compacte car X est réflexif. Alors B est w - fermée, donc A

w
Ď B ; donc A

w
est une

partie w - fermée de B, et donc A
w

est w - compact puisque B est w-compacte. �

Corollaire 4.8. Si X est un espace de Banach réflexif, alors tout ensemble
convexe fermé et borné C Ď X est w - compact.

Démonstration. L’ensemble C est convexe et fermé, donc il est w - fermé par le
Théorème de Mazur ; donc C “ C

w
est w - compact par le corollaire précédent. �

Corollaire 4.9. Soit X un espace de Banach réflexif, et soit C Ď X un ensemble
convexe fermé. Si ϕ : C Ñ R est une fonction convexe continue telle que ϕpxq Ñ `8

quand }x} Ñ 8, alors ϕ possède un minimum sur C. En particulier, pour tout a P X,
on peut trouver un point x P C tel que }x´ a} “ distpa,Cq.
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Démonstration. Posons m :“ inf tϕpxq; x P Cu, qui est bien défini mais peut-être
égal à ´8. Il suffit de montrer qu’il existe un x P C tel que ϕpxq ď m, ce qui prouvera
en même temps que m ą ´8 et que m est atteint. Soit pαnqnPN une suite décroissante
de nombres réels telle que αn Ñ m et αn ą m pour tout n P N. Pour n P N, posons

Cn :“ tx P C; ϕpxq ď αnu.

Par définition, les Cn sont tous non-vides, et ils sont fermés dans X car C est fermé
et ϕ est continue. De plus, chaque Cn est borné car ϕpxq Ñ `8 quand }x} Ñ 8

(exo). Enfin, les Cn sont convexes car ϕ est convexe (autre exo). Donc les Cn sont
w - compacts. Comme ils sont ‰ H et que la suite pCnq est décroissante, on en déduit
que

Ş

nPNCn ‰ H ; ce qui est exactement la conclusion souhaitée.
Si a P X est fixé et si on applique le résultat à la fonction ϕ : C Ñ R définie par
ϕpxq :“ }x´ a}, on obtient la 2ème partie du corollaire. �

Corollaire 4.10. Si X est un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée
pxnqnPN possède une sous-suite w - convergente.

Démonstration. On peut supposer que }xn} ď 1 pour tout n P N, de sorte que
xn P BX .
Suppososons d’abord que X soit séparable. Alors X˚ est séparable car pX˚q˚ “ X
est séparable ; donc BX est w - métrisable. Comme BX est w - compacte puisque X est
réflexif, on a donc le résultat dans ce cas.
Dans le cas général, posons E :“ vect txn; n P Nu. Alors E est un sous-espace fermé
de X, donc E est réflexif ; et E est séparable par définition. D’après le 1er cas, pxnq
possède donc une sous-suite qui converge dans pE,wq ; et évidemment, cette sous-suite
converge dans pX,wq. �

Remarque. On peut montrer que la réciproque est vraie : si toute suite bornée
pxnq Ď X possède une sous-suite w - convergente, alors X est réflexif. (Théorème
d’Eberlein-Smulian.)

Corollaire 4.11. Soient X et Y deux espaces de Banach, avec X réflexif. Pour
un opérateur T P LpX,Y q, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est compact ;

(ii) pour toute suite pzkqnPN Ď X telle que zk
w
ÝÑ 0, on a que }Tzk} Ñ 0.

Démonstration. On a déjà vu que (i) ùñ (ii), sans hypothèse sur X. Inversement,
supposons (ii) vérifiée. Soit pxnqnPN une suite bornée d’éléments de X : on veut montrer
que la suite pTxnq possède une sous-suite convergente. Comme X est réflexif, pxnq

possède une sous-suite pxnkq qui converge faiblement, xnk
w
ÝÑ x P X. Alors Txnk Ñ

y :“ Tx par (ii) appliqué à zk :“ xnk ´ x. �

Exercice. Soient X et Y des espaces de Banach. On note WOT la topologie sur
LpX,Y q engendrée par les semi-normes px,y˚pT q :“ |xy˚, Txy|, où x P X et y˚ P Y ˚.
(Cette topologie s’appelle la topologie opératorielle faible.) En termes de suites

généralisées, Tp
WOT
ÝÝÑ T signifie donc que Tpx

w
ÝÑ Tx pour tout x P X. Montrer que si

Y est réflexif, alors la boule unité fermée de LpX,Y q est WOT-compacte.
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4.3. Uniforme convexité.

Définition 4.12. Soit X un espace de Banach. On dit que X est uniformément
convexe si “la boule unité de X est bien ronde”. De façon précise, X est uniformément
convexe si, pour tout ε ą 0, on peut trouver δ “ δpεq ą 0 tel que

@x, y P BX vérifiant }x´ y} ě ε : on a

›

›

›

›

x` y

2

›

›

›

›

ď 1´ δ.

Remarque. Un espace X uniformément convexe est en particulier strictement
convexe : si x, y P X vérifient }x}, }y} ď 1 et x ‰ y, alors }p1 ´ λqx ` λy} ă 1 pour
tout λ P s0, 1r.

Démonstration. Soient x, y P BX avec x ‰ y, et supposons que }p1´λqx`λy} “ 1
pour un certain λ P s0, 1r. Comme 0 ă λ ă 1 et x ‰ y, on peut trouver u, v P rx, ys
avec u ‰ y tels que p1 ´ λqx ` λy “ u`v

2 ¨ Mais u, v P BX car BX est un ensemble

convexe, donc
›

›

u`v
2

›

› ď 1´ δp}v ´ u}q ă 1. On obtient donc une contradiction �

Exercice. Montrer qu’un espace de Banach X est strictement convexe si et seule-
ment si sa sphère unité SX ne contient pas de segment non. trivial.

Exemple 1. Tout espace de Hilbert est uniformément convexe.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert. Si x, y P BH , alors

}x´ y}2 ` }x` y}2 “ 2p}x}2 ` }y}2q ď 4.

Donc, si x, y P BH et }x´ y} ě ε, alors
›

›

›

›

x` y

2

›

›

›

›

2

“
1

4
}x` y}2 ď 1´

›

›

›

›

x´ y

2

›

›

›

›

2

ď 1´
ε2

4
¨

Par conséquent, on peut prendre δpεq :“ 1´
a

1´ ε2{4. �

Exemple 2. L’espace X “ pR2, } ¨ }8q n’est pas uniformément convexe.

Démonstration. Si on pose x :“ p1, 0q et y :“ p1, 1q, alors le segment rx, ys est
contenu dans SX . Donc X n’est pas strictement convexe. �

Remarque 4.13. Pour un espace de Banach X, les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(1) X est uniformément convexe.

(2) Pour toute suite pxn, ynqnPN Ď BX ˆ BX telle que
›

›

xn`yn
2

›

› Ñ 1, on a que
}xn ´ yn} Ñ 0.

Démonstration. Exo. �

Proposition 4.14. Soit pΩ,B,mq un espace mesuré. Si 1 ă p ă 8, alors Lp “
LppΩ,mq est uniformément convexe.

Démonstration. La preuve repose sur le fait suivant.

Fait 1. Soit α : C2 Ñ R la fonction définie par

αpu, vq :“
|u|p ` |v|p

2
´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u` v

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

¨
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(a) On a αpu, vq ě 0 pour tout pu, vq P C2, et αpu, vq ą 0 si u ‰ v.

(b) Pour tout η ą 0, il existe une constante Cη ă 8 telle que l’implication suivante
ait lieu : |u´ v|p ě η

`

|u|p ` |v|p
˘

ùñ |u|p ` |v|p ď Cη αpu, vq.

Preuve du Fait 1. (a) Si |u| ‰ |v|, alors αpu, vq ě |u|p`|v|p

2 ´

´

|u|`|v|
2

¯p
ą 0 car la

fonction t ÞÑ tp est strictement convexe sur R`. Si |u| “ |v| :“ t et u ‰ v, alors |u`v| ă
|u| ` |v| “ 2t, donc αpu, vq ą 2tp

2 ´ tp “ 0. Et si u “ v, alors αpu, vq “ |u|p ´ |u|p “ 0.

(b) L’ensemble Kη :“
 

px, yq P C2; |x|p ` |y|p “ 1 , |x ´ y|p ě η
(

est compact

car fermé borné dans C2, et αpu, vq ą 0 sur K par (a). Donc il existe une constante
θ “ θη ą 0 telle que @px, yq P Kη : αpx, yq ě θ. Si maintenant pu, vq P C2 vérifie

|u´ v|p ě ηp|u|p` |v|pq et pu, vq ‰ p0, 0q et si on pose M :“ }pu, vq}p “ p|u|
p` |v|pq1{p,

alors px, yq :“
`

u
M ,

v
M

˘

appartient à K. Comme αpx, yq “ 1
Mp αpu, vq, on en déduit

αpu, vq ě θ p|u|p ` |v|pq ; donc Cη :“ 1{θ convient. �

Remarque. Il découle en particulier du Fait 1 que

@u, v P C : |u` v|p ď 2p´1
`

|u|p ` |v|p
˘

.

Démonstration. On a |u` v|p “ 2p
´

|u|p`|v|p

2 ´ αpu, vq
¯

et αpu, vq ě 0. �

Fait 2. Si f, g P BLp , alors
ş

Ω α
`

fptq, gptq
˘

dmptq ď 1´
›

›

›

f`g
2

›

›

›

p

p
.

Preuve du Fait 2. On a
ş

Ω α
`

fptq, gptq
˘

dmptq “
}f}pp`}g}

p
p

2 ´

›

›

›

f`g
2

›

›

›

p

p
. �

Soit maintenant pfn, gnq une suite dans BLp ˆBLp telle que
›

›

›

fn`gn
2

›

›

›

p
Ñ 1. Il s’agit de

montrer que }fn ´ gn}p Ñ 0.

Soit η ą 0 à choisir. Fixons également n P N, et posons

E :“
 

t P Ω; |fnptq ´ gnptq|
p ě η p|fnptq|

p ` |gnptq|
pq
(

.

Par définition de E, on a

}fn ´ gn}
p
p “

ż

E
|fn ´ gn|

pdm`

ż

ΩzE
|fn ´ gn|

pdm

ď

ż

E
|fn ´ gn|

pdm` η

ż

ΩzE
p|fn|

p ` |gn|
pq dm

ď

ż

E
|fn ´ gn|

pdm` 2η car }fn}p, }gn}p ď 1.

Par ailleurs, on a aussi (d’après le Fait 1)

@t P E : |fnptq ´ gnptq|
p ď 2p´1

´

|fnptq|
p ` |gnptq|

p
¯

ď 2p´1Cη α
`

fnptq, gnptq
˘

.

Comme la fonction α est ě 0, on en déduit
ż

E
|fn ´ gn|

pdm ď 2p´1Cη

ż

Ω
α
`

fnptq, gnptq
˘

dmptq

ď 2p´1Cη ˆ

˜

1´

›

›

›

›

fn ` gn
2

›

›

›

›

p

p

¸

d’après le Fait 2.
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On a donc montré que

@n P N : }fn ´ gn}
p
p ď 2η ` 2p´1Cη ˆ

˜

1´

›

›

›

›

fn ` gn
2

›

›

›

›

p

p

¸

.

Comme
›

›

›

fn`gn
2

›

›

›

p
Ñ 1, on en déduit lim }fn ´ gn}

p
p ď 2η, pour tout η ą 0. Donc

}fn ´ gn}p Ñ 0. �

Théorème 4.15. Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

Démonstration. Soit X un espace de Banach uniformément convexe. Pour montrer
que X est réflexif, il suffit de montrer que si x˚˚ P X˚˚ et }x˚˚} “ 1, alors en fait
x˚˚ P X.
Par le Théorème de Goldstine, on peut trouver une suite généralisée pxpqpPP Ď BX

telle que xp
w˚˚
ÝÝÑ x˚˚. On va montrer qu’en fait }xp ´ x˚˚} Ñ 0, ce qui prouvera que

x˚˚ P X puisque X, étant complet, est un sous-espace fermé de X˚˚.

Soit ε ą 0. Comme }x˚˚} “ 1, on peut trouver x˚ P B˚X tel que Re xx˚˚, x˚y ą 1´δpεq,

où δpεq est donné par la définition de l’uniforme convexité ; et comme xp
w˚˚
ÝÝÑ x˚˚, on

peut ensuite trouver p0 P P tel que @p ľ p0 : Re xx˚, xpy ą 1´δpεq. Comme }x˚} ď 1,

on a alors @p, p1 ľ p0 :
›

›

›

xp`xp1

2

›

›

›
ě Re

A

x˚,
xp`xp1

2

E

ą 1´ δpεq ; et donc, par définition

de δpεq :

@p, p1 ľ p0 : }xp ´ xp1} ď ε.

Comme xp1
w˚˚
ÝÝÑ x˚˚ et comme la boule fermée Bpxp, εq Ď X˚˚ est w˚˚- fermée dans

X˚˚, on en déduit

@p ľ p0 : }xp ´ x
˚˚} ď ε;

ce qui termine la preuve. �

Remarque. Voici une preuve presque identique mais un peu plus “habillée”. On
considère l’ensemble préordonné filtrant P ˆ P (avec l’ordre produit). On a

@x˚ P BX˚ : 1 ě lim

›

›

›

›

xp ` xp1

2

›

›

›

›

ě Re

B

x˚,
xp ` xp1

2

F

“ Re xx˚˚, x˚y.

En prenant le “sup en x˚”, on en déduit que
›

›

›

xp`xp1

2

›

›

›
Ñ 1. Donc }xp ´ xp1} Ñ 0 par

uniforme convexité. Par conséquent, la s.g. pxpqpPP est de Cauchy. Donc pxpq converge

dans X car X est complet, nécessairement vers x˚˚ puisque xp
w˚˚
ÝÝÑ x˚ ; et donc

x˚˚ P X.

Exemple. Retour sur le dual de Lp.

Soit pΩ,B,mq un espace mesuré, et soit 1 ă p ă 8. Montrons à nouveau que “le dual
de Lp est Lq”.
Soit J : Lq Ñ pLpq˚ le plongement canonique de Lq dans pLpq˚ : si g P Lq, alors Jg
est la forme linéaire Φg : Lp Ñ C définie par Φgpfq :“

ş

Ω fg dm. On sait que J est
une isométrie ; donc JpLqq est un sous-espace fermé de pLpq˚. On voudrait montrer que
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JpLqq “ pLpq˚. D’après le critère dual de densité, il suffit de montrer que JpLqqK “ t0u.
Mais Lp est réflexif car uniformément convexe ; donc

JpLqqK “ JpLqqK “
!

f P Lp : @g P Lq :

ż

Ω
fg dm “ 0

)

.

Autrement dit, JpLqqK “ tf P Lp; Φf “ 0u, où Φf : Lq Ñ C est la forme linéaire

définie par Φf pgq :“
ş

Ω gf dm. Donc JpLqqK “ t0u puisque l’application f ÞÑ Φf est
une isométrie.

5. Points extrémaux

5.1. Définition et exemples.

Définition 5.1. Soit X un espace vectoriel sur K “ R ou C, et soit C Ď X. On dit
qu’un point e P C est un point extrémal de C s’il n’est pas possible d’écrire e comme
combinaison convexe de deux points de C différents de e ; autrement dit : e extrémal
si et seulement si, pour tout segment ru, vs a extrémités dans C tel que e P ru, vs, on
a u “ e ou v “ e. On note extpCq l’ensemble des points extrémaux de C.

Remarque. En général, on parle de points extrémaux uniquement pour les en-
sembles convexes ; mais la définition a un sens pour un ensemble C quelconque.

Reformulation. Soit C Ď X, et soit e P C. Alors e P extpCq si et seulement si
l’implication suivante a lieu :

´

e “ p1´ λqu` λv avec u, v P C et 0 ă λ ă 1
¯

ùñ u “ v “ e.

Si on suppose de plus que C est convexe, alors e P extpCq si et seulement si l’implication
suivante a lieu :

e “
u` v

2
avec u, v P C ùñ u “ e “ v.

Démonstration. Exo. �

Remarque. Si X est un espace vectoriel normé, alors extpCq Ď BC pour tout
ensemble C Ď X. En particulier, extpBXq Ď SX .

Démonstration. Il est évident géométriquement qu’un point extrémal de C ne peut
pas appartenir à C̊. Écrire les détails. �

Exemple 1. Prenons X :“ R2.r Si C Ď R2 est un triangle ou un rectangle, alors les points extrémaux de C
sont ses sommets.r Si C Ď R2 est un disque, alors extpCq “ BC.

Démonstration. On le voit bien. �

Exemple 2. Si X est un espace de Banach strictement convexe, alors extpBXq “
SX .

Démonstration. C’est évident. �

Exemple 3. Les points extrémaux de BMdpRq “ BLpRdq sont les matrices orthogo-
nales.
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Démonstration. On identifie MdpRq et LpRdq ; donc OdpRq Ď LpRdq est l’ensemble
des isométries linéaires de Rd.
Montrons d’abord que toute isométrie J est un point extrémal de BLpRdq. Soient A,B P

BLpRdq tels que J “ p1´ λqA` λB avec 0 ă λ ă 1. Si x P Rd vérifie }x} “ 1, alors

1 “ }x}2 “ }Jx}2 “ }p1´ λqAx` λBx}2 et }Ax}, }Bx} ď 1.

Comme la fonction u ÞÑ }u}2 est strictement convexe sur Rd, cela n’est possible que si
Ax “ Bx, pour tout x P Rd de norme 1. Donc A “ B, et donc A “ J “ B.

Inversement, soit A un point extrémal de BLpRdq et montrons que A est une isométrie.
D’après la décomposition polaire, on peut écrire A “ UP , où U est une isométrie et P
est un opérateur positif. Il suffit de montrer que P “ I.
Comme A est un point extrémal de BLpRdq, il en va de même pour P car U est

une isométrie (exo). De plus, P est diagonalisable en base orthonormée et ses valeurs
propres sont comprises entre 0 et 1 puisque P est un opérateur positif et }P } ď 1. On
peut donc trouver une isométrie J telle que D :“ J´1PJ soit un opérateur diagonal
dans la base canonique de Rd, avec des coefficient diagonaux λi P r0, 1s. Comme P est
extrémal et comme J est une isométrie, l’opérateur diagonal D est un point extrémal
de BLpRdq. Ceci n’est possible que si λi “ 1 pour tout i P J1, dK. En effet, si on avait

λi ă 1 pour un certain i, on pourrait écrire λi “
α1`α2

2 avec ´1 ď α1 ă λi ă α2 ď 1.

On aurait alors D “ D1`D2
2 , où D1 et D2 sont les opérateurs diagonaux obtenus à

partir de D en remplaçant λi par α1 et α2 ; donc D ne serait pas un point extrémal
de BLpRdq. Ainsi, on a λi “ 1 pour tout i P J1, dK, donc D “ I, et donc P “ I puisque

P “ JDJ´1. �

Exemple 4. Soit Ω un espace topologique ou bien métrisable séparable, ou bien
compact, et soit MpΩq l’espace des mesures boréliennes complexes sur Ω (supposées
régulières si Ω est compact). Les points extrémaux de BMpΩq sont les mesures de la
forme µ “ c δa, où a P Ω et |c| “ 1.

Démonstration. On a besoin du fait général suivant.

Fait 5.2. Si µ P MpΩq, il existe un plus grand ouvert O tel que |µ|pOq “ 0.
Le complémentaire de cet ouvert O s’appelle le support de la mesure µ, et se note
supppµq.

Preuve du Fait. Soit pViqiPI la famille de tous les ouverts V Ď Ω tels que |µ|pV q “ 0,
et soit O :“

Ť

iPI Vi. Alors O est certainement un ouvert de Ω, et il suffit visiblement
de montrer que |µ|pOq “ 0.

Si Ω est métrisable séparable, on peut trouver un ensemble dénombrable J Ď I tel que
O “

Ť

iPJ Vi (propriété de Lindelöf). Donc |µ|pOq “ 0 puisque |µ| est une mesure.

Si Ω est compact, on utilise la régularité de la mesure |µ| : on a |µ|pKq “ 0 pour
tout compact K Ď O car K est contenu dans une réunion finie d’ouverts Vi ; donc
|µ|pOq “ 0 par régularité. �

Remarque 1. Soit µ P MpΩq. Un point a P Ω appartient au support de µ si et
seulement si |µ|pV q ą 0 pour tout voisinage V de a dans Ω.

Démonstration. C’est évident par définition du support. �

Remarque 2. Une mesure µ P MpΩq non nulle est de la forme µ “ c δa si et
seulement si supppµq est réduit à 1 point.
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Démonstration. Exo. �

Soit µ un point extrémal de BMpΩq. On a nécessairement }µ} “ 1. Donc, pour montrer
que µ et de la forme c δa avec |c| “ 1, il suffit de montrer que supppµq est réduit à 1
point.
Supposons que supppµq contiennent au moins 2 points a1 et a2. Soient V1 et V2 deux
ouverts de Ω tels que ai P Vi et V1XV2 “ H. Comme a1 et a2 appartiennent au support
de µ, on a |µ|pV1q ą 0 et |µ|pV2q ą 0. Donc, si on pose E :“ V1, alors α :“ |µ|pEq ą 0
et β :“ |µ|pEcq ą 0. Comme de plus |µ|pΩq “ }µ} “ 1, on a α`β “ 1 ; donc 0 ă α ă 1
et β “ 1 ´ α. Si on pose µ1 :“ 1

α 1E µ et µ2 :“ 1
1´α1Ec µ, alors }µ1} “ 1 “ }µ2} et

µ “ αµ1 ` p1´ αqµ2 ; ce qui contredit l’extrémalité de µ puisque µ1 ‰ µ2.

Le fait que toute mesure de la forme c δa avec |c| “ 1 soit un point extrémal de BMpΩq
est laissé en exo. �

Remarque. Notons PpΩq l’ensemble des mesures de probabilité sur Ω. On montre
essentiellement de la même façon que les points extrémaux de PpΩq sont les masses de
Dirac δa, a P Ω.

Exemple 5. La boule unité de c0pNq et la boule unité de L1pr0, 1sq n’ont pas de
points extrémaux.

Démonstration. Soit x “ pxiqiPN P Bc0 quelconque. Comme x P c0, on peut choisir

i P N tel que |xi| ă 1, puis α, β P C de module ă 1 tels que α ‰ β et xi “
α`β

2 ¨

Alors x “ u`v
2 , où u et v sont obtenus à partir de x en remplaçant la coordonnée xi

respectivement par α et par β. Comme u et v sont dans Bc0 et u ‰ v, cela montre que
x n’est pas un point extrémal de Bc0 . Ainsi, extpBc0q “ H.

Soit maintenant f P BL1 quelconque, et supposons que }f}1 “ 1. Comme la mesure de
Lebesgue m ne charge pas les points, le support de la mesure |f |m n’est pas réduit à
1 point. Comme dans la preuve de l’Exemple 3, on en déduit qu’on peut trouver un
ensemble mesurable E Ď r0, 1s tel que α :“

ş

E |f | ą 0 et 1 ´ α “
ş

Ec |f | ą 0. Si on

pose u :“ 1
α 1Ef et v :“ 1

1´α 1Ecf , alors }u}1 “ 1 “ }v}1 et αu`p1´αqv “ f . Comme

u ‰ v, cela montrer que f n’est pas un point extrémal de BL1 . Donc extpBL1q “ H. �

Exercice. Soient X et Y des espaces vectoriels normés. Montrer que si J : X Ñ Y
est une isométrie bijective (linéaire), alors J

`

extpBXq
˘

“ extpBY q.

5.2. Isométries entre espaces CpKq. Le résultat suivant montre que si K est
un espace topologique compact, alors l’espace de Banach CpKq “détermine entièrement
K”. Le lien avec les points extrémaux n’est pas immédiatement apparent. En fait, c’est
la preuve du théorème qui utilise la notion de point extrémal.

Théorème 5.3. (Banach-Stone)
Soient K et L deux espaces topologiques compacts. Si les espaces de Banach CpKq et
CpLq sont isométriques, alors K et L sont homéomorphes. De plus, si J : CpKq Ñ CpLq
est une isométrie bijective, alors J est nécessairement de la forme

Jfpyq “ cpyq fpφpyqq,

où φ : L Ñ K est un homéomorphisme et c : L Ñ C est une fonction continue telle
que |cpyq| ” 1.
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Démonstration. Il suffit évidemment de démontrer la partie “De plus”.

On aura besoin du fait suivant. Rappelons que si Ω est un espace topologique compact,
alors on identifie CpΩq˚ et MpΩq via le Théorème de représentation de Riesz.

Fait. Si Ω est un espace topologique compact, alors l’application z ÞÑ δz est un
homéomorphisme de Ω sur tδz; z P Ωu Ď pMpΩq, w˚q.

Preuve du Fait. Si zp Ñ z, alors xδzp , fy “ fpzpq Ñ fpzq “ xδz, fy pour toute f P
CpΩq ; donc l’application z ÞÑ δz est continue de Ω dans pMpΩq, w˚q. Cette application
est de plus injective (si z1 ‰ z2, alors supppδz1q “ tz1u ‰ tz2u “ supppδz2q) ; donc c’est un
homéomorphisme de Ω sur son image puisque Ω est compact. �

Soit J : CpKq Ñ CpLq une isométrie bijective. Pour montrer que J est de la forme
annoncée, l’idée de départ est d’écrire que si f P CpKq, alors

@y P L : Jfpyq “ xδy, fy “ xJ
˚δy, fy.

On va donc s’intéresser de plus près à l’opérateur J˚.
Comme J est une isométrie bijective, J˚ : MpKq Ñ MpLq est inversible avec }J˚} “
}J} “ 1 et }pJ˚q´1} “ }pJ´1q˚} “ }J´1} “ 1. Donc J˚ est une isométrie bijective.
Par conséquent, on a J˚

“

ext
`

BMpLq
˘‰

“ ext
`

BMpKq
˘

. D’après la description des points
extrémaux de BMpΩq, on en déduit que pour tout y P L, il existe un point φpyq P X et
un nombre cpyq P C de module 1 tels que

J˚δy “ cpyq δφpyq.

Comme cpyq “ xcpyqδφpyq,1y “ xJ
˚δy,1y et comme J˚ est w˚-w˚ continu, on voit que

la fonction y ÞÑ cpyq est continue sur L. Donc l’application y ÞÑ δφpyq est continue

de L dans pMpKq, w˚q puisque δφpyq “
1
cpyq J

˚δy ; et donc l’application y ÞÑ φpyq est

continue par le Fait.
De même, il existe une fonction continue d : K Ñ C et une application continue
ψ : K Ñ pMpLq, w˚q telles que @x P K : pJ˚q´1pδxq “ dpxq δψpxq. Donc δy “

pJ˚q´1J˚δy “ cpyqdpφpyqq δψpφpyqq pour tout y P L, ce qui entraine que ψpφpyqq “ y.
Ainsi, on a ψ ˝ φ “ idY ; et de même φ ˝ ψ “ idX . Donc φ est un homéomorphisme de
L sur K, avec φ´1 “ ψ.
Si maintenant f P CpKq, alors Jfpyq “ xJ˚δy, fy “ cpyqxδφpyq, fy “ cpyq fpφpyqq pour
tout y P L, ce qui termine la preuve. �

5.3. Convexes compacts. Le résultat suivant est spectaculaire et a de nom-
breuses applications.

Théorème 5.4. (Krein-Milman)
Soit X un espace vectoriel topologique localement convexe. Si K Ď X est un ensemble
compact non vide, alors K Ď conv

`

extpKq
˘

, et donc K “ conv
`

extpKq
˘

si K est de
plus convexe. En particulier, extpKq ‰ H.

Remarque. La notation convpAq est synonyme de convpAq.

Ce théorème va découler presque immédiatement du lemme suivant.

Lemme 5.5. Soit X un evt localement convexe, et soit K Ď X un compact non
vide. Si ϕ : X Ñ R est une fonction convexe continue, alors ϕ|K atteint son maximum
en un point extrémal de K, i.e. il existe un point e P extpKq tel que ϕpeq “ maxK ϕ.
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Démonstration. On utilisera la terminologie suivante. Si C Ď X, on dira qu’un
ensemble F Ď C est une partie extrémale de C si l’implication suivante a lieu :

´

u, v P C et p1´ λqu` λv P F pour un certain λ P s0, 1r
¯

ùñ
`

u P F et v P F
˘

.

Avec cette terminologie, on voit qu’un point e P C est un point extrémal de C si et
seulement si teu est une partie extrémale de C.

Fait 1. Soit C Ď X un ensemble compact non vide. Si ϕ : X Ñ R est une fonction
convexe continue, alors l’ensemble F pϕ,Cq :“ tx P C; ϕpxq “ maxC ϕu est une partie
extrémale de C, et F pϕ,Cq ‰ H.

Preuve du Fait 1. La définition de F pϕ,Cq a un sens et F pϕ,Cq ‰ H, car ϕ est
continue et C est compact. Posons M :“ maxC ϕ. Soient u, v P C tels que p1´λqu`λv P
F pϕ,Cq pour un certain λ P s0, 1r. Comme ϕ est convexe, on a M “ ϕ

`

p1´λqu`λv
˘

ď

p1´ λqϕpuq ` λϕpvq ď p1´ λqM ` λM “ M . Donc ϕpuq “ M “ ϕpvq car 0 ă λ ă 1,
i.e. u, v P F pϕ,Cq. �

Fait 2. Soit C Ď X, et soit F Ď C une partie extrémale de C. Si F 1 Ď F est une
partie extrémale de F , alors F 1 est une partie extrémale de C.

Preuve du Fait 2. C’est un exo facile. �

Fait 3. Si M Ď X est compact et non vide, alors extpMq ‰ H.

Preuve du Fait 3. Notons F la famille de toutes les parties extrémales de M com-
pactes et non vides. Une application du Lemme de Zorn montre qu’il existe une F0 P F
qui est minimale pour l’inclusion (exo ; il faut observer que si pFiqiPI est une famille
totalement ordonnée de compacts non vides, alors

Ş

iPI Fi ‰ H).
Supposons que F0 contienne au moins 2 points distincts a et b. CommeX est localement
convexe, on peut trouver une forme R-linéaire continue ϕ : X Ñ R telle que ϕpaq ‰
ϕpbq. Alors F1 :“ F pϕ, F0q ne peut pas contenir a et b, donc F1 est strictement contenue
dans F0. De plus, F1 ‰ H et F1 est une partie extrémale de F0 par le Fait 1. Donc
F1 est une partie extrémale de M par le Fait 2 ; ce qui contredit la minimalité de F0.
Ainsi F0 est réduit à 1 point teu, et e P extpMq puisque F0 est une partie extrémale
de M . �

Soit maintenant K Ď X un ensemble compact non vide, et soit ϕ : X Ñ R convexe
continue. Par le Fait 3, l’ensemble M :“ F pϕ,Kq possède au moins 1 point extrémal
e. Alors teu est une partie extrémale de M , donc une partie extrémale de K par les
Faits 1 et 2 ; donc e P extpKq. Ceci termine la preuve du lemme. �

Preuve du Théorème de Krein-Milman. Soit K Ď X un ensemble compact non
vide, et soit x P K quelconque. Supposons que x R conv

`

extpKq
˘

. Alors, par le
Théorème de séparation des convexes, on peut trouver une forme R-linéaire continue
ϕ : X Ñ R telle que ϕpxq ą sup

 

ϕpzq; z P conv
`

extpKq
˘(

. En particulier, ϕpxq ą ϕpeq
pour tout e P extpKq. Mais par le Lemme 5.5, il existe un point e P extpKq tel que
ϕpeq “ maxK ϕ. On a donc ϕpeq ě ϕpxq ą ϕpeq, ce qui pose problème. �

Corollaire 5.6. Toute matrice M P MdpRq vérifiant }M} ď 1 est combinaison
convexe de matrices orthogonales.
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Démonstration. On a vu que ext
`

BMdpRq
˘

“ OdpRq. Donc M P convpOdpRqq par
Krein-Milman. MaisOdpRq est un compact deMdpRq, et donc convpOdpRqq est compact
car on est en dimension finie. En particulier convpOdpRqq est un fermé de MdpRq ; donc
M P convpOdpRqq, ce qui est le résultat annoncé. �

Corollaire 5.7. Si X est un espace vectoriel normé, alors BX˚ est l’enveloppe
convexe w˚- fermée de ses points extrémaux. En particulier, ext

`

BX˚q ‰ H.

Démonstration. Par le Théorème de Banach-Alaoglu, BX˚ est un (convexe) com-
pact de l’espace localement convexe pX˚, w˚q. �

Remarque. Ce résultat montre en particulier qu’il n’existe pas d’espace vectoriel
normé X tel que X˚ soit isométrique à L1pr0, 1sq ou à c0pNq.

Corollaire 5.8. Soit X un espace de Banach réflexif. Si C Ď X est un ensemble
convexe, fermé et borné, alors C “ conv

`

extpCq
˘

.

Démonstration. Comme X est réflexif, C est un convexe compact de l’espace

localement convexe pX,wq. Donc C “ conv
`

extpCq
˘w

par Krein-Milman ; et donc

C “ conv
`

extpCq
˘

car l’adhérence faible d’un convexe est égale à son adhérence en
norme. �

Corollaire 5.9. Soit X un evt localement convexe, et soit K Ď X un ensemble
convexe compact. Notons ApKq l’ensemble des fonctions affines continues f : K Ñ C.
Pour tout point x P K, on peut trouver une mesure de probabilité borélienne µ sur
extpKq telle que

@f P ApKq : fpxq “

ż

extpKq
fpzq dµpzq.

Démonstration. On posera E :“ extpKq. Comme extpKq Ď K et comme K est
compact, E est un compact de X.

D’après le Théorème de Krein-Milman, on peut trouver une suite généralisée pzpqpPP Ď
conv

`

extpKq
˘

telle que zp Ñ x.
Pour tout p P P , écrivons

zp “

Np
ÿ

i“1

ci,pei,p,

où ei,p P extpKq et ci,p ě 0 avec
ř

i ci,p “ 1. Alors

µp :“

Np
ÿ

i“1

ci,pδei,p

est une mesure de probabilité borélienne sur E. En particulier µp P BMpEq.
Comme E est compact, on a MpEq “ CpEq˚ d’après le Théorème de représentation
de Riesz. Donc pµpq est une suite généralisée dans BCpEq˚ , et donc pµpq possède une
sous-s.g. qui converge w˚ dans CpEq˚ “MpEq. On peut donc supposer qu’il existe une

mesure µ PMpEq telle que µp
w˚
ÝÝÑ µ, i.e.

@f P CpEq :

ż

E
f dµp Ñ

ż

E
f dµ.

La mesure µ est positive car les µp le sont, et µpEq “
ş

E 1 dµ “ lim
ş

E 1 dµp “ 1 car
µppEq “ 1 pour tout p ; donc µ est une mesure de probabilité.
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Si f : K Ñ C est affine continue, alors

@p P P :

ż

E
f dµp “

Np
ÿ

i“1

ci,pfpei,pq “ f

˜

Np
ÿ

i“1

ci,pei,p

¸

“ fpzpq.

Comme fpzpq Ñ fpxq par continuité de f , on obtient donc le résultat souhaité :

fpxq “

ż

E
f dµ pour toute f P ApKq.

�

5.4. Stone-Weierstrass. Dans cette section, on utilise le Théorème de Krein-
Milman pour donner une preuve du Théorème de Stone-Weierstrass, dont on rappelle
l’énoncé.

Théorème 5.10. Soit K un espace topologique compact. Si A Ď CpKq est une
sous-algèbre stable par conjugaison, contenant 1 et qui sépare les points de K, alors A
est dense dans CpKq.

Démonstration. Il suffit de montrer que l’ensemble

AK :“

"

µ PMpKq;

ż

K
f dµ “ 0 pour toute f P A

*

ĎMpKq “ CpKq˚

est réduit à t0u. Dans la suite, on posera

C :“ tµ P AK; }µ} ď 1u “ BAK .

Comme AK est w˚- fermé dans MpKq, l’ensemble C est w˚- compact. On va raisonner
par l’absurde : on suppose que C ‰ t0u et on cherche à obtenir une contradiction.

Fait 1. Si µ P AK, alors hµ P AK pour toute h P A.

Preuve du Fait 1. Si f P A, alors fh P A et donc
ş

K f dphµq “
ş

K fh dµ “ 0. �

Fait 2. Si a, b P K et a ‰ b, on peut trouver une fonction g P A à valeurs réelles
telle que 0 ď g ď 1 et gpaq ‰ gpbq.

Preuve du Fait 2. Comme A est un espace vectoriel stable par conjugaison qui
sépare les points de K, on peut trouver f P A à valeurs réelles telle que fpaq ‰ fpbq et

}f}8 “ 1. Alors g :“ 1`f
2 convient ; on a bien g P A car 1 P A. �

Fait 3. Soit µ P extpCq. Si µ1, µ2 P AK sont telles que µ1`µ2 “ µ et }µ1}`}µ2} “

}µ}, alors µ1 et µ2 sont proportionnelles à µ.

Preuve du Fait 3. Il n’y a rien à démontrer si µ1 “ 0 ou µ2 “ 0 ; donc on suppose
que µ1 ‰ 0 et µ2 ‰ 0. Alors ν1 :“ µ1

}µ1}
et ν2 :“ µ2

}µ2}
sont bien définies et appartiennent

à C. De plus, comme µ P extpCq et C ‰ t0u, on a }µ} “ 1, donc }µ1}` }µ2} “ 1. Si on
pose α :“ }µ1}, on voit ainsi que 0 ă α ă 1 et µ “ αν1` p1´αq ν2. Donc ν1 “ µ “ ν2

puisque µ P extpCq, ce qui prouve le Fait. �

Fait 4. Si µ P extpCq, alors supppµq est réduit à 1 point.
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Preuve du Fait 4. Comme on suppose que C ‰ t0u, on a nécessairement }µ} “ 1
et donc µ ‰ 0. Supposons que supppµq contienne au moins 2 points distincts a et b.
Par le Fait 2, on peut trouver g P A à valeurs réelles telle que 0 ď g ď 1 et gpaq ‰ gpbq.
Alors µ1 :“ gµ et µ2 :“ p1 ´ gqµ sont dans AK par le Fait 1, on a µ1 ` µ2 “ µ par
définition, et }µ1} ` }µ2} “

ş

K g d|µ| `
ş

Kp1 ´ gq d|µ| “
ş

K d|µ| “ }µ}. Par le Fait 3,
µ1 et µ2 sont proportionnelles à µ. On a donc une constante c telle que µ1 “ cµ. Alors
|c||µ| “ |µ1| “ g|µ| car g ě 0 ; donc la fonction g est |µ|-pp égale à la constante |c|.
Comme g est continue, elle doit donc être constante sur supppµq (exo) ; mais ceci n’est
pas vrai puisque gpaq ‰ gpbq. �

On peut maintenant conclure la preuve du théorème. Par le Fait 4 et le Théorème de
Krein-Milman, on peut trouver une mesure µ P AK telle que supppµq est un singleton
tau. Alors µ “ c δa pour une certaine constante c ‰ 0 ; mais comme 1 P A, on a
c “

ş

K 1 dµ “ 0 puisque µ P AK. On a donc obtenu la contradiction souhaitée. �

5.5. Fonctions de type positif. Dans cette cette section, on donne une appli-
cation assez élaborée du Théorème de Krein-Milman, qu’on aura l’occasion d’utiliser
au Chapitre 6.

Définition 5.11. Un semi-groupe commutatif est un ensemble S muni d’un
loi interne ps, tq ÞÑ s` t qui est associative, commutative, et possède un élément neutre
noté 0.

Exemples.

(1) Tout groupe commutatif est un semi-groupe commutatif.

(2) R` et N sont des semi-groupes commutatifs. Plus généralement, Rd` et Nd
sont des semi-groupes commutatifs pour tout d ě 1.

Définition 5.12. Soit pS,`q un semi-groupe commutatif. Une involution sur S
est une application s ÞÑ s˚ de S dans S qui vérifie ps` tq˚ “ s˚` t˚ et ps˚q˚ “ s pour
tous s, t P S.

Remarque. On a nécessairement 0˚ “ 0, car 0˚ “ 0˚ ` 0 “ p0` 0˚q˚ “ p0˚q˚.

Exemples.

(1) L’application s ÞÑ s est une involution !

(2) Si S est un groupe commutatif, alors l’application s ÞÑ ´s est une involution

(3) Si S “ Nˆ N, l’application pk, lq ÞÑ pl, kq est une involution.

Définition 5.13. Soit S “ pS,`, ˚q un semi-groupe commutatif avec involution.
Un caractère de S est une application γ : S Ñ C qui possède les propriétés suivantes :

(i) γps` tq “ γpsqγptq pour tous s, t P S, et γp0q “ 1 ;

(ii) γps˚q “ γpsq pour tout s P S.

Exemples.

(1) Si S est un groupe commutatif muni de l’involution s ÞÑ ´s, alors les ca-
ractères de S sont exactement les homomorphismes de S dans le groupe mul-
tiplicatif T.

(2) Soit S :“ NˆN muni de l’involution pk, lq˚ “ pl, kq. Les caractères de S sont
les applications de la forme γzpk, lq :“ zkz̄l, où z P C.



144 5. DUALITÉ

Démonstration. (1) Si γ : S Ñ C est un caractère alors, par (i), on a γpsq ‰ 0
pour tout s P S et γ est un homomorphisme de S dans le groupe multiplicatif C˚. De
plus, par (ii) on a γpsq “ γp´sq “ 1{γpsq, autrement dit |γpsq| “ 1 pour tout s P S.
Inversement, tout homomorphisme γ : S Ñ T est un caractère de S, par le même
argument.

(2) Soit γ : N ˆ N Ñ C un caractère. Comme pk, lq “ pk, 0q ` p0, lq, on a γ
`

pk, lq
˘

“

γ
`

pk, 0q
˘

γ
`

p0, lq
˘

“ γ
`

1, 0q
˘k
γ
`

p0, 1q
˘l

pour tout pk, lq P NˆN par (i). Mais γ
`

p0, 1q
˘

“

γ
`

p1, 0q
˘

par (ii), donc γ est de la forme γz avec z :“ γ
`

p1, 0q
˘

. La réciproque est laissée
en exo. �

Définition 5.14. Soit S “ pS,`, ˚q un semi-groupe commutatif avec involution,
et soit φ : S Ñ C. On dit que φ est une fonction de type positif si, pour tous
s1, . . . , sd P S et pour tous c1, . . . , cd P C, on a

d
ÿ

i,j“1

cicj φpsi ` s
˚
j q ě 0.

(Si u P C, on écrit évidemment “u ě 0” pour signifier que u est réel et positif !)
Autrement dit, φ est de type positif si et seulement si, pour tous s1, . . . , sd P S, la

matrice
´

φpsi ` s
˚
j q

¯

1ďi,jďd
PMdpCq est positive.

Exemple. Tout caractère de S est une fonction de type positif.

Démonstration. Soit γ : S Ñ C un caractère. Si s1, . . . , sd P S et c1, . . . , cd P C,
alors

d
ÿ

i,j“1

cicj γpsi ` s
˚
j q “

d
ÿ

i,j“1

cicj γpsiqγpsjq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d
ÿ

n“1

cnγpsnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ě 0.

�

Remarque 5.15. Si φ : S Ñ C est de type positif, alors φp0q ě 0, φps˚q “ φpsq
pour tout s P S, et |φpsq|2 ď φp0qφps` s˚q. Si de plus φ est bornée, alors |φpsq| ď φp0q
pour tout s P S.

Démonstration. Pour tout s P S, la matrice

Ms :“

ˆ

φp0q φpsq
φps˚q φps` s˚q

˙

est positive. On a donc φps˚q “ φpsq, φp0q ě 0 et detpMsq “ φp0qφps`s˚q´φpsqφps˚q ě
0 ; donc

|φpsq|2 ď φp0qφps` s˚q pour tout s P S.

Comme de plus φ est bornée, on peut poser C :“ }φ}8. L’inégalité précédente donne
alors |φpsq|2 ď Cφp0q pour tout s P S, donc C2 ď Cφp0q, et donc }φ}8 “ C ď φp0q. �

Notations. Si S “ pS,`, ˚q est un semi-groupe commutatif avec involution, on
note P1pSq l’ensemble des fonctions de type positif φ : S Ñ C bornées et vérifiant

φp0q “ 1, et pS l’ensemble des caractères bornés γ : S Ñ C. Enfin, on note FpSq
l’ensemble de toutes les fonctions f : S Ñ C, i.e. FpSq “ CS , et on munit FpSq de la
topologie de la convergence simple.
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Lemme 5.16. Si S “ pS,`, ˚q est un semi-groupe commutatif avec involution, alors

P1pSq Ď FpSq est convexe compact, pS est compact, et extpP1pSqq “ pS.

Démonstration. Il est assez clair sur la définition que P1pSq est une partie convexe

et fermée de FpSq “ CS . De plus, on a P1pSq Ď DS d’après la Remarque 5.15 ; donc

P1pSq est compact d’après le Théorème de Tychonoff. Comme pS Ď P1pSq et que pS est

clairement fermé dans FpSq, on en déduit que pS est compact également.

Montrons que extpP1pSqq Ď pS. Soit φ un point extrémal de P1pSq. Comme φ P P1pSq,

on sait déjà que φps˚q “ φpsq pour tout s P S et φp0q “ 1. Donc il reste seulement à
prouver qu’on a φpt` sq “ φptqφpsq pour tous s, t P S. Dans ce qui suit, on fixe t P S.

Fait 1. Si ψ1 et ψ2 sont des fonctions bornées de type positif sur S telles que
ψ1 ` ψ2 “ φ, alors ψ1 et ψ2 sont proportionnelles à φ.

Preuve du Fait 1. On a ψip0q ě 0 et ψ1p0q ` ψ2p0q “ φp0q “ 1 ; donc α :“ ψ1p0q P
r0, 1s et ψ2p0q “ 1 ´ α. Si α “ 0 ou α “ 1, alors ψ1 “ 0 ou ψ2 “ 0 par la Remarque
5.15, et il n’y a rien à démontrer ; donc on suppose que 0 ă α ă 1. Si on pose
φ1 :“ 1

α ψ1 et φ2 :“ 1
1´α ψ2, alors φ1 et φ2 appartiennent à P1pSq puisque φip0q “ 1, et

αφ1 ` p1´ αqφ2 “ φ. Donc φ1 “ φ “ φ2 car φ P extpP1pSqq ; ce qui prouve le fait. �

Fait 2. Pour tout w P C vérifiant |w| ď 1, la fonction φw : S Ñ C définie par

φwpsq :“ 2φpsq ` wφps` tq ` wφps` t˚q

est de type positif

Preuve du Fait 2. Si s1, . . . , sd P S et c1, . . . , cd P C, alors

d
ÿ

i,j“1

cicjφwpsi ` s
˚
j q “ 2ψp0q ` 2Re

`

wψptq
˘

,

où ψ est la fonction définie par

ψpsq :“
d
ÿ

i,j“1

cicj φpsi ` s
˚
j ` sq.

On vérifie sans difficulté majeure que la fonction ψ est de type positif (exo). De plus, ψ
est bornée car φ est bornée. Donc |ψpsq| ď ψp0q pour tout s P S d’après la Remarque
5.15. Comme |w| ď 1, on en déduit que ψp0q`Re

`

wψptq
˘

ě 0, ce qui termine la preuve
du fait. �

Avec les notations du Fait 5.5, on a φ1 ` φ´1 “ 4φ “ φi ` φ´i. Donc, les 4 fonctions
φ1, φ´1, φi, φ´i sont proportionneles à φ d’après le Fait 5.5. En regardant φ1 et φi, on
en déduit que les fonctions s ÞÑ φps ` tq ` φps ` t˚q et s ÞÑ φps ` tq ´ φps ` t˚q sont
proportionnelles à φ. Par conséquent, la fonction s ÞÑ φps` tq est proportionnelle à φ ;
autrement dit, il existe une constante kptq telle que

@s P S : φps` tq “ kptqφpsq.

En prenant s :“ 0, on voit que kptq “ φptq ; ce qui termine la preuve du fait que φ est

un caractère. Ainsi, on a montré que extpP1pSqq Ď pS.

Montrons maintenant que tout caractère γ P pS est un point extrémal de P1pSq. Soient

φ, ψ P P1pSq telles que γ “ φ`ψ
2 ¨. D’après la Remarque 5.15, on a |φpsq|2 ď φps`s˚q et
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|ψpsq|2 ď ψps` s˚q pour tout s P S, tandis que |γpsq|2 “ γpsqγpsq “ γps` s˚q puisque
γ est un caractère. Donc

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φpsq ` ψpsq

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“ γps` s˚q “
1

2

`

φps` s˚q ` ψps` s˚q
˘

ě
1

2

´

|φpsq|2 ` |ψpsq|2
¯

;

ce qui force φpsq “ ψpsq car la fonction z ÞÑ |z|2 est strictement convexe sur C. Ceci
étant vrai pour tout s P S, on a donc φ “ γ “ ψ. �

Théorème 5.17. (Herglotz)
Soit S “ pS,`, ˚q un semi-groupe commutatif dénombrable avec involution. Pour une
fonction φ : S Ñ C, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) φ est bornée et de type positif, avec φp0q “ 1.

(2) Il existe une mesure de probabilité borélienne m sur pS telle que

@s P S : φpsq “

ż

pS
γpsq dmpγq.

Démonstration. Comme tout γ P pS est une fonction de type positif, l’implication
(2) ùñ (1) est un exo facile.

Inversement, supposons que φ soit bornée et de type positif, avec φp0q “ 1. Alors
φ P P1pSq. D’après le Lemme 5.16 et le Théorème de Krein-Milman (Corollaire 5.9),

et comme de plus ext
`

P1pSq
˘

“ pS est compact, on peut donc trouver une mesure de

probabilité borélienne m sur pS telle que

F pφq “

ż

pS
F pγq dmpγq pour toute fonction affine continue F : P1pSq Ñ C.

Comme la fonction ψ ÞÑ ψpsq est affine et continue sur P1pSq pour tout s P S (puisque
P1pSq est muni de la topologie de la convergence simple), on obtient donc le résultat
souhaité :

@s P S : φpsq “

ż

pS
γpsq dmpγq.

�

Exemple. Si φ “ ZÑ C est une fonction bornée de type positif telle que φp0q “ 1,
alors il existe une mesure de probabilité borélienne µ sur T telle que

@n P Z : φpnq “ pµpnq :“

ż

T
zndµpzq.

Démonstration. On prend pour S le groupe Z avec l’involution n ÞÑ ´n. Les ca-
ractères de Z sont les homomorphismes γ : Z Ñ T. Un tel homomorphisme est de la
forme γpnq “ zn pour un certain z P T, à savoir z :“ γp1q. L’application γ ÞÑ γp1q

est une bijection de pZ sur T, et elle est continue car la topologie de pZ Ď FpZq est la
topologie de la convergence simple. Donc cette application est un homéomorphisme de
pZ sur T car pZ est compact. (Si on préfère, il est très facile de voir directement que la

réciproque est continue.) On peut ainsi identifier complètement pZ et T, de sorte que le
résultat découle immédiatement du théorème. �



Chapitre 6

Rudiments de théorie spectrale

1. Algèbres de Banach

1.1. Définition et exemples. Dans cette section, on prend K “ R ou C.

Définition 1.1. Une K-algèbre est un K-espace vectoriel A muni d’une “multi-
plication interne”, i.e. une application pa, bq ÞÑ a ¨b de AˆA dans A qui est associative
(a ¨ pb ¨ cq “ pa ¨ bq ¨ c) et distributive par rapport à l’addition (a ¨ pb` cq “ a ¨ b` a ¨ c
et pb ` cq ¨ a “ b ¨ a ` c ¨ a). On dit que A est commutative si la multiplication est
commutative (a ¨ b “ b ¨ a pour tous a, b P A). On dit que A est unitaire si A ‰ t0u et
s’il existe un élément e P A – nécessairement unique – tel que @a P A : a ¨e “ a “ e ¨a.

Exemples. L’ensemble des polynômes à coefficients dans K est une K-algèbre
commutative et unitaire, qu’on notera Krzs ou Krxs. Si d P N˚, alors MdpKq est une
K-algèbre unitaire, non commutative dès que d ě 2.

Remarque 1. On écrira ab au lieu de a ¨ b.

Remarque 2. On notera en général 1 l’élément unité pour la multiplication (si A
est unitaire).

Remarque 3. Si A est une K-algèbre, alors pA,`, ¨q est un anneau. Donc on peut se
demander si A est intègre (a ¨ b “ 0 ùñ a “ 0 ou b “ 0), ou si A est un corps quand
A est commutative et unitaire.

Définition 1.2. Une algèbre normée sur K est une K-algèbre A ‰ t0u munie
d’une norme telle que

@a, b P A : }ab} ď }a} }b}.

Si A est unitaire, on impose de plus que }1} “ 1. Une algèbre de Banach est une
algèbre normée complète.

Remarque. Si A est une algèbre normée, alors la multiplication est continue de
AˆA dans A.

Démonstration. Exo. �

Exemples.

(1) A :“ K est une algèbre de Banach !

(2) Si K est un espace topologique compact, alors A :“ CpKq est une algèbre de
Banach, commutative et unitaire.

(3) Si pΩ,B,mq est un espace mesuré, alors A :“ L8pΩ,mq est une algèbre de
Banach, commutative et unitaire.

147
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(4) Si X est un espace de Banach , alors A :“ LpXq est une algèbre de Banach,
unitaire (1 “ IX) mais non commutative si dimpXq ě 2.

(5) A :“ L1pRq muni du produit de convolution ˚ est une algèbre de Banach
commutative, non unitaire.

Définition 1.3. Soient A et B deux K-algèbres. Un homomorphisme de A dans
B est une application Φ : AÑ B qui est linéaire et multiplicative : Φpuvq “ ΦpuqΦpvq
pour tous u, v P A. Si A et B sont unitaires, on demande de plus que Φp1q “ 1.

Exemple. Soit A une K-algèbre unitaire. Pour tout polynôme

P “ c01` c1z` ¨ ¨ ¨ ` cnz
n P Krzs,

posons
P paq :“ c01` c1a` ¨ ¨ ¨ cna

n.

Alors l’application P ÞÑ P paq est un homomorphisme de Krzs dansA ; plus précisément,
c’est l’unique homomorphisme Φ : Krzs Ñ A tel que Φpzq “ a.

1.2. Éléments inversibles. On prend toujours K “ R ou C.

Définition 1.4. Soit A une K-algèbre unitaire. On dit qu’un élément a de A est
inversible (dans A) s’il existe b P A – nécessairement unique – tel que ab “ 1 “ ba ;
et on écrit alors b “ a´1. On note GpAq l’ensemble des éléments inversibles de A.

Remarque. GpAq est un groupe pour la multiplication ; et comme dans tout
groupe : si a, b P GpAq, alors pabq´1 “ b´1a´1.

Exercice. Montrer qu’un élément a de A est inversible si et seulement si il est
inversible à gauche et à droite, i.e. il existe b1, b2 P A tels que b1a “ 1 “ ab2.

Exemple 1. Soit A :“ LpXq, où X est un espace de Banach. D’après le Théorème
d’isomorphisme de Banach, un opérateur T P LpXq est inversible si et seulement si T
est bijectif, i.e. injectif et surjectif. Si dimpXq ă 8, alors T inversible ðñ T injectif
ðñ T surjectif.

Exemple 2. On prend A :“ Lp`2pNqq. Soit a P `8pNq, et soit ∆a : `2pNq Ñ `2pNq
l’opérateur diagonal associé. Si an ‰ 0 pour tout n P N, alors ∆a est injectif ; mais si
infnPN |an| “ 0, par exemple si an Ñ 0, alors ∆a n’est pas un plongement, et n’est donc
pas inversible.

Démonstration. Que ∆a soit injectif si an ‰ 0 pour tout n est un micro-exo. En
notant penq la base canonique de `2pNq, on a ∆aen “ anen pour tout n P N ; donc il
est à peu près clair que si infn |an| “ 0, alors ∆a n’est pas un plongement. �

Exemple 3. On prend A :“ CpKq, où K est un espace topologique compact. Une
fonction f P CpKq est inversible dans CpKq si et seulement si fptq ‰ 0 pour tout t P K.

Démonstration. Si f est inversible, il existe une fonction g : K Ñ C telle que
fptqgptq ” 1 sur K, et donc certainement fptq ‰ 0 pour tout t P K. Inversement, si f
ne s’annule pas, alors g :“ 1{f est bien définie et continue sur K, donc f est inversible
dans CpKq. �
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Exemple 4. On prend A :“ L8 “ L8pΩ,mq, où pΩ,B,mq est un espace mesuré.
Une f P L8 est inversible dans L8 si et seulement si il existe une constante ε ą 0 telle
que |fptq| ě ε pp.

Démonstration. Supposons f inversible dans L8, et soit g :“ f´1. On a fptqgptq “
1 pp, donc gptq ‰ 0 pp et |fptq| “ 1{|gptq| ě ε :“ 1{}g}8 pp. Inversement, supposons
qu’on ait |fptq| ě ε ą 0 pp. Alors gptq :“ 1{fptq est bien défini pp et |gptq| ď 1{ε pp,
donc g P L8 ; et fg “ 1 “ gf par définition. �

Lemme 1.5. Soit A une algèbre de Banach unitaire. Si u P A vérifie }u} ă 1, alors
1´ u est inversible et

p1´ uq´1 “

8
ÿ

k“0

uk.

En particulier, on a
›

›p1´ uq´1
›

› ď 1
1´}u} et }p1´ uq´1 ´ 1} ď }u}

1´}u} ¨

Démonstration. Comme }u} ă 1, on a
ř8
k“0 }u

k} ď
ř8
k“0 }u}

k ă 8. Donc la série
ř

uk converge dans A car A est un espace de Banach. Si on pose b :“
ř8
k“0 u

k, on
vérifie que bp1 ´ uq “ 1 “ p1 ´ uqb en utilisant la continuité du produit ; donc 1 ´ u
est inversible et p1´ uq´1 “ b.
On a }p1 ´ uq´1} “

›

›

ř8
k“0 u

k
›

› ď
ř8
k“0 }u

k} ď
ř8
k“0 }u}

k “ 1
1´}u} ¨ De même, comme

p1´ uq´1 ´ 1 “
ř8
k“1 u

k, on a }p1´ uq´1 ´ 1} ď
ř8
k“1 }u}

k “
|u}

1´}u} ¨ �

Exercice. Soit A une algèbre normée unitaire (pas forcément complète), et soit
u P A. On suppose que 1´u est inversible. Montrer que si }u} ă 1, alors }p1´uq´1} ď

1
1´}u} , et que si }u} ą 1, alors }p1´ uq´1} ď 1

}u}´1 ¨

Corollaire 1.6. Soit A une algèbre de Banach unitaire. Si a P GpAq, alors
B
`

a, 1{}a´1}
˘

Ď GpAq. De plus, on a la majoration suivante :

@x P B
`

a, 1{2}a´1}
˘

: }x´1 ´ a´1} ď 2}a´1}2 }x´ a}.

Démonstration. Si x P B
`

a, 1{}a´1}
˘

, alors x “ a ` px ´ aq “ ap1 ´ uq où u :“

a´1pa ´ xq vérifie }u} ď }a´1} }a ´ x} ă 1 ; donc x P GpAq et x´1 “ p1 ´ uq´1a´1. Si
de plus x P B

`

a, 1{2}a´1}
˘

, alors }u} ď 1{2 ; donc

}x´1 ´ a´1} “

›

›

›

`

p1´ uq´1 ´ 1
˘

a´1
›

›

›

ď
}u}

1´ }u}
}a´1}

ď 2}u} }a´1}

ď 2}a´1}2 }x´ a}.

�

Remarque. Si a P A est inversible, alors }a´1} ě 1
}a} , mais en en général on n’a pas

égalité. Donc 1{}a´1} ď }a}, mais on ne peut en général pas remplacer B
`

a, 1{}a´1}
˘

par Bpa, }a}q dans (1.6).

Démonstration. }a} }a´1} ě }aa´1} “ }1} “ 1. �
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Corollaire 1.7. Si A est une algèbre de Banach unitaire, alors GpAq est un
ouvert de A, et l’application x ÞÑ x´1 est continue sur GpAq.

Démonstration. Évident par le corollaire précédent. �

Corollaire 1.8. Si A est une algèbre de Banach unitaire, alors GpAq est un
groupe topologique.

Lemme 1.9. Soit A une algèbre de Banach unitaire, et soit panqnPN une suite
d’éléments de GpAq. Si an Ñ a P A et si a R GpAq, alors }a´1

n } Ñ 8.

Démonstration. Supposons que }a´1
n } ­Ñ 8. Alors, quitte à extraire une sous-suite,

on peut supposer qu’il existe une constante C ă 8 telle que @n P N : }a´1
n } ď C.

Comme an Ñ a, on peut trouver n tel que }a´ an} ă 1{C. Alors }a´ an} ă 1{}a´1
n },

donc a P GpAq par le Corollaire 1.6 ; ce qui est faux par hypothèse. �

Corollaire 1.10. Si a P A est tel que a P BGpAq, alors a est un diviseur de
0 topologique : on peut trouver une suite pbnqnPN Ď A telle que }bn} “ 1 pour tout
n P N et cependant bnaÑ 0 et abn Ñ 0.

Démonstration. Par hypothèse, on a a R GpAq mais on peut trouver une suite
panq Ď GpAq telle que an Ñ a. Alors }a´1

n } Ñ 8 par le lemme ; donc, si on pose

bn :“ a´1
n

}a´1
n }

, on a }bn} “ 1 et }bna} ď }bnan} ` }bnpa ´ anq} “
1

}a´1
n }

` }bnpa ´ anq} ď

1
}a´1
n }
` }a´ an}

nÑ8
ÝÝÝÑ 0 ; et de même abn Ñ 0. �

Remarque 1.11. Soient A et B deux K-algèbres unitaires. Si Φ : A Ñ B est un
homomorphisme d’algèbres, alors Φ

`

GpAq
˘

Ď GpBq et Φpxq´1 “ Φpx´1q pour tout
x P GpAq.

Démonstration. Exo. �

1.3. Spectre, rayon spectral. On prend toujours K “ R ou C.

Définition 1.12. Soit A une K-algèbre unitaire, et soit a P A. Le spectre de a
dans l’algèbre A est l’ensemble de tous les scalaires λ tels que a´λ1 n’est pas inversible
dans A. Cet ensemble se note σApaq, ou simplement σpaq :

σpaq “
 

λ P K; a´ λ1 R GpAq
(

.

Remarque 0. Dire que 0 P σpaq signifie que a n’est pas inversible dans A.

Remarque 1. On a σp1q “ t1u.

Démonstration. Exo. �

Exercice. Soient A et B deux K-algèbres unitaires. Si Φ “ A Ñ B est un ho-
momorphisme, alors @a P A : σpΦpaqq Ď σpaq ; et si Φ est un isomorphisme, alors
@a P A : σpΦpaqq “ σpaq.

Exemple 1. Soit A :“ MdpKq “ LpKdq. Si A P MdpKq, alors σpAq est l’ensemble
des valeurs propres de A.
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Exemple 2. On prend A :“ Lp`2pNqq. Soit a P `8pNq, et soit ∆a : `2pNq Ñ `2pNq
l’opérateur diagonal associé. Si an ‰ 0 pour tout n P N et infnPN |an| “ 0, alors
0 P σp∆aq mais 0 n’est pas valeur propre de ∆a.

Démonstration. On a vu que sous ces hypothèses, ∆a est injectif mais n’est pas un
plongement. �

Exercice. Montrer que si a P `8pNq, alors σp∆aq “ tan; n P Nu.

Exemple 3. On prend A :“ CpKq, où K est un espace topologique compact. Si
f P CpKq, alors σpfq “ fpKq.

Démonstration. Par définition, λ R σpfq ðñ f ´ λ1 inversible dans CpKq ðñ
fptq ´ λ ‰ 0 pour tout t P K ðñ λ R fpKq. �

Exemple 4. On prend A :“ L8 “ L8pΩ,mq.

(1) Si φ P L8 et λ P C, alors

λ P σL8pφq ðñ @ε ą 0 : m
`

tt P Ω; |φptq ´ λ| ă εu
˘

ą 0.

(2) Si φ P L8 , alors σL8pφq est le plus petit fermé K Ď C tel que φptq P K pp.
Pour cette raison, on dit que σL8pφq est l’image essentielle de φ.

Démonstration. (1) Par définition λ R σL8pφq ðñ φ ´ λ1 inversible dans L8

ðñ Dε ą 0 : |φptq ´ λ| ě ε pp.

(2) Par (1), un nombre complexe λ n’appartient pas à σL8pφq si et seulement si il existe
un voisinage ouvert V de λ tel que m

`

φ´1pV q
˘

“ 0. Autrement dit, Ω :“ CzσL8pφq
est la réunion de tous les ouverts V Ď C tels que m

`

φ´1pV q
˘

“ 0. On en déduit d’une
part que Ω est un ouvert de C ; et d’autre part, en utilisant la propriété de Lindelöf,
qu’on a m

`

φ´1pΩq
˘

“ 0. Ainsi, CzσL8pφq est le plus grand ouvert V Ď C tel que

m
`

φ´1pV q
˘

“ 0 ; ce qui donne (2). �

Proposition 1.13. Soit A une K-algèbre unitaire, et soit P P Krzs. Pour tout λ P
σpaq, on a P pλq P σ

`

P paq
˘

; autrement dit, σpP paqq Ě P pσpaqq :“ tP pλq; λ P σpaqu.

Si de plus K “ C alors σ
`

P paq
˘

“ P pσpaqq.

Démonstration. Soit λ P σpaq. Le polynôme P ´P pλq s’annule en λ, donc on peut
écrire P pzq ´ P pλq “ pz´ λqQpzq “ Qpzqpz´ λq pour un certain polynôme Q P Krzs.
Donc P paq´P pλq1 “ pa´λ1qQpaq “ Qpaqpa´λ1q. Comme a´λ1 n’est pas inversible,
on en déduit que P paq ´ P pλq1 n’est pas inversible : s’il l’était, alors a ´ λ1 serait
inversible à gauche et à droite (exo), donc inversible. Ainsi, on a P pλq P σ

`

P paq
˘

pour
tout λ P σpaq.
Inversement, supposons que K “ C, et soit µ P σ

`

P paq
˘

: on veut montrer qu’il existe
λ P σpaq tel que µ “ P pλq. C’est évident si P est constant ; donc on suppose que
degpP q ě 1. Comme on est sur C, on peut écrire P pzq ´ µ “ c pz ´ λ1q ¨ ¨ ¨ pz ´ λdq,
où c ‰ 0. Alors P paq ´ µ1 “ cpa ´ λ11q ¨ ¨ ¨ pa ´ λd 1q. Comme P paq ´ µ1 n’est pas
inversible, on en déduit qu’il existe k P J1, dK tel que a ´ λk1 n’est pas inversible. On
a ainsi λk P σpaq, et P pλkq “ µ puisque λk est racine de P pzq ´ µ. �

Lemme 1.14. Soit A une algèbre de Banach unitaire. Si a P A, alors σpaq est un
compact de K, et σpaq Ď Dp0, }a}q.
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Démonstration. Par définition, σpaq est un fermé de K car λ P σpaq ðñ a´λ1 P
AzGpAq et l’application λ ÞÑ a ´ λ1 est continue de Kzσpaq dans A. Si λ P K vérifie
|λ| ą }a}, alors a ´ λ1 “ ´λp1 ´ uq où u :“ 1

λ a vérifie }u} ă 1 ; donc a ´ λ1

est inversible, i.e. λ R σpaq. On a donc σpaq Ď Dp0, }a}q ; et en particulier σpaq est
compact car fermé et borné dans K. �

Définition 1.15. Soit A une algèbre de Banach unitaire. Si a P A, on pose rpaq :“
sup

 

|λ|; λ P σpaq
(

, avec la convention supH “ ´8. On dit que rpaq est le rayon
spectral de a.

Remarque 1. Comme σp1q “ t1u, on a rp1q “ 1.

Remarque 2. On a toujours rpaq ď }a}.

Remarque 3. Pour tout n P N, on a rpanq ě rpaqn ; et rpanq “ rpaqn si K “ C.

Démonstration. Par la proposition 1.13, on a λn P σpanq pour tout λ P σpaq ; donc
rpaqn “ sup

 

|λn|; λ P σpaq
(

ď rpanq. Si K “ C, on a σpanq “ tλn; λ P σpaqu toujours
par la Proposition 1.13, donc rpanq “ rpaqn. �

Exercice. On prend A :“ L8 “ L8pΩ,mq. Montrer que si φ P L8, alors rpφq “
}φ}8.

Désormais, on prend K “ C.

Notation. Soit A une algèbre de Banach unitaire, et soit a P A. Pour tout λ P
Czσpaq, on pose Rapλq :“ pa´ λ1q´1. On dit que l’application Ra : Czσpaq Ñ A est la
résolvante de l’élément a.

Fait 1.16. Soit a P A. Pour tous λ, µ P Czσpaq, on a RapλqRapµq “ RapµqRapλq
et

Rapµq ´Rapλq “ pµ´ λqRapµqRapλq (équation résolvante).

Démonstration. Comme pa´ µ1qpa´ λ1q “ pa´ λ1qpa´ µ1q, on a RapλqRapµq “
RapµqRapλq. De plus,

Rapµq ´Rapλq “ pa´ µ1q´1 ´ pa´ λ1q´1

“ pa´ µ1q´1
´

1´ pa´ µ1qpa´ λ1q´1
¯

“ pa´ µ1q´1
´

pa´ λ1q ´ pa´ µ1q
¯

pa´ λ1q´1

“ Rapµq pµ´ λq1Rapλq.

�

Lemme 1.17. Soit A une C-algèbre de Banach unitaire, et soit a P A.

(1) La fonction Ra : Czσpaq Ñ A est holomorphe, avec R1apλq “ Rapλq
2. De plus,

Rapλq Ñ 0 quand |λ| Ñ 8.
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(2) Pour tout λ vérifiant |λ| ą rpaq, on a

Rapλq “ ´
8
ÿ

k“0

ak

λk`1
,

où la série converge dans A.

Démonstration. (1) Soit λ P Czσpaq quelconque. Si µ P Czσpaq et µ ‰ λ, alors

Rapµq ´Rapλq

µ´ λ
“ RapµqRapλq “ pa´ µ1q´1pa´ λ1q´1.

Par continuité de l’application x ÞÑ x´1 sur GpAq et de la multiplication de A, on en
déduit que

Rapµq ´Rapλq

µ´ λ

µÑλ
ÝÝÝÑ pa´ λ1q´1pa´ λ1q´1 “ Rapλq

2.

Donc Ra est C-dérivable en tout point λ P Czσpaq, avec R1apλq “ Rapλq
2.

Si |λ| ě 2}a}, alors a ´ λ1 “ ´λp1 ´ uq, où u :“ a
λ vérifie }u} ď 1{2 ; donc Rapλq “

1
λ p1´ uq

´1 et donc }Rapλq} “
1
|λ| }p1´ uq

´1} ď 2
|λ|

|λ|Ñ8
ÝÝÝÝÑ 0.

(2) Si λ vérifie |λ| ą }a}, alors
›

›

a
λ

›

› ă 1, donc on peut écrire

Rapλq “ ´
1

λ

´

1´
a

λ

¯´1
“ ´

1

λ

8
ÿ

k“0

´a

λ

¯k
“ ´

8
ÿ

k“0

ak

λk`1
¨

Il faut voir que cette identité est encore valable si λ vérifie seulement |λ| ą rpaq. En
particulier, il faut montrer que la série converge, ce qui n’est pas évident.

Soit F : D
`

0, 1{rpaq
˘

Ñ A la fonction définie par F p0q :“ 0 et F pzq :“ Rap1{zq si 0 ă

|z| ă 1{rpaq. Par (1), la fonction F est bien définie, holomorphe sur D
`

0, 1{rpaq
˘

zt0u

avec F 1pzq “ ´ 1
z2Rap1{zq

2, et continue en 0. De plus,

F pzq ´ F p0q

z ´ 0
“

1

z

´

a´
1

z
1
¯´1

“ pza´ 1q´1 zÑ0
ÝÝÝÑ ´1,

par continuité de l’application x ÞÑ x´1 ; donc F est C-dérivable en 0 avec F 1p0q “ ´1.
Ainsi, la fonction F est holomorphe sur tout le disque D

`

0, 1{rpaq
˘

.
Exactement comme dans le cas des fonctions holomorphes à valeurs scalaires, on en
déduit (en utilisant la formule de Cauchy) que F se développe en série entière dans le
disque D

`

0, 1{rpaq
˘

. Il existe donc une suite de “coefficients” pcnqně0 Ď A uniquement
déterminée telle que

@z P D
`

0, 1{rpaq
˘

:
8
ÿ

n“0

cnz
n,

où la série converge dans A. Comme de plus F p0q “ 0, on a c0 “ 0 ; donc la somme
démarre à n “ 1, et ainsi

F pzq “
8
ÿ

k“0

ck`1z
k`1.

Par ailleurs, si z vérifie |z| ă 1{}a}, alors |1{z| ą }a}, donc

F pzq “ Rap1{zq “ ´
8
ÿ

k“0

ak

p1{zqk`1
“ ´

8
ÿ

k“0

akzk`1.
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Par unicité des coefficients du développement en série entière de F dans le disque
Dp0, 1{}a}q, on en déduit qu’on a ck`1 “ ´ak pour tout k ě 0.
Si maintenant λ P C vérifie |λ| ą rpaq, alors z :“ 1{λ P D

`

0, 1{rpaq
˘

; donc on peut
écrire

Rapλq “ F p1{λq “
8
ÿ

k“0

1

λk`1
ck`1 “ ´

8
ÿ

k“0

ak

λk`1
,

où la série converge dans A. �

Théorème 1.18. Soit A une algèbre de Banach unitaire sur C. Si a P A, alors
σpaq ‰ H. De plus, on a la formule du rayon spectral :

rpaq “ lim
nÑ8

}an}1{n “ inf
ně1

}an}1{n.

Démonstration. (i) Supposons que σpaq “ H. Alors la résolvante Ra est holo-
morphe sur C. Comme Rapλq Ñ 0 quand |λ| Ñ 8, la fonction Ra est bornée sur C.
Donc Ra est constante d’après le Théorème de Liouville, et donc Rapλq ” 0 puisque
Rapλq Ñ 0 quand |λ| Ñ 8 ; mais ceci est absurde puisque Rapλq est toujours un
élément inversible de A.

(ii) Pour montrer la formule du rayon spectral, on a besoin du fait suivant.

Fait. Si punqně1 est une suite de nombres réels ě 0 sous-multiplicative, i.e.
vérifiant

@n,m P N˚ : un`m ď unum,

alors la suite
`

u
1{n
n

˘

est convergente et lim
nÑ8

u
1{n
n “ inf

ně1
u

1{n
n .

Preuve du Fait. Exo bien connu. �

Si on pose un :“ }an}, alors la suite punq est sous-multiplicative : }an`m} “ }anam} ď

}an} }am}. Donc l :“ limnÑ8 }a
n}1{n existe, et l “ infně1 }a

n}1{n. Il s’agit de voir que
l “ rpaq.
On a vu que pour tout n P N, on a rpaqn ď rpanq ď }an} ; donc @n ě 1 : rpaq ď

}an}1{n, et donc rpaq ď l.
Pour l’inégalité inverse, il suffit de montrer que pour tout r ą rpaq, on a r ě l. Comme

r ą rpaq, la série
ř ak

rk`1 converge dans A, donc la série
ř ak

rk
converge également.

En particulier, la suite
`

ak

rk

˘

est bornée dans A. Si on pose M :“ supkě0

›

›

ak

rk

›

›, alors

}ak}1{k ďM1{k r pour tout k ě 1 ; donc l “ lim }ak}1{k ď r car M1{k Ñ 1.
�

1.4. Spectre dans une sous-algèbre.

Proposition 1.19. Soit A une C-algèbre de Banach unitaire, et soit B une sous-
algèbre fermée de A contenant 1. Si a P B, alors σApaq Ď σBpaq et BσBpaq Ď σApaq.

Démonstration. L’inclusion σApaq Ď σBpaq est évidente : si a´ λ1 n’est pas inver-
sible dans A, il n’est a fortiori pas inversible dans B.

Soit λ P BσBpaq. Alors a ´ λ1 R GpBq, mais on peut trouver une suite pλnq Ď C tel
que a ´ λn1 P GpBq pour tout n P N et λn Ñ λ. Comme a ´ λn1 Ñ a ´ λ1, on en
déduit que a ´ λ1 P BGpBq. Donc a ´ λ1 est un diviseur de 0 topologique dans B
d’après le Lemme 1.9 : on peut trouver une suite pbnq Ď B telle que }bn} “ 1 pour
tout n P N et pa ´ λ1qbn Ñ 0. Si a ´ λ1 était inversible dans A, on pourrait écrire
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bn “ pa´ λ1q´1pa´ λ1qbn, donc 1 “ }bn} ď }pa´ λ1q´1} }pa´ λ1qbn}
nÑ8
ÝÝÝÑ 0, ce qui

est absurde. Donc λ P σApaq. �

Corollaire 1.20. Soit A une C-algèbre de Banach unitaire, et soit B une sous-
algèbre fermée de A contenant 1. Si a P B, alors σBpaq est la réunion de σApaq et
de certaines composantes connexes bornées de CzσApaq. En particulier, si CzσApaq est
connexe, alors σBpaq “ σApaq.

Démonstration. Notons pOiqiPI la famille des composantes connexes de CzσApaq.
Comme CzσApaq est un ouvert de C, les Oi sont des ouverts connexes de C, et Czσpaq “
Ť

iPI Oi. Soit I0 :“ ti P I; OiXσBpaq ‰ Hu. Alors σBpaq “ σApaqY
Ť

iPI0

`

OiXσBpaq
˘

.
Il suffit de montrer qu’on a Oi Ď σBpaq pour tout i P I0 : en effet, on en déduira
que σBpaq “ σApaq Y

Ť

iPI0
Oi, donc que σBpaq la réunion de σApaq et de certaines

composantes connexes de CzσApaq, nécessairement bornées puisque σBpaq est borné.
Soit i P I0. Alors E :“ σBpaq X Oi est un fermé non vide de Oi. De plus, on a en fait

E Ď Ŕ̊σBpaq, car EzŔ̊σBpaq “
´

σBpaqzŔ̊σBpaq
¯

X Oi “ BσBpaq X Oi Ď σApaq X Oi par la

proposition et σApaq XOi “ H. Donc E “ Ŕ̊σBpaq XOi, et donc E est un ouvert de Oi.
Comme Oi est connexe et comme E est aussi fermé dans Oi, on en déduit que E “ Oi,
ce qu’on voulait montrer. �

Exemple. Soit A :“ CpTq, et soit B l’adhérence des fonctions polynomiales dans
CpTq. En notant z la fonction z ÞÑ z, on a σApzq “ T et σBpzq “ D.

Démonstration. On a zpTq “ T, donc σCpTqpzq “ T.

Les composantes connexes de CzT sont D et CzD ; donc on a σBpzq “ T ou σBpzq “
TY D “ D d’après le Corollaire 1.20. Il suffit donc de montrer que σBpzq contient D.

Soit λ P D, et supposons que λ R σBpzq. Alors on peut trouver une fonction g P B telle
que pz´ λ1qg “ 1, i.e. pz ´ λqgpzq “ 1 pour tout z P T. Par définition de B, on peut
trouver une suite de polynômes pPnqnPN telle que Pn Ñ g dans CpTq, i.e. Pnpzq Ñ gpzq
uniformément sur T. Alors Qnpzq :“ 1´ pz ´ λqPnpzq Ñ 0 uniformément sur T “ BD.
Mais les Qn sont des fonctions polynomiales, donc des fonctions holomorphes sur C.
D’après le Principe du maximum, on en déduit que Qnpzq Ñ 0 uniformément sur D.
En particulier Qnpλq Ñ 0, ce qui est absurde puisque Qnpλq ” 1. �

1.5. Cas des opérateurs bornés. Dans cette section, X est un espace de Ba-
nach, et A “ LpXq. Donc si T P LpXq et λ P K, alors

λ P σpT q ðñ T ´ λI n’est pas bijectif.

1.5.1. Adjoints.

Lemme 1.21. Soit T P LpXq.
(a) En notant T ˚ : X˚ Ñ X˚ l’adjoint banachique de T , on a σpT ˚q “ σpT q.

(b) Si X est un espace de Hilbert H et si on note T ˚ P LpHq l’adjoint hilbertien
de T , alors σpT ˚q “

 

λ̄; λ P σpT q
(

.

Démonstration. Si λ P C, alors

λ R σpT q ðñ T ´ λI inversible ðñ pT ´ λIq˚ inversible;

d’où le résultat car pT ´λIq˚ “ T ˚´λI dans le cas banachique et pT ´λIq˚ “ T ˚´ λ̄I
dans le cas hilbertien. �
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Remarque. On n’a rien de semblable pour les valeurs propres. Par exemple, si B
est le “backward shift” sur `2pNq et si S est le “forward shift”, alors B “ S˚, et 0 est
valeur propre de B mais pas de S.

1.5.2. Particularités hilbertiennes. Dans ce qui suit, H est un espace de Hilbert
complexe.

Proposition 1.22. Soit T P LpHq.
(1) Si T est auto-adjoint, alors σpT q Ď R.

(2) Si T est positif, alors σpT q Ď R`.

(3) Si T est unitaire, alors σpT q Ď T.

Démonstration. (1) Supposons que T ˚ “ T . On veut montrer que T ´ λI est
inversible pour tout λ P CzR ; et pour cela, il suffit de vérifier que T ´ λI et pT ´ λIq˚

sont des plongements. Écrivons λ “ a ` ib, avec a, b P R et donc b ‰ 0. On a T ´
λI “ A ` iB, où A :“ T ´ aI et B :“ bI sont auto-adjoints avec AB “ BA. Donc
@x P H : }pT ´ λIqx}2 “ }Ax}2 ` }Bx}2 ě }Bx}2 “ b2}x}2, et donc T ´ λI est un
plongement. De même, pT ´ λIq˚ “ T ´ λ̄I est un plongement car λ̄ R R.

(2) Comme T est auto-adjoint, on sait déjà que σpT q Ď R ; donc il suffit de montrer
que σpT q X s´8, 0r “ H, i.e. que T ´ λI est inversible pour tout λ ă 0. Si on écrit
λ “ ´c où c ą 0, on a @x P H : xpT ´ λIqx, xy “ xTx, xy ` c }x}2 ě c }x}2 ; donc,
par Cauchy-Schwarz : }pT ´ λIqx} ě c }x} pour tout x P H. Donc T ´ λI est un
plongement, et donc T ´ λI est inversible puisque T ´ λI est auto-adjoint.

(3) Il faut montrer que T ´ λI est inversible pour tout λ P CzT. Si |λ| ą 1, alors
}T } “ 1 ă 1

1{|λ| “
1

}pλIq´1}
; donc T ´ λI est inversible par le Lemme 1.5. De même, si

|λ| ă 1, alors }λI} “ |λ| ă 1 “ 1
}T´1}

, donc T ´ λI est inversible. �

Proposition 1.23. Si T P LpHq est un opérateur normal, alors rpT q “ }T }.

Démonstration. Par la formule du rayon spectral, on a rpT q “ limnÑ8 }T
2n}1{2

n
;

donc il suffit de montrer que }T 2n} “ }T }2
n

pour tout n ě 0. C’est évident si n “ 0 ;
donc, par une récurrence immédiate, il suffit de montrer qu’on a }T 2} “ }T }2 pour
tout opérateur normal T .

L’idée est de regarder }T }4. On a }T }4 “
`

}T }2
˘2
“ }T ˚T }2 “ }pT ˚T q˚pT ˚T q} “

}T ˚TT ˚T }. Mais T est normal, donc T ˚TT ˚T “ pT ˚q2T 2 “ pT 2q˚T 2. On obtient donc
}T }4 “ }pT 2q˚T 2} “ }T 2}2, i.e. }T }2 “ }T 2}. �

Corollaire 1.24. Pour tout opérateur T P LpHq, on a }T } “
a

rpT ˚T q.

Démonstration. Comme T ˚T est auto-adjoint, on a rpT ˚T q “ }T ˚T } “ }T }2. �

Théorème 1.25. Soit T P LpHq auto-adjoint. Posons m :“ inf
 

xTx, xy; }x} “ 1
(

et M :“ sup
 

xTx, xy; }x} “ 1
(

. Alors m et M appartiennent à σpT q et σpT q Ď
rm,M s.

Démonstration. Comme σpT q est un compact de R, il possède un plus petit élément
et un plus grand élément. Il s’agit de vérifier que min

`

σpT q
˘

“ m et max
`

σpT q
˘

“M .

On va se contenter de min
`

σpT q
˘

.
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Par définition de m, l’opérateur T ´mI est positif. Donc σpT ´mIq Ď R` ; et comme
σpT ´ mIq “ σpT q ´ m, on en déduit que min

`

σptq
˘

ě m. Pour l’inégalité inverse,
il suffit de vérifier que m P σpT q. Par définition de m, on peut trouver une suite
pxnq Ď H telle que }xn} “ 1 pour tout n P N et xTxn, xny Ñ m, autrement dit
xpT ´mIqxn, xny Ñ 0. De plus, comme l’opérateur T ´ mI est positif, on a aussi
}pT ´mIqxn}

2 ď }T ´mI} xpT ´mIqxn, xny pour tout n P N. Donc pT ´mIqxn Ñ 0.
Comme }xn} “ 1 pour tout n P N, on en déduit que T ´mI n’est pas un plongement ;
en particulier, T ´mI n’est pas inversible, i.e. m P σpT q. �

Corollaire 1.26. Si T P LpHq est auto-adjoint, alors }T } P σpT q ou ´}T } P
σpT q.

Démonstration. Comme T est auto-adjoint, on a }T } “ sup
 

|xTx, xy|; }x} “ 1
(

“

M ou ´m. �

Corollaire 1.27. Soit T P LpHq, et supposons que T soit auto-adjoint. Alors T
est positif si et seulement si σpT q Ď R`.

Démonstration. On sait déjà que si T est positif, alors σpT q Ď R`. Inversement,
si σpT q Ď R`, alors m :“ inf

 

xTx, xy; }x} “ 1
(

est ě 0 par le théorème, donc T est
positif. �

Remarque 1.28. La preuve du Théorème 1.25 est valable sans aucune modification
pour un opérateur auto-adjoint T sur un espace de Hilbert réel. On en déduit en
particulier que si H est un espace de Hilbert réel et si T P LpHq est auto-adjoint, alors
σpT q ‰ H et rpT q “ }T }.

1.5.3. Valeurs propres, valeurs propres approchées. On revient au cas général d’un
espace de Banach X (sur K “ R ou C).

Définition 1.29. Soit T P LpXq.

(1) Le spectre ponctuel de T est l’ensemble des valeurs propres de T . On le note
σppT q. Donc : λ P σppT q si et seulement si existe x P X tel que }x} “ 1 et
Tx´ λx “ 0.

(2) On dit que λ P K est une valeur propre approchée de T si T ´ λI n’est
pas un plongement ; autrement dit, s’il existe une suite pxnqnPN Ď X telle que
}xn} “ 1 pour tout n P N et Txn ´ λxn Ñ 0. On note σappT q l’ensemble des
valeurs propres approchées de T .

Remarque. Évidemment, σppT q Ď σappT q Ď σpT q.

Exercice. Montrer que σappT q est un compact de C.

Exemple. Soit a P `8pNq et soit ∆a P L
`

`2pNq
˘

l’opérateur diagonal associé. Si
an Ñ 0 et an ‰ 0 pour tout n P N, alors 0 P σapp∆aq mais 0 R σpp∆aq.

Démonstration. Exo. �

Exercice. Montrer que si T P LpXq est compact, alors σappT qzt0u Ď σppT q. (On

verra plus loin qu’en fait σpT qzt0u Ď σppT q.)
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Proposition 1.30. Soit T P LpXq.
(a) On a σpT q “ σappT q Y σppT

˚q “ σppT q Y σappT
˚q.

(b) Si X est un espace de Hilbert H et si on note T ˚ l’adjoint hilbertien de T ,
alors σpT q “ σappT q Y

 

λ̄; λ P σppT
˚q
(

“ σppT q Y
 

λ̄; λ P σappT
˚q
(

.

Démonstration. (a) Soit λ P σpT q. Si λ R σappT q, alors T´λI est injectif et à image
fermée, mais n’est pas surjectif ; donc T´λI n’est pas à image dense, et donc pT´λIq˚ “
T ˚ ´ λI n’est pas injectif, i.e. λ P σppT

˚q. On a donc σpT q Ď σappT q Y σppT
˚q ;

et l’inclusion inverse est évidente car σappT q Ď σpT q et σppT
˚q Ď σpT ˚q “ σpT q.

De même, si λ P σpT q mais λ R σppT q, alors T ´ λI est injectif mais pas surjectif ;
donc T ˚ ´ λI “ pT ´ λIq˚ n’est pas un plongement, i.e. λ P σappT

˚q. On a donc
σpT q Ď σpT q Y σappT

˚q, et en fait égalité.
La preuve de (b) est identique. On peut aussi dire que (b) découle de (a) via l’identi-
fication antilinéaire entre l’adjoint banachique et l’adjoint hilbertien. �

Corollaire 1.31. Soit H un espace de Hilbert. Si T P LpHq est normal, alors
σpT q “ σappT q.

Démonstration. Il suffit de montrer que
 

λ̄; λ P σppT
˚q
(

Ď σappT q. Comme T est

normal, T ´ λI est normal pour tout λ P K, et donc kerpT ´ λIq “ ker
`

pT ´ λIq˚
˘

“

kerpT ˚ ´ λ̄Iq. En particulier kerpT ´ λIq ‰ t0u ðñ kerpT ˚ ´ λ̄Iq ‰ t0u ; donc
 

λ̄; λ P σppT
˚q
(

“ σppT q, ce qui est plus que ce qu’on voulait. �

Proposition 1.32. Pour tout T P LpXq, on a BσpT q Ď σappT q.

Démonstration. Soit λ P BσpT q. Alors T ´ λI n’est pas inversible, mais on peut
trouver une suite pλnq Ď C telle que λn Ñ λ et T ´λnI est inversible pour tout n P N.
Par le Lemme 1.9, on sait que }pT ´ λnIq

´1} Ñ 8. Donc on peut trouver une suite
pynq Ď X telle que }yn} “ 1 pour tout n P N et }pT ´ λnIq

´1yn} Ñ 8. Si on pose

xn :“ pT´λnIq´1yn
}pT´λnIq´1yn}

, alors }xn} “ 1 et pT ´ λnIqxn “
yn

}pT´λnIq´1yn}
Ñ 0 car }yn} “ 1.

Comme λn Ñ λ, on en déduit que pT ´ λIqxn Ñ 0 (exo) ; et donc λ P σappT q puisque
}xn} “ 1 pour tout n P N. �

Exemple 1.33. Soient S et B le forward shift et le backward shift sur `2pNq.
(i) On a σppBq “ D et σpBq “ σappBq “ D. De plus, si λ P D, alors kerpB ´ λIq

est de dimension 1.

(ii) On a σpSq “ D, σappSq “ T et σppSq “ H.

Démonstration. (i) Si on résout formellement l’équation Bx “ λx avec x P CN, on
trouve que xi`1 “ λxi pour tout i P N, et donc xn “ λnx0 pour tout n P N. Donc x ‰ 0
si et seulement si x0 ‰ 0 ; et sous cette hypothèse, x appartient à `2pNq si et seulement
si |λ| ă 1. Cela prouve que σppBq “ D ; et aussi que si λ P D, alors kerpB ´ λIq est de
dimension 1, engendré par eλ :“ p1, λ, λ2, . . . q.
Comme }B} “ 1, on a rpBq ď 1, i.e. σpBq Ď D. Comme σpBq est compact et contient
D par ce qui précède, on en déduit σpBq “ D. De plus, D “ σppBq Ď σappBq et

BD Ď BσpBq Ď σappBq ; donc σappBq “ D également. (Plus simplement, on peut aussi dire

que σappBq est compact avec D Ď σappBq Ď D, donc σappBq “ D.)

(ii) Comme S “ B˚, on a σpSq “ tλ̄; λ P σpBqu “ D. Par la Proposition 1.30 et
comme S˚ “ B, on en déduit que D “ σappSqY

 

λ̄; λ P σppBq
(

“ σappSqYD, et donc
σappSq “ T.
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Montrons pour finir que σppSq “ H. Si λ P C, l’équation Sx “ λx donne λx0 “ 0 et
λxi “ xi´1 pour tout i ě 1. Donc l’équation n’a pas de solution x ‰ 0 si λ ‰ 0 ; et elle
n’en a pas non plus si λ “ 0 ! Ainsi, aucun λ P C n’est valeur propre de S. �

2. Propriétés spectrales des opérateurs compacts

Dans cette section, X est un espace de Banach sur K “ R ou C. On voudrait
démontrer le théorème suivant.

Théorème 2.1. Soit K P LpXq un opérateur compact.

(1) Si dimpXq “ 8, alors 0 P σpKq.

(2) Si λ P Kzt0u, alors

λ P σpKq ðñ K ´ λI non injectif ðñ K ´ λI non surjectif.

En particulier, σpKqzt0u est constitué uniquement de valeurs propres de K.

(3) Si λ P Kzt0u, alors λ P σppKq ðñ λ P σppK
˚q, où K˚ est l’adjoint

banachique de K.

(4) Si λ P Kzt0u, alors dim kerpK ´ λIq ă 8, et ImpK ´ λIq est fermé dans
X avec dim

`

X{ImpK ´ λIq
˘

ă 8. Les mêmes propriétés sont satisfaites par
pK ´ λIqn pour tout n P N.

(5) Si λ P Kzt0u, alors il existe un entier n tel que

X “ kerpK ´ λIqn ‘ ImpK ´ λIqn.

De plus, la restriction de pK ´ λIqn à ImpK ´ λIqn est un isomorphisme de
ImpK ´ λIqn sur ImpK ´ λIqn.

(6) Si λ P Kzt0u, alors

dim kerpK ´ λIq “ dim
`

X{ImpK ´ λIq
˘

“ dim kerpK˚ ´ λIq.

(7) σpKq est ou bien fini, ou bien de la forme t0u Y tλn; n P Nu, où les λn sont
deux à deux distincts et λn Ñ 0.

Pour la preuve, on a besoin de plusieurs lemmes dont certains sont intéressantes
pour eux même.

Lemme 2.2. Soient Y et Z deux espaces de Banach. S’il existe un plongement
compact J : Y Ñ Z, alors dimpY q ă 8.

Démonstration. Comme J est injectif, il suffit de montrer que dim
`

JpY q
˘

ă 8.
D’après le Théorème de Riesz, cela revient montrer que toute suite bornée pznqnPN Ď
JpY q admet une sous-suite qui converge dans JpY q. Si on écrit zn “ Jyn, alors la suite
pynq est bornée dans Y car J est un plongement ; donc la suite pznq “ pJynq admet
une sous-suite convergente car J est compact, znk Ñ z P Z ; et z P JpY q car JpY q est
fermé dans Z. �

Exercice. Montrer que s’il existe un opérateur R P LpY,Zq compact et surjectif,
alors dimpZq ă 8.

Corollaire 2.3. Si T P LpXq est compact et si J P LpXq est un plongement,
alors dim kerpT ´ Jq ă 8.

Démonstration. On applique le lemme avec Y :“ kerpT´Jq et Z :“ X. L’opérateur
J|Y : Y Ñ X est un plongement, et il est compact car J|Y “ T|Y par définition de Y . �
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Lemme 2.4. Soient Y et Z deux espaces de Banach, K P LpY, Zq un opérateur
compact et J P LpY,Zq un plongement. Si K ´ J est injectif, alors K ´ J est un
plongement.

Démonstration. Supposons que K ´ J ne soit pas un plongement. Alors, on peut
trouver une suite pynq Ď Y telle que }yn} “ 1 pour tout n P N et pK ´ Jqyn Ñ 0.
Comme K est un opérateur compact, on peut trouver une sous-suite pynkq de pynq
telle que Kynk Ñ z P X. Alors Jynk “ Kynk ´ pK ´ Jqynk Ñ z. Comme J est un
plongement, on en déduit que la suite pxnkq est de Cauchy dans X ; donc ynk Ñ y P Y .
On a y ‰ 0 car }y} “ lim }ynk} “ 1, et pK ´ Jqx “ limpK ´ Jqxnk “ 0 ; donc K ´ J
n’est pas injectif. �

Corollaire 2.5. Si K P LpXq est compact et si J P LpXq est un plongement,
alors ImpK ´ Jq est un sous-espace fermé de X.

Démonstration. Comme K est compact et que J est un plongement, kerpK ´ Jq
est de dimension finie. Donc, on peut trouver un sous-espace fermé Y Ď X tel que
X “ kerpK´Jq‘Y . Alors Y est un espace de Banach, et pK´Jq|Y : Y Ñ X est injectif.
Donc pK´Jq|Y est un plongement d’après le lemme puisque K|Y est compact et J|Y est
un plongement ; et donc pK´JqpY q est fermé dans X. Mais pK´JqpY q “ ImpK´Jq
par le choix de Y , donc ImpK ´ Jq est fermé. �

Lemme 2.6. Soit Z un espace de Banach. Si E Ď Z est un sous-espace fermé tel
que E ‰ Z, alors on peut trouver x P Z tel que }x} “ 1 et distpx,Eq ě 1{2.

Démonstration. Soit z P ZzE quelconque. On a distpz, Eq ą 0 car E est fermé,
donc on peut trouver e P E tel que }z ´ e} ď 2 distpz, Eq. Alors x :“ z´e

}z´e} convient,

car on a distpx,Eq “ 1
}z´e} dist

`

z ´ e, E
˘

“ 1
}z´e} distpz, Eq. �

Lemme 2.7. Soit K P LpXq un opérateur compact, et soit J P LpXq un plongement.
Soit également pEnqně0 une suite de sous-espaces fermés de X. On suppose qu’on a
JpEnq “ En pour tout n P N, et on fait de plus l’une des deux hypothèses suivantes :

(a) la suite pEnq est croissante et pK ´ JqpEn`1q Ď En pour tout n P N ;

(b) la suite pEnq est décroissante et pK ´ JqpEnq Ď En`1 pour tout n P N.

Alors la suite pEnq est stationnaire : il existe n0 P N tel que @n ě n0 : En “ En0.

Démonstration. On traite seulement le cas (a) ; la preuve pour (b) est identique.
Comme J est un plongement, on peut fixer une constante c ą 0 telle que }Ju} ě c }u}
pour tout u P X.
Supposons que la suite pEnq ne soit pas stationnaire. Alors, quitte à extraire une sous-
suite, on peut supposer que pEnq est strictement croissante (exo). D’après le Lemme 2.6,
on peut trouver pour tout n ě 1 un point xn P En tel que }xn} “ 1 et distpxn, En´1q ě

1{2. Si 1 ď p ă q, on a Kxq ´Kxp “ pK ´ Jqpxq ´ xpq ` Jpxq ´ xpq “ Jxq ´ z, où
z :“ Jxp ` pK ´ Jqxp ´ pK ´ Jqxq P Ep `Ep´1 ´Eq´1 Ď Eq´1 “ JpEq´1q. On a ainsi
z “ Jy pour un certain y P Eq´1, et donc }Kxq´Kxp} “ }Jpxq´yq} ě c }xq´y} ě c{2.
Ceci étant vrai pour tous 1 ď p ă q, on en déduit que la suite pKxnq ne possède aucune
sous suite convergente ; ce qui contredit la compacité de K. �
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Corollaire 2.8. Si K P LpXq est compact et si λ P Kzt0u, alors la suite crois-
sante des kerpK ´ λIqn est stationnaire, et la suite décroissante des ImpK ´ λqn est
stationnaire.

Démonstration. On applique le lemme avec J :“ λI et En :“ kerpK ´ λIqn ou
En :“ ImpK ´ λIqn. On a bien JpEnq “ En pour tout n P N ; et (a) ou (b) est
visiblement vérifiée. Il faut cependant vérifier que ImpK ´ λIqn est bien fermé pour
tout n P N. C’est évident pour n “ 0. Si n ě 1, on voit en utilisant la formule du
binôme que pK ´ λIqn “ R ` µI, où µ :“ p´λqn ‰ 0 et R est un opérateur compact ;
donc ImpK ´ λIqn est fermé d’après le Corollaire 2.5. �

Preuve du Théorème 2.1. (1) Si 0 R σpKq, alors K : X Ñ X est inversible, donc
dimpXq ă 8 par le Lemme 2.2 avec J :“ K.

(2) Montrons par exemple que K ´ λI injectif ùñ K ´ λI inversible. Suposons que
K ´ λI soit injectif. Si K ´ λI n’est pas inversible, alors il n’est pas surjectif. Si on
choisit z P XzImpK ´ λIq, alors @n P N : pK ´ λIqnz P ImpK ´ λIqnzImpK ´ λIqn`1

par injectivité de K ´λI ; donc la suite des ImpK ´λIqn est strictement décroissante,
ce qui contredit le Corollaire 2.8.

(3) Par (2) et comme K et K˚ sont compacts, on a σppKqzt0u “ σpKqzt0u “
σpK˚qzt0u “ σppK

˚qzt0u.

(4) Par les Lemmes 2.4 et 2.7 avec J :“ λI, on voit que kerpK ´ λIq est de dimension
finie et que ImpK ´ λIq est fermé.
Comme ImpK ´ λIq est fermé, on sait que X{ImpK ´ λIq est un espace de Ba-

nach et que
´

X{ImpK ´ λIq
¯˚

s’identifie à ImpK ´ λIqK “ kerpK˚ ´ λIq. Donc

dim
´

X{ImpK ´ λIq
¯˚

ă 8 car K˚ est compact ; et donc, par le Corollaire 1.4 du

Chapitre 5, dim
´

X{ImpK ´ λIq
¯

ă 8 avec plus précisément dim
´

X{ImpK ´ λIq
¯

“

dim
´

X{ImpK´λIq
¯˚

“ dim kerpK˚´λIq. Si on veut absolument éviter les quotients,

on peut écrire les choses ainsi : comme ImpK ´ λIq est fermé, on a ImpK ´ λIq “
`

ImpK ´ λIqK
˘

K
“ kerpK˚ ´ λIqK ; et donc, puisque K˚ est compact, ImpK ´ λIq est

de codimension finie, égale à dim kerpK˚ ´ λIq.
Par la formule du binôme (applicable car K et λI commutent), on a pK ´ λIqn “
řn
j“0p´1qn´j

`

n
j

˘

λn´jKj . Comme Kj est compact pour tout j ě 1, on en déduit que

pK ´ λIqn “ R` p´1qnλnI :“ R´ µI, où R est un opérateur compact. Donc on peut
appliquer ce qui précède.

(5) Par le Corollaire 2.8, la suite des kerpK ´ λIqn et la suite des ImpK ´ λIqn sont
stationnaires. Donc on peut trouver un entier n tel que kerpK´λIqn`1 “ kerpK´λIqn

et ImpK ´ λIqn`1 “ ImpK ´ λIqn.
Notons T la restriction de K ´ λI à ImpK ´ λIqn. On a ImpT q “ ImpK ´ λIqn`1 “

ImpK´λIqn, donc T : ImpK´λIqn Ñ ImpK´λIqn est un opérateur surjectif. De plus,
T est aussi injectif. En effet : si x P kerpT q, alors x P ImpK´λIqn et pK´λIqx “ 0 ; on
a donc x “ pK ´λIqnz pour un certain z P X tel que pK ´λIqn`1z “ pK ´λIqx “ 0 ;
donc z P kerpK ´ λIqn`1 “ kerpK ´ λIqn, et donc x “ pK ´ λIqnz “ 0. Ainsi,
T : ImpK ´ λIqn Ñ ImpK ´ λIqn est inversible.
Soit S :“ T´1 : ImpK´λIqn Ñ ImpK´λIqn, et soit π : X Ñ X l’opérateur défini par
πpxq :“ SnpK ´ λIqnx. Comme Sn : ImpK ´ λIqn Ñ ImpK ´ λIqn est inversible, on
a Impπq “ ImpK ´ λIqn. Si v P Impπq “ ImpK ´ λIqn, on peut écrire πpvq “ SnTnv,



162 6. RUDIMENTS DE THÉORIE SPECTRALE

donc πpvq “ v. Donc π est une projection d’image ImpK ´ λIqn. De plus, comme Sn

est injectif, on a kerpπq “ kerpK ´ λIqn. On a ainsi trouvé une projection d’image
ImpK ´ λIqn et de noyau kerpT ´ λIqn, donc X “ kerpK ´ λIqn ‘ ImpK ´ λIqn.

(6) Avec les notations de (5), posons E :“ kerpK´λIqn et F :“ ImpK´λIqn. Alors E
et F sont invariants par K ´ λI, on a X “ E ‘F , et pK ´ λIq|F est un isomorphisme

de F sur F . On en déduit que ImpK ´λIq “ pK ´λIqpEq‘F “ Im
`

pK ´λIq|E
˘

‘F ,

et que kerpK ´ λIq “ kerpK ´ λIq X E “ ker
`

pK ´ λIq|E
˘

. Comme X “ E ‘ F

et ImpK ´ λIq “ Im
`

pK ´ λIq|E
˘

‘ F , la codimension de ImpK ´ λIq dans X est

égale à la codimension de Im
`

pK ´ λIq|E
˘

dans E ; et comme dimpEq ă 8, on a donc

dim
`

X{ImpK ´ λIq
˘

“ dimpEq ´ dim Im
`

pK ´ λIq|E
˘

“ dim ker
`

pK ´ λIq|E
˘

“

dim kerpK ´ λIq. Enfin, on a vu dans la preuve de (4) que dim
´

X{ImpK ´ λIq
¯

“

dim
´

X{ImpK ´ λIq
¯˚

“ dim kerpK˚ ´ λIq.

(7) La preuve repose sur le fait suivant.

Fait. Si λ P σpKq et λ ‰ 0, alors λ est un point isolé de σpKq.

Preuve du Fait. Il s’agit de montrer qu’il existe un voisinage V de λ dans C tel que
V XσpKq ne contienne pas d’autre point que λ. Autrement dit, en posant T :“ K´λI,
on cherche ε ą 0 tel que T ´ µI est inversible pour tout µ P Dp0, εq avec µ ‰ 0.
Par (5), on sait qu’il existe un entier n et deux sous-espaces fermés E,F Ď X invariants
par T tels que X “ E ‘ F , dimpEq ă 8, pT|Eq

n “ 0 et T|F : F Ñ F est inversible.
Comme l’ensemble des opérateurs inversibles est un ouvert de LpF q, on peut trouver
ε ą 0 tel que pT ´µIq|F : F Ñ F est inversible pour tout µ P Dp0, εq. De plus, si µ ‰ 0,
alors pT ´ µIq|E : E Ñ E est inversible car dimpEq ă 8 et la seule valeur propre de
T|E est 0 (puisque pT|Eq

n “ 0). Donc, pour µ P Dp0, εq et µ ‰ 0, on a bien que T ´ µI
est inversible. �

Par le Fait, on voit que pour tout ε ą 0, l’ensemble Eε :“ tλ P σpKq; |λ| ě εu est fini.
En effet, comme Eε Ď σpKqzt0u, le Fait dit que tout point λ P Eε possède un voisinage
ouvert Vλ tel que Vλ X σpKq “ tλu. Comme de plus Eε est compact, on peut trouver
λ1, . . . , λN P Eε tels que Eε Ď Vλ1 Y ¨ ¨ ¨ Y VλN ; et on a ainsi Eε “ tλ1, . . . , λNu.
Supposons que σpKq soit infini Soit pεkqkPN une suite décroissante de nombres réels
ą 0 telle que εk Ñ 0 et σpKq Ď Dp0, ε0q. On a σpKq “ t0u Y

Ť

nPN Λk, où Λk :“
tλ P σpKq; εk`1 ď |λ| ă εku. Tous les ensembles Λk sont finis puisque Λk Ď Eεk`1

.
Donc, en énumérant les Λk non vides, on obtient une suite pλnq telle que λn Ñ 0 et
σpKq “ t0u Y tλn; n P Nu.

�

3. Calcul fonctionnel

Rappel. Soit A une algèbre de Banach unitaire sur C, et soit a P A. Si P “

c01` c1z` ¨ ¨ ¨ ` cdz
d P Crzs, on peut définir

P paq :“ c01` c1a` ¨ ¨ ¨ ` cda
d.

L’application P ÞÑ P paq est un homomorphisme de Crzs dans A, et on a vu que pour
tout P P Crzs, on a

σ
`

P paq
˘

“ P pσpaqq “ tP pλq; λ P σpaqu.
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On aimerait maintenant définir fpaq pour des fonctions f plus générales que les fonc-
tions polynomiales, et que l’application f ÞÑ fpaq conserve de bonnes propriétés.

3.1. Calcul fonctionnel holomorphe. Dans cette section, on va voir qu’on peut
définir fpaq pour toute fonction f holomorphe au voisinage du spectre de a. On va
commencer par le cas des fonctions rationnelles, qui est purement “algébrique” et
est indispensable pour traiter ensuite le cas général. Puis on considérera le cas d’une
fonction f holomorphe dans un disque contenant σpaq. Ce cas n’est pas indispensable
pour la suite ; mais comme il est simple et naturel, il aurait été dommage de ne pas en
parler séparément. Enfin, on traitera le cas général, qui demande un peu de travail.

3.1.1. Fonctions rationnelles.

Notation. On notera Rpaq l’ensemble des fractions rationnelles R P Cpzq ne
possèdant pas de pôles dans σpaq. Autrement dit, R P Rpaq si et seulement si R “ P

Q

où P et Q sont des polynômes et Q n’a pas de racines dans σpaq.

Remarque. Rpaq est une sous-algèbre de Cpzq.

Fait 3.1. Si R “ P
Q P Rpaq, alors Qpaq est inversible dans A et P paqQpaq´1 “

Qpaq´1P paq. De plus, si R “ P1
Q1
“ P2

Q2
, alors P1paqQ1paq

´1 “ P2paqQ2paq
´1.

Démonstration. Comme Q n’a pas de racines dans σpaq, on a 0 R Qpσpaqq. Donc
0 R σ

`

Qpaq
˘

, autrement dit Qpaq est inversible dans A. Comme P paqQpaq “ pPQqpaq “

pQP qpaq “ QpaqP paq, on a Qpaq´1P paq “ P paqQpaq´1.

Si R “ P1
Q1
“ P2

Q2
, alors P1Q2 “ P2Q1, donc P1paqQ2paq “ P2paqQ1paq “ Q1paqP2paq,

et donc Q1paq
´1P1paq “ P2paqQ

´1
2 paq. �

Définition 3.2. Si R “ P
Q P Rpaq, on pose Rpaq :“ P paqQpaq´1 “ Qpaq´1P paq.

Proposition 3.3. L’application R ÞÑ Rpaq est un homomorphisme de Rpaq dans
A ; plus précisément, c’est l’unique homomorphisme Φ : Rpaq Ñ A dans A tel que
Φpzq “ a. De plus, si R P Rpaq, alors σpRpaqq “ R

`

σpaq
˘

.

Démonstration. (i) Si R1 “
P1
Q1

et R2 “
P2
Q2

, alors on doit a priori écrire

pR1R2qpaq “ pP1P2qpaq
`

Q1Q2paq
˘´1

“ P1paqP2paqQ2paq
´1Q1paq

´1.

Mais tout commute par le Fait 3.1 ; donc pR1R2qpaq “ P1paqQ1paq
´1P2paqQ2paq

´1 “

R1paqR2paq. On montre de même que pR1 ` R2qpaq “ R1paq ` R2paq (exo). Comme
1paq “ 1, l’aplication R ÞÑ Rpaq est donc un homomorphisme de Rpaq dans A, et
bien sûr zpaq “ a. Si Φ : Rpaq Ñ A est un autre homomorphisme tel que Φpzq “ a,
alors ΦpP q “ P paq pour tout polynôme P . Donc, si R “ P

Q “ PQ´1, alors ΦpRq “

ΦpP qΦpQq´1 “ P paqQpaq´1 “ Rpaq.

(ii) Soit R “ P
Q P Rpaq. Si µ P C, alors

Rpaq ´ µ1 “ P paqQpaq´1 ´ µ1 “
`

P paq ´ µQpaq
˘

Qpaq´1.

Comme Qpaq´1 est inversible on en déduit que Rpaq´µ1 est inversible si et seulement
si P paq ´ µQpaq est inversible. Autrement dit :

µ P σpaq ðñ 0 P σ
`

P paq ´ µQpaq
˘

.
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Mais P paq ´ µQpaq “ pP ´ µQqpaq ; donc σ
`

P paq ´ µQpaq
˘

“ pP ´ µQqpσpaqq “
 

P pλq ´ µQpλq; λ P σpaq
(

. Donc

µ P σpRpaqq ðñ Dλ P σpaq : P pλq ´ µQpλq “ 0 ðñ Dλ P σpaq : µ “ Rpλq.

�

3.1.2. Séries entières. Si Ω est un ouvert de C, on note HpΩq l’ensemble de toutes

les fonctions holomorphes sur Ω. Évidemment, HpΩq est une C-algèbre.

Lemme 3.4. Soit R ą rpaq. Si f P H
`

Dp0, Rq
˘

et si on écrit fpzq “
ř8
k“0 ckz

k,

alors la série
ř

cka
k converge dans A. On peut donc poser

fpaq :“
8
ÿ

k“0

cka
k.

Démonstration. Choisissons r tel que rpaq ă r ă R. Comme rpaq “ limkÑ8 }a
k}1{k,

on peut trouver k0 tel que @k ě k0 : }ak}1{k ď r. Alors }cka
k} ď |ck|r

k pour tout
k ě k0, donc la série

ř

}cka
k} est convergente, et donc la série

ř

cka
k converge dans

A puisque A est un espace de Banach. �

Exemple. Pour tout a P A, on a ea :“
8
ÿ

k“0

ak

k!
¨

Exercice. Montrer que si a, b P A et si ab “ ba, alors ea`b “ eaeb. En déduire que

si a P A, alors ea est inversible et
`

ea
˘´1

“ e´a

Lemme 3.5. (Formule de Cauchy)
Soit R ą rpaq, et soit r tel que rpaq ă r ă R. Pour toute fonction fonction f P
HpDp0, Rqq, on a

fpaq “

ż 2π

0
fpreiθqpreiθ1´ aq´1 reiθ

dθ

2π
¨

Démonstration. Il faut d’abord expliquer pourquoi l’énoncé a un sens. Comme
|reiθ| “ r ą rpaq, on voit que reiθ´a est inversible pour tout θ P r0, 2πs. Donc l’appli-
cation θ ÞÑ fpreiθqpreiθ1 ´ aq´1 reiθ est bien définie et continue sur r0, 2πs, à valeurs
dans l’espace de Banach A, et donc on peut l’intégrer sur r0, 2πs.

Écrivons fpzq “
ř8
k“0 ckz

k. Alors

fpreiθqpreiθ1´ aq´1 reiθ “
8
ÿ

k“0

ckpre
iθqk`1preiθ1´ aq´1,

et la série converge normalement sur r0, 2πs. Donc on peut écrire
ż 2π

0
fpreiθqpreiθ1´ aq´1 reiθ

dθ

2π
“

8
ÿ

k“0

ck

ż 2π

0
preiθqk`1preiθ1´ aq´1¨

Il suffit donc de montrer que

@k P N : ak “

ż 2π

0
rk`1eipk`1qθpreiθ1´ aq´1 dθ

2π
¨
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Comme |reiθ| “ r ą rpaq, on a

preiθ1´ aq´1 “

8
ÿ

n“0

an

preiθqn`1
,

où la série converge dans A. La série converge en fait normalement sur r0, 2πs, donc
on peut écrire

ż 2π

0
rk`1eipk“1qθpreiθ1´ aq´1 dθ

2π
“

8
ÿ

n“0

anrk´n
ż 2π

0
eipk´nqθ

dθ

2π
“ ak,

car toutes les intégrales
ş2π
0 eipk´nqθ dθ2π valent 0, sauf celle pour n :“ k qui vaut 1. �

Proposition 3.6. Soit R ą rpaq. L’application f ÞÑ fpaq est un homomorphisme
de H

`

Dp0, Rq
˘

dans A ; plus précisément, c’est l’unique homomorphisme continu Φ :

H
`

Dp0, Rq
˘

Ñ A tel que Φpzq “ a.

Démonstration. On a besoin des deux faits suivants.

Fait 1. Soit r tel que rpaq ă r ă R, et soit Kr :“ Dp0, rq. Il existe une constante
C “ Cr telle que

@f P H
`

Dp0, Rq
˘

: }fpaq} ď C sup
 

|fpzq|; z P Kr

(

.

Preuve du Fait 1. D’après la Formule de Cauchy, on a

}fpaq} “

›

›

›

›

ż 2π

0
fpreiθqpreiθ1´ aq´1 reiθ

dθ

2π

›

›

›

›

ď

ż 2π

0
|fpreiθq| }preiθ1´ aq´1 }

dθ

2π

ď C sup
 

|fpzq|; z P Kr

(

,

où C “ Cr :“
ş2π
0 }preiθ1´ aq´1 } dθ2π ¨ �

Fait 2. Les fonctions polynomiales sont denses dans H
`

Dp0, Rq
˘

.

Preuve du Fait 2. C’est évident : si f P H
`

Dp0, Rq
˘

s’écrit fpzq “
ř8
k“0 ckz

k et si

on pose Pnpzq :“
řn
k“0 ckz

k, alors Pnpzq Ñ fpzq uniformément sur tout compact de
Dp0, Rq, i.e. Pn Ñ f pour la topologie de H

`

Dp0, Rq
˘

. �

Par le Fait 1 et par définition de la topologie de H
`

Dp0, Rq
˘

, l’application linéaire

f ÞÑ fpaq est continue de H
`

Dp0, Rq
˘

dans A. Comme pPQqpaq “ P paqQpaq pour tous

polynômes P,Q et comme les fonctions polynomiales sont denses dans H
`

Dp0, Rq
˘

par

le Fait 2, on en déduit qu’on a pfgqpaq “ fpaqgpaq pour toutes f, g P H
`

Dp0, Rq
˘

. Donc

l’application f ÞÑ fpaq est un homomorphisme de H
`

Dp0, Rq
˘

dans A.

Si Φ : H
`

Dp0, Rq
˘

Ñ A est un autre homomorphisme continu tel que Φpzq “ a, alors
ΦpP q “ P paq pour toute fonction polynomiale P , et donc Φpaq “ fpaq pour toute
f P H

`

Dp0, Rq
˘

par densité des fonctions polynomiales dans H
`

Dp0, Rq
˘

. �
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Remarque. Il est également vrai qu’on a σpfpaqq “ fpσpaqq pour toute f P

H
`

Dp0, Rq
˘

; mais à ce stade, ce n’est pas du tout évident ! Comme dans le cas des
polynômes, on montre que fpσpaqq Ď σpfpaqq en factorisant. Pour l’inclusion inverse,
il suffirait de savoir que si une fonction f P H

`

Dp0, Rq
˘

ne s’annule pas sur σpaq, alors

f est inversible dans H
`

Dp0, Rq
˘

, autrement dit ne s’annule pas sur le disque Dp0, Rq ;
mais ceci est visiblement faux.

3.1.3. Cas général.

Définition 3.7. On note Hpaq l’ensemble de toutes les fonctions f définies et
holomorphes sur un ouvert Ω “ Ωf Ď C contenant σpaq. On identifie deux fonctions
f, g P Hpaq s’il existe un ouvert U Ě σpaq tel que f ” g sur U .

Remarque 1. Hpaq est une C-algèbre commutative unitaire.

Remarque 2. Si R P Rpaq, alors la fonction rationnelle associée rR appartient à

Hpaq, et l’application R ÞÑ rR est un homomorphisme injectif. Donc, on peut considérer
que Rpaq Ď Hpaq.

Démonstration. Tout est évident sauf l’injectivité : il faut voir que si R1, R2 P Rpaq
et si R1pzq “ R2pzq sur un ouvert U Ě σpaq, alors R1 “ R2. Si on écrit Ri “

Pi
Qi

, alors

P1pzqQ2pzq ” P2pzqQ1pzq sur U . Mais P1Q2 et P2Q1 sont des polynômes et U est
infini ; donc P2Q1 “ P1Q2, et donc R1 “ R2. �

Remarque 3. Une f P Hpaq est inversible dans Hpaq si et seulement si fpzq ‰ 0
pour tout z P σpaq.

Démonstration. La fonction f est définie et holomorphe sur un ouvert Ω Ě σpaq.
Si f est inversible dans Hpaq, on peut trouver une fonction g holomorphe au voisinage
de σpaq tellle que fpzqgpzq ” 1 sur un ouvert U Ě σpaq ; en particulier fpzqgpzq “ 1
pour tout z P σpaq, et donc fpzq ‰ 0 sur σpaq. Inversement, supposons que fpzq ‰ 0
pour tout z P σpaq. Comme f est continue sur Ω, l’ensemble Ω1 :“ tz P Ω; fpzq ‰ 0u
est un ouvert de C, et Ω1 Ě σpaq. La fonction g :“ 1{f est bien définie et holomorphe
sur Ω1, donc g P Hpaq ; et gf “ 1 “ fg dans Hpaq. �

Définition 3.8. Soit pfnqnPN une suite d’éléments de Hpaq, et soit f P Hpaq. On
dit que “fn tend vers f dans Hpaq” s’il existe un ouvert U Ě σpaq tel quer f et les fn sont définies et holomorphes sur U ;r fn Ñ f dans HpUq, i.e. fnpzq Ñ fpzq uniformément sur tout compact de U .

Remarque. On dira qu’une application Φ “ Hpaq Ñ A est séquentiellement
continue si, pour toute suite pfnqnPN Ď Hpaq telle que fn Ñ f P Hpaq, on a que
Φpfnq Ñ Φpfq.

Théorème 3.9. Il existe un unique homomorphisme séquentiellement continu Φa :
Hpaq Ñ A tel que Φapzq “ a. Si on pose fpaq :“ Φapfq, alors les choses suivantes ont
lieu pour toute f P Hpaq :r fpaq est limite d’éléments de A de la forme Rpaq, où R P Rpaq ;r fpaqb “ bfpaq pour tout b P A tel que ab “ ba ;r σpfpaqq “ fpσpaqq.
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On dit que Φa est le calcul fonctionnel holomorphe associé à a.

L’idée de la preuve de ce théorème est très simple : on va montrer que le “calcul
fonctionnel rationnel” Rpaq Q R ÞÑ Rpaq possède une bonne propriété de continuité,
qui permet de l’étendre à Hpaq “par densité”. Les détails techniques sont cependant
non triviaux. On va avoir besoin de deux lemmes.

Lemme 3.10. Si V est un ouvert borné tel que σpaq Ď V , il existe une constante
C “ CV ă 8 telle que : pour toute fraction rationnelle R n’ayant pas de pôles dans
V , on a

}Rpaq} ď CV sup
 

|Rpzq|; z P V
(

.

Démonstration. Si V était un disque Dp0, rq, il suffirait d’appliquer la formule
de Cauchy comme dans la preuve de la Proposition 3.6 (Fait 1). Pour un ouvert V
quelconque, l’idée est la même mais la mise en oeuvre est plus délicate.

Dans ce qui suit, on note m la mesure de Lebesgue sur C “ R2. D’autre part, si ϕ est
une fonction de classe C1 sur un ouvert Ω Ď C “ R2, on pose

Bϕ :“
1

2
pBxϕ` Byϕq .

Avec cette notation, on voit en particulier qu’une fonction ϕ P C1pΩq est holomorphe
sur Ω si et seulement si Bϕ “ 0 (équation de Cauchy-Riemann). Enfin, on note C1

00pCq
l’ensemble des fonctions de classe C1 à support compact sur C.

Fait 1. Pour toute fonction ϕ P C1
00pCq et pour tout z P C, la fonction u ÞÑ Bϕpuq

u´z

est intégrable sur C “ R2, et on a

ϕpzq “ ´
1

π

ż

C

Bϕpuq

u´ z
dmpuq.

Preuve du Fait 1. Par translation, il suffit de démontrer le résultat pour z :“ 0. La
fonction u ÞÑ 1{u est définie sur Czt0u, donc m-presque partout, et elle est intégrable
sur tout disque Dp0, Rq Ď C, car

ż

Dp0,Rq

1

|z|
dmpuq “

ż R

0

ż 2π

0

1

r
rdrdθ “ 2πR ă 8.

Comme Bφ est continue à support compact, on en déduit que la fonction u ÞÑ Bφpuq
u est

intégrable sur C.
Si on passe en coordonnées polaires, u “ px, yq “ reiθ, on trouve (exo classique)

Bϕ “
eiθ

2

ˆ

Bϕ

Br
`
i

r

Bϕ

Bθ

˙

.

Donc
ż

C

Bϕpuq

u
dmpuq “

ż 8

0

ż 2π

0

eiθ

2

ˆ

Bϕ

Br
`
i

r

Bϕ

Bθ

˙

ˆ
1

reiθ
rdrdθ

“
1

2

ż 2π

0

ˆ
ż 8

0

Bϕ

Br
dr

˙

dθ `
1

2

ż 8

0

i

r

ˆ
ż 2π

0

Bϕ

Bθ
dθ

˙

dr

“
1

2

ż 2π

0

”

ϕpreiθq
ır“8

r“0
dθ `

1

2

ż 8

0

i

r

”

ϕpreiθq
ıθ“2π

θ“0
dr

“ ´π ϕp0q ` 0.
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�

Fait 2. Si χ P C1
00pCq est telle que χpuq ” 0 sur un ouvert U Ď C, alors

@α P U @n P Z :

ż

C
Bχpuqpu´ αqndmpuq “ 0.

Preuve du Fait 2. Comme Bχ :” 0 sur U , les fonctions u ÞÑ Bχpuqpu ´ αqn sont
bien définies sur C (même pour n ă 0), et elles sont continues à support compact.
Donc les intégrales ont un sens.
Par le Fait 1, on a

ş

C Bχpuqpu ´ αq´1dmpuq “ ´πχpαq “ 0 pour tout α P U . En

dérivant par rapport à α, on en déduit
ş

C Bχpuqpu´αq
ndmpuq “ 0 pour tout α P U et

pour tout n ď ´1.
Si n ě 0, la fonction fnpuq :“ pu ´ αqn est holomorphe sur C, donc Bfn ” 0 et donc
Bχpuqpu´ αqn “ Bpχfnqpuq puisque Bpχfnq “ pBχqfn ` χpBfnq. La fonction χfn est de
classe C1 à support compact, donc

ş

C Bpχfnq dm “ 0, et donc
ş

C Bχpuqpu´αq
ndmpuq “

0. �

Le fait suivant joue le rôle de la formule de Cauchy.

Fait 3. Soit W un ouvert de C tel que σpaq Ď W et W Ď V , et soit χ P C1
00pCq

telle que χ ” 1 sur W et χ ” 0 en dehors de V . Pour toute fraction rationnelle R
n’ayant pas de pôles dans V , on a

Rpaq “ ´
1

π

ż

V zW
BχpuqRpuqpa´ u1q´1 dmpuq.

Preuve du Fait 3. Comme σpaq ĎW et que R n’a pas de pôles dans V , la fonction
u ÞÑ BχpuqRpuqpa´ u1q´1 est bien définie et continue sur le compact V zW , à valeurs
dans l’espace de Banach A ; donc on peut l’intégrer sur V zW . Par ailleurs, la fonction
Bχ est identiquement nulle sur W et en dehors de CzV . Donc, au lieu de

ş

V zW , on peut

écrire
ş

C ; et donc il s’agit de montrer que

Rpaq “ ´
1

π

ż

C
BχpuqRpuqpa´ u1q´1 dmpuq.

La fraction rationelle R peut se décomposer en éléments simples : elle est donc somme
d’un polynôme P et de termes de la forme 1

pz´αqk
, avec k P N et α P CzV . De plus,

si on fixe α P CzV , le polynôme P est somme de termes de la forme pz ´ αqk, k P N.
Donc, pour démontrer la formule souhaitée, il suffit de prouver que

@α P CzV @n P Z : pa´ α1qn “ ´
1

π

ż

C
Bχpuqpu´ αqnpa´ u1q´1 dmpuq.

Dans la suite, on fixe α P CzV , et pour n P Z on pose

bn :“

ż

C
Bχpuqpu´ αqnpa´ u1q´1 dmpuq.

D’après l’équation résolvante, on a

@u P Czσpaq : pa´ u1q´1 “ pa´ α1q´1 ` pa´ α1q´1pu´ αqpa´ u1q´1.
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Donc on peut écrire

bn “ pa´ α1q´1

ż

V zW
Bχpuqpu´ αqndmpuq

` pa´ α1q´1

ż

V zW
Bχpuqpu´ αqn`1pa´ u1q´1 dmpuq;

autrement dit

bn “ pa´ α1q´1

ż

V zW
Bχpuqpu´ αqndmpuq ` pa´ α1q´1bn`1.

De plus, comme χ ” 0 sur U :“ CzV , on a
ż

C
Bχpuqpu´ αqndmpuq “ 0 d’après le Fait 2.

On obtient ainsi

bn`1 “ pa´ α1q bn pour tout n P Z.
Pour conclure, il suffit donc de montrer que 1

π b0 “ ´1, autrement dit

1

π

ż

C
Bχpuqpa´ u1q´1dmpuq “ ´1.

Pour cela, l’idée est de changer de fonction χ. Soit R ą }a}, et soit η P C1
00pCq telle

que ηpuq ” 1 sur Dp0, Rq Ě σpaq. Alors χpuq ´ ηpuq ” 0 au voisinage de σpaq. Donc
si on pose fpuq :“ pa ´ u1q´1, la fonction pχ ´ ηqf est bien définie sur C et de
classe C1 à support compact (à valeurs dans A) ; et comme f est holomorphe sur
Czσpaq, on peut écrire Bχpuqpa´ u1q´1 ´ Bηpuqpa´ u1q´1 “ B

`

pχ´ ηqf
˘

puq. Comme
ş

C B
`

pχ ´ ηqf
˘

dm “ 0 puisque B
`

pχ ´ ηqf
˘

est de classe C1 à suport compact, on a
donc

ż

C
Bχpuqpa´ u1q´1dmpuq “

ż

C
Bηpuqpa´ u1q´1dmpuq

“

ż

CzDp0,Rq
Bηpuqpa´ u1q´1dmpuq.

Maintenant, si u P CzDp0, Rq alors |u| ą }a}, donc on peut écrire

pa´ u1q´1 “ ´

8
ÿ

k“0

ak

uk`1
;

et la série converge normalement sur tout compact de CzDp0, Rq. Comme Bη est conti-
nue à support compact, on a donc

ż

CzDp0,Rq
Bηpuqpa´ u1q´1dmpuq “ ´

8
ÿ

k“0

ż

CzDp0,Rq
Bηpuq

ak

uk`1
dmpuq

“ ´

8
ÿ

k“0

ak
ż

C

Bηpuq

uk`1
dmpuq.

Mais comme η ” 1 sur le disque Dp0, Rq, on a
ş

C
Bηpuq
u´z dmpuq ” π sur Dp0, Rq d’après

la Fait 1, et donc
ş

C
Bηpuq
pu´zqn dmpuq ” 0 sur Dp0, Rq pour tout n ě 2 en dérivant par
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rapport à z. En particulier, en prenant z :“ 0, on voit que
ş

C
Bηpuq
uk`1 dmpuq vaut π pour

k :“ 0 et 0 pour tout k ě 1. Donc on obtient

1

π

ż

C
Bχpuqpa´ u1q´1dmpuq “ ´a0 “ ´1.

�

Il est maintenant très facile de terminer la preuve du lemme. Si χ est comme dans le
Fait 3, alors on a pour toute fraction rationnelle R sans pôles dans V :

}Rpaq} ď
1

π

ż

V zW
}BχpuqRpuqpa´ u1q´1} dmpuq

ď C sup
 

Rpuq; u P V
(

,

où C :“ 1
π

ş

V zW }Bχpuqpa´ u1q´1} dmpuq. �

Lemme 3.11. Si Ω est un ouvert de C, alors les fonctions rationnelles sans pôles
dans Ω sont denses dans HpΩq pour la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact.

Démonstration. Il s’agit d’un cas particulier du Théorème de Runge, un résultat
“bien connu” d’analyse complexe. Même si on a tous les outils pour le démontrer, on
admettra le résultat. �

Corollaire 3.12. Pour toute f P Hpaq, il existe une suite pRnqnPN Ď Rpaq telle
que Rn Ñ f dans Hpaq.

Démonstration. C’est évident par le lemme. �

Preuve du Théorème 3.9. (i) Pour l’existence du calcul fonctionnel Φa, tout va
découler du fait suivant.

Fait. Soit f P Hpaq. Si pRnqnPN Ď Rpaq est telle que Rn Ñ f dans Hpaq, alors la
suite

`

Rnpaq
˘

converge dans A. De plus, limRnpaq est indépendante de la suite pRnq
telle que Rn Ñ f .

Preuve du Fait. Par définition de la convergence dans Hpaq, il existe un ouvert U Ď
σpaq tel que f est holomorphe sur U , les Rn n’ont pas de pôle dans U et Rnpzq Ñ fpzq
uniformément sur tout compact de U . Comme σpaq est compact, on peut trouver un
ouvert borné V tel que σpaq Ď V et V Ď U . Alors la suite pRnq converge uniformément
sur V , donc |Rqpzq ´ Rppzq| Ñ 0 uniformément sur V quand p, q Ñ 8. D’après le
Lemme 3.10, on en déduit que }Rqpaq ´ Rppaq} Ñ 0 quand p, q Ñ 8. Donc la suite
pRnpaqq est de Cauchy dans A, et donc elle converge dans A. Si pSnq Ď Rpaq est une
autre suite telle que Sn Ñ f , alors Rn´Sn Ñ 0 dans Hpaq, donc }Rnpaq´Snpaq} Ñ 0
grâce au Lemme 3.10, et donc limSnpaq “ limRnpaq. �

Par le Fait, on peut poser pour toute f P Hpaq :

Φapfq :“ lim
nÑ8

Rnpaq,

où pRnq est n’importe quelle suite d’éléments de Rpaq telle que Rn Ñ f dans Hpaq.
Comme l’application R ÞÑ Rpaq est un homomorphisme de Rpaq dans A, on vérifie très
facilement que Φa est un homomorphisme de Hpaq dans A. De plus, on a ΦapRq “ Rpaq
pour toute R P Rpaq (on peut prendre Rn :“ R), donc certainement Φapzq “ a.
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Montrons que l’application Φa : Hpaq Ñ A est séquentiellement continue. Soit pfnqnPN
une suite d’éléments de Hpaq telle que fn Ñ f P Hpaq. Par définition de la convergence
dans Hpaq, on peut trouver un ouvert U Ě σpaq tel que f et les fn sont holomorphes
sur U et fnpzq Ñ fpzq uniformément sur tout compact de U . Soit V un ouvert borné
tel que σpaq Ď V et V Ď U . Par le Lemme 3.11 appliqué avec Ω :“ U , on peut choisir
des suites pRkqkPN et pRk,nqkPN de fractions rationnelles sans pôles dans U telles que
Rk Ñ f dans HpUq et @n P N : Rk,n Ñ fn dans HpUq quand k Ñ 8. Avec les

notations du Lemme 3.10, on a }Rk,npaq´Rkpaq} ď CV sup
 

|Rk,npzq´Rkpzq|; z P V
(

pour tous k, n P N. En faisant k Ñ8, on en déduit que

@n P N : }Φapfnq ´ Φapfq} ď CV sup
 

|fnpzq ´ fpzq|; z P V
(

.

Comme fnpzq Ñ fpzq uniformément sur V puisque V est un compact de U , cela montre
que Φapfnq Ñ Φapfq.

(ii) L’unicité est facile à démontrer : si Φ est un homomorphisme de Hpaq dans A tel
que Φpzq “ a, on a nécessairement ΦpRq “ Rpaq pour toute R P Rpaq ; et si Φ est de
plus séquentiellement continu, on en déduit que Φ “ Φa par “densité séquentielle” de
Rpaq dans Hpaq.
(iii) Désormais, on écrit fpaq au lieu de Φapfq. Soit f P Hpaq.
Par définition, fpaq est limite d’éléments de A de la forme Rpaq, où R P Rpaq ; donc
fpaqb “ bfpaq pour tout b P A tel que ab “ ba (exo). Il reste à montrer que σpfpaqq “
fpσpaqq.
Si λ P σpaq, alors la fonction z ÞÑ fpzq´fpλq appartient à Hpaq et s’annule en λ. Donc
on peut trouver g P Hpaq telle que fpzq ´ fpλq “ pz ´ λqgpzq au voisinage de σpaq.
On a donc f ´ fpλq1 “ pz ´ λ1qg “ gpz ´ λ1q dans Hpaq, et donc fpaq ´ fpλq1 “
pa´ λ1qgpaq “ gpaqpa´ λ1q. Comme a´ λ1 n’est pas inversible dans A, on en déduit
que fpaq ´ fpλq1 n’est pas inversible dans A, i.e. fpλq P σpfpaq. Ainsi, on a montré
que fpσpaqq Ď σpfpaqq.
Inversement, soit µ P σpfpaqq. Alors pf ´ µ1qpaq “ fpaq ´ µ1 n’est pas inversible dans
A, donc f ´µ1 n’est pas inversible dans Hpaq. Donc f ´µ1 doit s’annuler en au moins
1 point de σpaq ; autrement dit µ P fpσpaqq. �

Remarque 1. Comme l’algèbre Hpaq est commutative, on a fpaqgpaq “ gpaqfpaq
pour toutes f, g P Hpaq.

Remarque 2. Si f P Hpaq est holomorphe dans un disque Dp0, Rq avec R ą rpaq
et si on écrit fpzq “

ř8
k“0 cka

k, alors fpaq “
ř8
k“0 cka

k.

Démonstration. Si on pose Pnpzq :“
řn
k“0 ckz

k, alors Pnpzq Ñ fpzq uniformément
sur tout compact de Dp0, Rq, donc Pn Ñ f dans Hpaq, et donc Pnpaq Ñ fpaq. Comme
Pnpaq “

ř8
k“0 cka

k pour tout n P N, on a donc fpaq “
ř8
k“0 cka

k. �

Remarque 3. Si f P Hpaq, on peut donner une formule pour fpaq : on a

fpaq “ ´
1

π

ż

C
Bχpuqfpuqpa´ u1q´1 dmpuq,

où χ est n’importe quelle fonction de classe C1 à support compact telle que χpzq ” 1
au voisinage de σpaq.

Démonstration. Cela a été démontré dans la preuve du Lemme 3.10 lorsque f est
une fonction rationnelle (Fait 3) ; et le cas général s’en déduit par approximation. �
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Corollaire 3.13. (Théorème de décomposition de Riesz)
Soit X un espace de Banach complexe, et soit T P LpXq. On suppose que σpT q peut se
décomposer sous la forme σpT q “ σ1Yσ2, où σ1 et σ2 sont des compacts non vides tels
que σ1 X σ2 “ H. Alors on peut décomposer l’espace X sous la forme X “ X1 ‘X2,
où X1 et X2 sont des sous-espaces fermés invariants par T tels que σ

`

T|X1

˘

“ σ1 et

σ
`

T|X2

˘

“ σ2. De plus, cette décomposition est unique.

Démonstration. Soient V1 et V2 des ouverts de C tels que σi Ď Vi et V1 X V2 “ H,
et posons Ω :“ V1YV2. Alors les fonctions 1V1 et 1V2 sont holomorphes sur Ω ( !) donc
appartiennent à HpT q puisque Ω Ě σpT q. Posons pi :“ 1VipT q pour i “ 1, 2. Comme
12
Vi
“ 1Vi , on a p2

i “ pi, autrement dit p1 et p2 sont des projections. De plus, on a
p1 ` p2 “ I car 1V1 ` 1V2 “ 1, et p1p2 “ 0 “ p2p1 car 1V11V2 “ 0. Donc, si on pose
Xi :“ Imppiq “ kerpI ´ piq, alors X “ X1 ‘X2 ; et les sous-espaces Xi sont invariants
par T car piT “ Tpi.
Posons Ti :“ T|Xi : Xi Ñ Xi, et montrons que σpTiq “ σi pour i “ 1, 2. Comme
T “ T1 ‘ T2, on a σpT q “ σpT1q Y σpT2q (exo). Comme par ailleurs σpT q “ σ1 Y σ2

et σ1 X σ2 “ H, il suffit donc de montrer qu’on a σpTiq Ď σi pour i “ 1, 2. On
peut évidemment se contenter de montrer que σpT1q Ď σ1. Soit λ P Czσ1. Comme
z ´ λ ne s’annule pas au voisinage de σ1, il existe une fonction g holomorphe au
voisinage de σpT q telle que pz ´ λqgpzq ” 1 au voisinage de σ1 et gpzq ” 0 sur V2.
Alors pz ´ λ1qg “ 1V1 dans HpT q, donc pT ´ λIqgpT q “ p1 “ gpT qpT ´ λIq. Comme
pp1q|X1

“ IX1 , on en déduit que si on pose R :“ gpT q, alors T1 ´ λIX1 est inversible
d’inverse R|X1

. Donc λ R σpT1q ; et ainsi, on a montré que σpT1q Ď σ1.

Supposons qu’on ait une autre décompositionX “ X 11‘X
1
2 avec σpTX 1iq “ σi. Notons p11

et p12 les projections associées à cette décomposition. Comme X 11 et X 12 sont invariants
par T , les projections p1i commutent avec T . Donc p1ipj “ pjp

1
i pour tous i, j P t1, 2u car

p1 et p2 ont été obtenues par calcul fonctionnel holomorphe. On en déduit (exo) qu’on
a X1 “ pX1 XX

1
1q ‘ pX1 XX

1
2q et X 12 “ pX1 XX

1
2q ‘ pX2 XX

1
2q, tous les sous-espaces

considérés étant invariants par T . Par conséquent, si on suppose que X1 XX 12 ‰ t0u,
on a d’une part σpT|X1XX 12

q Ď σpT|X1
q “ σ1, et d’autre part σpT|X1XX 12

q Ď σpT|X 12q “

σ2 ; donc σpT|X1XX 12
q “ H, ce qui est absurde. Ainsi, on a X1 X X 12 “ t0u ; donc

X1 “ X1 XX
1
1, i.e. X 11 Ď X1. L’inclusion inverse se démontre de la même façon ; donc

X1 “ X 11, et de même X2 “ X 12. �

Théorème 3.14. Si f P Hpaq et g P Hpfpaqq, alors g ˝ f P Hpaq et pg ˝ fqpaq “
g
`

fpaq
˘

.

Démonstration. La fonction f est holomorphe sur un ouvert U Ě σpaq, et g est
holomorphe sur un ouvert V Ě σpfpaqq. Comme σpfpaqq “ fpσpaqq, on a fpσpaqq Ď V .
Donc Ω :“ f´1pV q est un ouvert contenant σpaq, sur lequel g ˝ f est bien définie
et holomorphe ; et donc g ˝ f P Hpaq. Si on pose Φpgq :“ pg ˝ fqpaq, alors Φ est
visiblement un homomorphisme de Hpfpaqq dans A tel que Φpzq “ fpaq. De plus, on
vérifie sans difficulté que Φ est séquentiellement continu. Donc Φpaq “ gpfpaqq pour
toute g P Hpfpaqq. �

Corollaire 3.15. Si a P A vérifie rpa ´ 1q ă 1, en particulier si }a ´ 1} ă 1,
alors a admet un logarithme : il existe u P A tel que eu “ a.

Démonstration. Par hypothèse, on a σpa´1q Ď Dp0, 1q. Comme σpa´1q “ σpaq´
1, on en déduit σpaq Ď Dp1, 1q Ď CzR´. Soit log la détermination principale du
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logarithme complexe. La fonction log est holomorphe sur CzR´, donc log P Hpaq. On

peut donc définir u :“ logpaq. Comme elogpzq “ z pour tout z P CzR´, on a exp ˝ log “ z

dans Hpaq, donc eu “ elogpaq “ exp ˝ logpaq “ a par le théorème. �

3.2. Calcul fonctionnel continu. Dans cette section, H est un espace de Hilbert
complexe.

3.2.1. Opérateurs auto-adjoints.

Théorème 3.16. Soit T P LpHq un opérateur auto-adjoint. Il existe un unique
homomorphisme continu ΨT : CpσpT qq Ñ LpHq tel que ΨT pxq “ T , où x P CpσpT qq
est la fonction x ÞÑ x. Si on pose ΨT pfq :“ fpT q, alors les propriétés suivantes ont
lieu pour toute f P CpσpT qq.

(i) fpT q est limite d’opérateurs de la forme P pT q où P est un polynôme.

(ii) }fpT q} “ }f}8.

(iii) fpT q˚ “ f̄pT q.

(iv) fpT qA “ AfpT q pour tout A P LpHq tel que TA “ AT .

(v) σpfpT qq “ fpσpT qq.

On dit que ΨT est le calcul fonctionnel continu associé à l’opérateur T .

Démonstration. Le point clé est le fait suivant.

Fait. Pour tout polynôme P P Crxs, on a σpP pT qq “ P pσpT qq et }P pT q} “
sup

 

|P pxq|; x P σpT q
(

.

Preuve du Fait 1. On sait depuis longtemps que σpP pT qq “ P pσpT q.
Comme T est auto-adjoint (il suffirait que T soit normal), P pT q est un opérateur
normal ; donc }P pT q} “ rpP pT qq, autrement dit }P pT q} “ sup

 

|λ|; λ P σpP pT qq
(

;

d’où le résultat puisque σpP pT qq “ P pσpT qq “
 

P pxq; x P σpT q
(

. �

Notons P Ď CpσpT qq l’ensemble des fonctions polynomiales. Par le Fait, si p P P et si
P1 et P2 sont deux polynômes tels que P1pxq ” ppxq ” P2pxq sur σpT q, alors P1pT q ´
P2pT q “ pP1´P2qpT q “ 0 puisque pP1´P2qpxq ” 0 sur σpT q ; donc P1pT q “ P2pT q. On
peut donc poser ψT ppq :“ P pT q, où P est n’importe quel polynôme tel que P pxq ” ppxq
sur σpT q. L’application ψT : P Ñ LpHq ainsi définie est un homomorphisme de P dans
LpHq, et ψT est de plus une isométrie par le Fait : on a }ψT ppq} “ }p}8 pour toute
p P P.

Comme T est auto-adjoint, σpT q est un compact de R ; donc P est dense dans CpσpT qq
d’après le Théorème de Weierstrass. On peut donc prolonger l’application linéaire
continue ψT en une application linéaire continue ΨT : CpσpT qq Ñ LpHq ; et ΨT est
un homomorphisme d’algèbres isométrique car ψT en est un (exo). Ainsi, en posant
fpT q :“ ΨT pfq, on a un homomorphisme continu f ÞÑ fpT q tel que }fpT q} “ }f}8
pour toute f P CpσpT qq.
Si Ψ : CpσpT qq Ñ LpHq est un autre homomorphisme tel que Ψpxq “ T , alors Ψppq “
ppT q “ ΨT ppq pour toute fonction polynomiale p ; et si Ψ est de plus continu, alors
Ψ “ ΨT par densité de P dans CpσpT qq.
La propriété (i) est vraie par définition de ΨT : si f P CpσpT qq, on peut trouver une
suite de polynômes pPnq telle que Pnpxq Ñ fpxq uniformément sur σpT q, et alors
PnpT q “ ΨT pPnq Ñ ΨT pfq “ fpT q par continuité de ΨT . La propriété (ii) a déjà
été vue. Pour (iii), on observe que si p “ a01 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` adx

d P P, alors ppT q˚ “
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a0 I ` a1 T ` ¨ ¨ ¨ ` ad T
d “ ppT q car T “ T ˚ et (donc) x est à valeurs réelles sur σpT q ;

donc (iii) découle de (i) par continuité de ΨT . La propriété (iv) découle également de
(i), car si AT “ TA, alors AkT “ TAk pour tout k P N et donc AP pT q “ P pT qA pour
tout polynôme P .

Il reste à montrer qu’on a σ
`

fpT q
˘

“ fpσpT qq pour toute f P CpσpT qq.
Comme ΨT est un homomorphisme de CpTq dans LpHq, on a

σpfpT qq “ σLpHqpΨT pfqq Ď σCpσpT qqpfq “ fpσpT qq.

Inversement, soit λ P fpσpT qq, et choisissons x0 P σpT q tel que fpx0q “ λ. Soit ppnq
une suite de fonctions polynomiales telle que pn Ñ f dans CpσpT qq. Alors pnpx0q P

pnpσpT qq “ σppnpT qq pour tout n P N, autrement dit pnpT q ´ pnpx0q1 n’est pas in-
versible dans LpHq. Comme pnpT q ´ pnpx0q1 Ñ fpT q ´ λ1 par continuité du calcul
fonctionnel et comme l’ensemble des opérateurs non-inversibles est fermé dans LpHq,
on en déduit que fpT q ´ λI est non-inversible, i.e. λ P σpfpT qq. �

Remarque. Le calcul fonctionnel continu est compatible avec le calcul fonctionnel
holomorphe : si f P HpT q, alors fpT q “

`

f|σpT q
˘

pT q.

Démonstration. L’application Φ : f ÞÑ
`

f|σpT q
˘

pT q “ ΨT pf|σpT qq est un homomor-
phisme de HpT q dans LpHq tel que Φpzq “ T ; et Φ est séquentiellement continu car
l’aplication f ÞÑ f|σpT q est séquentiellement continue et ΨT est continu. Donc Φ est le
calcul fonctionnel holomorphe ΦT . �

Théorème 3.17. Soit T P LpHq auto-adjoint. Si f P CpσpT qq est à valeurs réelles
et si g P CpfpσpT qqq, alors pg ˝ fqpT q “ gpfpT qq.

Démonstration. La fonction g ˝ f est bien définie et continue sur σpT q, donc
l’opérateur pg ˝ fqpT q est bien défini. De même, gpfpT qq a un sens car l’opérateur
fpT q est auto-adjoint (f est à valeurs réelles) et g est continue sur σpfpT qq “ fpσpT qq.
Comme l’application g ÞÑ gpfpT qq est un homomorphisme de CpσpfpT qq dans LpHq,
on a P pfpT qq “ pP ˝ fqpT q pour tout polynôme P ; donc gpfpT qq “ pg ˝ fqpT q pour
toute g P CpσpfpT qq par approximation. �

Comme illustration du calcul fonctionnel, on peut maintenant redémontrer très
rapidement l’existence et l’unicité de la racine carrée d’un opérateur positif, qu’on
avait établie “à la main” au Chapitre 1.

Corollaire 3.18. Si T P LpHq est un opérateur positif, alors il existe un unique
opérateur positif S tel que S2 “ T . De plus, on a SA “ AS pour tout A P LpHq tel que

TA “ AT . On dit que S est la racine carrée de T , et on écrit S “
?
T ou S “ T 1{2.

Démonstration. Comme T est positif, il est auto-adjoint avec σpT q Ď R`. Donc la
fonction fpxq :“

?
x est bien définie et continue sur σpT q, et on peut poser S :“ fpT q.

Alors S˚ “ f̄pT q “ fpT q “ S puisque f est à valeurs réelles, S est positif car σpSq “
fpσpT qq Ď R`, et S2 “ f2pT q “ xpT q “ T . Donc S convient. De plus, on a AS “ AS
pour tout A P LpHq tel que AT “ TA puisque S est de la forme fpT q.
Pour l’unicité, on utilise le théorème de composition : si S1 est un opérateur positif tel
que S12 “ T alors S1 “ xpS1q “

?
x2pS1q “

a

x2pS1q “
?
S12 “

?
T “ S. �

Voici une autre illustration du calcul fonctionnel.
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Corollaire 3.19. Un opérateur T P LpHq est positif et inversible si et seulement
si il existe un opérateur auto-adjoint L tel que T “ eL. Dans ce cas, l’opérateur L est
unique.

Démonstration. Si T “ eL avec L˚ “ L, alors T est auto-adjoint car la fonction
exp|σpLq P CpσpLqq est à valeurs réelles, et σpT q “ exppσpLqq Ď s0,8r. Donc T est
positif et inversible.
Inversement, si T est positif et inversible, alors σpT q Ď s0,8r, donc la fonction ln est
(bien définie et) continue sur σpT q. On peut donc poser L :“ lnpT q. Alors L est auto-
adjoint car ln est à valeurs réelles, et eL “ expplnpT qq “ pexp ˝ lnqpT q “ xpT q “ T .

Si L1 est un autre opérateur auto-adjoint tel que eL
1

“ T , alors L1 “ pln ˝ expqpL1q “

lnpeL
1

q “ lnpT q “ L. �

Exercice. Soit K un compact de R, et soit f : K Ñ R une fonction continue
et injective. Montrer que si T1, T2 P LpHq sont des opérateurs auto-adjoints tels que
σpT1q “ K “ σpT2q et fpT1q “ fpT2q, alors T1 “ T2.

Remarque 3.20. Si T est un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert réel,
alors on peut définir fpT q pour toute fonction f P CpσpT qq à valeurs réelles, et les
propriétés du calcul fonctionnel restent les mêmes.

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout polynôme P à coefficients réels,
on a σpP pT qq “ P pσpT qq : si ce point est acquis, on peut recopier la preuve du
Théorème 3.16 en utilisant la Remarque 1.28 et la densité des fonctions polynomiales
à coefficients réels dans CRpσpT qq.
On a P pσpT qq Ď σpP pT qq pour tout P P Rrxs d’après la Proposition 1.13.

Pour la réciproque, il suffit de montrer que si P P Rrxs ne s’annule pas sur σpT q, alors
P pT q est inversible dans LpHq.
Le polynôme P se décompose sous la forme P “ px´α1q ¨ ¨ ¨ px´αrqQ, où α1, . . . , αr P R
etQ P Rrxs n’a pas de racines réelles ; donc P pT q “ QpT qpT´α1Iq ¨ ¨ ¨ pT´αrIq. Comme
P ne s’annule pas sur σpT q, les αi n’appartiennent pas à σpT q et donc l’opérateur
pT ´ α1Iq ¨ ¨ ¨ pT ´ αrIq est inversible. Il suffit donc de montrer que l’opérateur QpT q
est inversible.
Comme Q n’a pas de racines réelles, il est par exemple ą 0 sur R ; et comme c’est un
polynôme, Qpxq tend vers `8 quand x Ñ ˘8. Donc on peut trouver ε ą 0 tel que
Qpxq ą ε pour tout x P R. Si on pose R :“ Q ´ ε1, alors R P Rrxs et Rpxq ą 0 pour
tout x P R. En décomposant R dans Crzs, on voit qu’on peut trouver des polynômes
A et B à coefficients réels tels que R “ A2 ` B2. Alors RpT q “ ApT q2 ` BpT q2 “
ApT q˚ApT q `BpT q˚BpT q car T est auto-adjoint ; donc RpT q est un opérateur positif.
Comme RpT q “ QpT q ´ εI, on a donc xQpT qu, uy ě ε }u}2 pour tout u P H. Donc
QpT q est un plongement, et donc QpT q est inversible car QpT q est auto-adjoint. �

3.2.2. Opérateurs normaux. On voudrait maintenant montrer l’existence d’un cal-
cul fonctionnel continu pour tout opérateur normal T P LpHq. Les idées sont les mêmes
que dans le cas auto-adjoint, mais la preuve est plus délicate.

Notation. On note CrX,Y s l’algèbre des polynômes à 2 indéterminées à coeffi-
cients complexes. Si P “

ř

ck,lX
kY k P CrX,Y s, si A est une algèbre de Banach avec

unité et si a, b P A, on pose

P pa, bq :“
ÿ

ck,la
kbl.
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Remarque. Si ab “ ba, alors l’application P ÞÑ P pa, bq est un homomorphisme de
CrX,Y s dans A.

Théorème 3.21. Soit T P LpHq un opérateur normal. Il existe un unique homo-
morphisme continu ΨT : CpσpT qq Ñ LpHq tel que ΨT pzq “ T et ΨT pz̄q “ T ˚. Si on
pose fpT q :“ ΨT pfq, alors les propriétés suivantes ont lieu pour toute f P CpσpT qq.

(i) fpT q est limite d’opérateurs de la forme P pT, T ˚q où P P CrX,Y s.
(ii) }fpT q} “ }f}8.

(iii) fpT q˚ “ f̄pT q.

(iv) fpT qA “ AfpT q pour tout A P LpHq tel que TA “ AT et T ˚A “ AT ˚.

(v) σpfpT qq “ fpσpT qq.

Remarque. L’hypothèse faite sur A dans (iv) est en fait redondante : on peut
montrer que si AT “ TA, alors AT ˚ “ T ˚A (Théorème de Fuglede-Putnam).

Pour la preuve du Théorème 3.21, le point clé est le fait suivant.

Fait 3.22. Soit T P LpHq un opérateur normal. Pour tout polynôme P P CrX,Y s,
on a σ

`

P pT, T ˚q
˘

“
 

P pz, z̄q; z P σpT q
(

et }P pT, T ˚q} “ sup
 

|P pz, z̄q|; z P σpT q
(

.

Ce résultat n’est absolument pas évident. Pour le montrer, on a besoin de 4 lemmes
intéressants pour eux même. Dans ce qui suit, on dira qu’une sous-algèbre B Ď LpHq
est auto-adjointe si elle est stable par passage à l’adjoint : T P B ùñ T ˚ P B.

Lemme 3.23. Si B Ď LpHq est une sous-algèbre fermée et auto-adjointe contenant
I, alors @S P B : σLpHqpSq “ σBpSq.

Démonstration. Il faut seulement prouver que @S P B : σBpSq Ď σLpHqpSq ; ce qui
revient à montrer que si R P B est inversible dans LpHq, alors R est inversible dans B,
i.e. R´1 P B.
Comme R est inversible dans LpHq, l’opérateur R˚R est également inversible dans
LpHq, donc 0 R σLpHqpR

˚Rq. Mais R˚R est auto-adjoint, donc σLpHq Ď R. En particu-
lier, CzσLpHqpR˚Rq est connexe car CzK est connexe pour tout compact K Ď R.
D’après la Proposition 1.19, on en déduit que σLpHqpR

˚Rq “ σBpR
˚Rq ; et donc

0 R σBpR
˚Rq. Ainsi R˚R est inversible dans B, i.e. pR˚Rq´1 P B. Mais R´1 “

R´1pR˚q´1R˚ “ pR˚Rq´1R˚, donc R´1 P B puisque B est une algèbre auto-adjointe.
�

Notation. Si A est une C-algèbre avec unité, on note HompA,Cq l’ensemble de
tous les homorphismes d’algèbres γ : AÑ C.

Lemme 3.24. Soit A une algèbre de Banach commutative avec unité. Si a P A, on
a l’équivalence suivante :

a inversible dans A ðñ γpaq ‰ 0 pour tout γ P HompA,Cq.

Démonstration. Si a est inversible, alors 1 “ γp1q “ γpaqγpa´1q pour tout homomor-
phisme γ : AÑ C, et donc γpaq ‰ 0. (La commutativité n’est pas nécessaire ici.)
Inversement, supposons a non inversible dans A. Alors Ia :“ tax; x P Au est un idéal
propre de l’anneau commutatif A, i.e. Ia est un idéal et Ia ‰ A. Donc Ia est contenu
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dans un idéal propre maximal I. L’idéal I est nécessairement fermé dans A : en effet,
si I n’était pas fermé, on aurait I “ A par maximalité de I car I est un idéal de A ;
donc on pourrait trouver x P I tel que }x´ 1} ă 1, ce qui est impossible car un tel x
serait inversible dans A et on aurait alors 1 “ xx´1 P I.
Comme I est un idéal propre de A et que A est une algèbre unitaire, I est un sous-
espace vectoriel de A et l’espace vectoriel quotient A{I est une algèbre unitaire ; et
comme I est fermé, on peut munir A{I de la norme quotient. On vérifie sans difficulté
majeure (exo) que A{I est une algèbre de Banach. De plus, A{I est un corps car I est
un idéal maximal ; autrement dit, tout x P A{I non nul est inversible dans A{I. Mais
si x P A{I, on sait que σA{Ipxq ‰ H ; donc on peut trouver λ P C tel que x ´ λ1A{I
n’est pas inversible dans A{I, et on a alors x ´ λ1A{I “ 0 puisque A{I est un corps.
Ainsi, on voit que A{I “ C1A{I , et donc l’algèbre A{I isomorphe à C. On peut donc
considérer l’application quotient π : AÑ A{I comme un homomorphisme γ : AÑ C ;
et on a γpaq “ 0 puisque a P I. �

Corollaire 3.25. Soit A une algèbre de Banach commutative avec unité, et soit
a P A. Pour tout a P A, on a

σpaq “
 

γpaq; γ P HompA,Cq
(

.

Démonstration. Si γ P HompA,Cq et λ P C, alors γp1q “ 1 et donc γpaq ´ λ “
γpa´λ1q. Donc, par le lemme, un nombre complexe λ appartient à σpaq si et seulement
si il existe un γ P HompA,Cq tel que γpaq ´ λ “ 0. �

Exercice. Soit A une algèbre de Banach commutative avec unité. Montrer que pour
tous a, b P A, on a σpa` bq Ď σpaq ` σpbq et σpabq Ď σpaqσpbq.

Lemme 3.26. Soit A une algèbre de Banach avec unité. Si γ P HompA,Cq, alors γ
est (une forme linéaire) continue et }γ} ď 1.

Démonstration. Si x P A, alors γpxq P σpxq car γ est un homomorphisme, donc
|γpxq| ď rpxq ď }x}. �

Lemme 3.27. Soit B Ď LpHq une sous-algèbre fermée auto-adjointe et commutative
contenant I. Si γ P HompA,Cq, alors

@S P B : γpS˚q “ γpSq.

Démonstration. Si S P B, on peut écrire S “ A` iB où A :“ S`S˚

2 et B :“ S´S˚

2i
sont auto-adjoints et appartiennent tous les deux à B. Alors γpSq “ γpAq ` iγpBq et
γpS˚q “ γpA´iBq “ γpAq´iγpBq ; donc il suffit de montrer que γpAq P R et γpBq P R.
Ainsi, on s’est ramené à montrer que γpSq P R pour tout S P B auto-adjoint.

Comme S est auto-ajoint, l’opérateur eiS “
ř8
k“0

piSqk

k! est unitaire, car eiS est in-

versible et peiSq˚ “
ř8
k“0

p´iSqk

k! “ e´iS “ peiSq´1. De plus, eiS P B car B est une

sous-algèbre fermée de LpHq ; donc on peut considérer γpeiSq. Par le Lemme 3.26,
on a |γpeiSq| ď }eiS} “ 1. Mais γ est un homomorphisme continu, donc γpeiSq “
ř8
k“0

ikγpSqk

k! “ eiγpSq. On a donc |eiγpSq| ď 1 ; et de même |e´iγpSq| ď 1, i.e. |eiγpSq| ě 1.

On voit ainsi que |eiγpSq| “ 1, ce qui signifie que γpSq P R. �
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Preuve du Fait 3.22. Soit T P LpHq un opérateur normal. Notons C˚pT q Ď LpHq
la sous-algèbre fermée de LpHq engendrée par I, T et T ˚. Comme T ˚T “ TT ˚, on a

C˚pT q “
 

P pT, T ˚q; P P CrX,Y s
(

.

En particulier, C˚pT q est commutative et auto-adjointe. Par les Lemmes 3.23 et 3.24,
on en déduit que

@S P C˚pT q : σpSq “ σC˚pT qpSq “
!

γpSq; γ P Hom
`

C˚pT q,C
˘

)

.

Maintenant, soit P “
ř

ck,lX
kY l P CrX,Y s. Si γ P Hom

`

C˚pT q,C
˘

alors, par le
Lemme 3.27 :

γ
`

P pT, T ˚q
˘

“ γ
´

ÿ

ck,lT
kT ˚l

¯

“
ÿ

ck,lγpT q
kγpT ˚ql

“
ÿ

ck,lγpT q
kγpT q

l

“ P
`

γpT q, γpT q
˘

.

En utilisant à nouveau les Lemme 3.23 et 3.24, on obtient donc

σ
`

P pT, T ˚q
˘

“

!

P
`

γpT q, γpT q
˘

; γ P Hom
`

C˚pT q,C
˘

)

“
 

P pz, z̄q; z P σC˚pT qpT q
(

“
 

P pz, z̄q; z P σpT q
(

.

Enfin, l’opérateur P pT, T ˚q est normal car T est normal (micro-exo), donc }P pT, T ˚q} “
r
`

P pT, T ˚q
˘

; autrement dit

}P pT, T ˚q} “ sup
 

|λ|; λ P σ
`

P pT, T ˚q
˘(

“ sup
 

|P pz, z̄q|; z P σpT q
(

.

�

Preuve du Théorème 3.21. Notons P Ď CpσpT qq l’ensemble des fonctions f de la
forme fpzq “ P pz, z̄q, où P P CrX,Y s. Par le Fait 3.22, si f P P et si P1, P2 P CrX,Y s
sont tels que P1pz, z̄q ” fpzq ” P2pz, z̄q sur σpT q, alors P1pT, T

˚q ´ P2pT, T
˚q “

pP1´P2qpT, T
˚q “ 0 puisque pP1´P2qpz, z̄q ” 0 sur σpT q ; donc P1pT, T

˚q “ P2pT, T
˚q.

On peut donc poser ψT pfq :“ P pT, T ˚q, où P est n’importe quel polynôme de CrX,Y s
tel que P pz, z̄q ” fpzq sur σpT q. L’application ψT : P Ñ LpHq ainsi définie est un
homomorphisme de P dans LpHq, et ψT est une isométrie par le Fait 3.22.

Par définition, P est une sous-algèbre auto-conjuguée de CpσpT qq qui contient les fonc-
tions constantes, et P sépare les points de σpT q car la fonction z sépare déjà les points
à elle toute seule. Donc P est dense dans CpσpT qq d’après le Théorème de Stone-
Weierstrass.

On peut maintenant laisser sans inquiétude la fin de la preuve du théorème en exo : il
suffit de recopier ce qui a été fait dans le cas auto-adjoint. �

Remarque. Comme dans le cas auto-adjoint, le calcul fonctionnel continu pour
un opérateur normal est compatible avec le calcul fonctionnel holomorphe.

Corollaire 3.28. Soit T P LpHq un opérateur normal. Alors T est auto-adjoint
si et seulement si σpT q Ď R ; et donc T est positif si et seulement si σpT q Ď R`.
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Démonstration. Si σpT q Ď R, alors la fonction z P CpσpT qq est à valeurs réelles,
donc T “ zpT q “ z̄pT q “ T ˚. �

Corollaire 3.29. Soit T P LpHq un opérateur normal. Si λ P σpT q est un point
isolé de σpT q, alors la décomposition de Riesz H “ Eλ‘F associée à la décomposition
σpT q “ tλuYσpT qztλu est orthogonale, et on a Eλ “ kerpT ´λIq. En particulier, tout
point isolé de σpT q est une valeur propre de T .

Démonstration. La projection Pλ : H Ñ Eλ associée à la décomposition H “

Eλ ‘ F est obtenue par calcul fonctionnel holomorphe ; plus précisément, Pλ “ fpT q
où f P HpT q vaut 1 au voisinage de λ et 0 au voisinage de σpT qztλu. Mais comme T
est normal, on peut aussi utiliser le calcul fonctionnel continu : on a f ” 1tλu sur σpT q,
et la fonction 1tλu est continue sur σpT q, donc Pλ “ 1tλupT q. Comme 1tλu est à valeurs
réelles, la projection Pλ est un opérateur auto-adjoint, et donc c’est une projection
orthogonale. Ainsi, la décomposition H “ Eλ ‘ F est orthogonale. On en déduit que
les sous-espaces Eλ et F sont invariants par T ˚. Par conséquent, l’opérateur Tλ :“ T|Xλ
vérifie T ˚λ “ T ˚

|Xλ
, et donc Tλ est normal. Donc Tλ ´ λIEλ est normal également, avec

σpTλ ´ λIEλq “ t0u. Comme rpAq “ }A} pour tout opérateur normal A, on a donc
Tλ “ λIEλ . Ainsi Eλ Ď kerpT ´ λIq, et en particulier λ est valeur propre de T . Enfin,
kerpT ´ λIq est exactement égal à Eλ car pT ´ λIq|F est inversible (exo). �

3.3. C˚- algèbres commutatives.

Définition 3.30. Soit A une C-algèbre. Une involution sur A est une application
a ÞÑ a˚ de A dans A qui est antilinéaire, et vérifer pabq˚ “ b˚a˚ pour tous a, b P A ;r pa˚q˚ “ a pour tout a P A.

Remarque. Si A est unitaire, on a nécessairement 1˚ “ 1.

Démonstration. Exo. �

Définition 3.31. Une C˚- algèbre est une C-algèbre de Banach A munie d’une
involution a ÞÑ a˚ telle que

@a P A : }a˚a} “ }a}2.

Exemples.

(1) A :“ C est une C˚- algèbre (avec l’involution z˚ :“ z̄).

(2) Si H est un espace de Hilbert complexe, alors LpHq est une C˚- algèbre. Plus
généralement, toute sous-algèbre auto-adjointe et fermée B Ď LpHq est une
C˚- algèbre.

(3) Si K est un espace topologique compact, alors CpKq est une C˚- algèbre (avec
l’involution f˚ :“ f̄).

(4) Si pΩ,B,mq est un espace mesuré, alors L8 :“ L8pΩ,mq est une C˚- algèbre
(f˚ :“ f̄).

Définition 3.32. Si A et B sont des C˚- algèbres, un ˚-homomorphisme de A
dans B est un homomorphisme Φ : AÑ B tel que @a P A : Φpa˚q “ Φpaq˚.
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Exemple. Soit Hun espace de Hilbert complexe. Si T P LpHq est un opérateur nor-
mal, alors le calcul fonctionnel continu ΨT “ CpσpT qq Ñ LpHq est un ˚-isomorphisme
isométrique.

Théorème 3.33. (Gelfand-Naimark)
Si A est une C˚- algèbre commutative avec unité, alors A est isométriquement ˚-
isomorphe à CpΓq, pour un certain espace topologique compact Γ.

Remarque. D’après le Théorème de Banach-Stone (Théorème 5.3 du Chapitre 5),
l’espace Γ est uniquement déterminé à homéomorphisme près.

Preuve du Théorème de Gelfand-Naimark. Soit ΓA :“ HompA,Cq, l’ensemble de
tous les homomorphismes γ : AÑ C. Comme A est une C-algèbre de Banach commu-
tative, ΓA est non-vide d’après le Lemme 3.24, et on a

(3.1) @x P A : rpxq “ sup
 

|γpxq|; γ P ΓA
(

.

D’après le Lemme 3.26, tout homomorphisme γ : AÑ C est une forme linéaire continue
avec }γ} ď 1. Donc, ΓA est une partie de BA˚ . De plus, il est facile de vérifier que ΓA
est w˚- fermé dans A˚ (exo). Donc, pΓA, w

˚q est un espace topologique compact.

Pour tout x P A, notons px : ΓA Ñ C la fonction définie par

pxpγq :“ γpxq “ xγ, xy pour tout γ P ΓA.

Par définition de la topologie w˚, on voit que px est une fonction continue sur pΓA, w
˚q ;

autrement dit px P CpΓAq.
L’application GA : x ÞÑ px est un homomorphisme de A dans CpΓAq, car si x, y P A et

γ P ΓA, alors xxypγq “ γpxyq “ γpxqγpyq “ pxpγqpypγq, et p1pγq “ γp1q “ 1 pour tout
γ P ΓA. De plus, (3.1) dit exactement que

@x P A : }px}8 “ rpxq.

On dit que GA est la transformation de Gelfand pour l’algèbre de Banach A.

On montre en recopiant la preuve du Lemme 3.27 que si x P A et γ P ΓA, alors
γpx˚q “ γpxq. Ainsi, on a yx˚ “ px pour tout x P A ; autrement dit GA est un ˚-
homomorphisme.

Comme A est une C˚- algèbre commutative, on montre en recopiant la preuve de la
Proposition 1.23 que si x P A, alors rpxq “ }x}. Ainsi, on a

@x P A : }px}8 “ }x}.

Autrement dit, GA est une isométrie de A dans CpΓAq.
Pour conclure, il suffit de montrer que GA est bijective. Soit xA :“ GApAq Ď CpΓAq.
Comme GA est un ˚-homomorphisme, xA est une sous-algèbre auto-conjuguée de CpΓAq
contenant 1. De plus, xA sépare les points de ΓA : si γ ‰ γ1, alors on a un x P A tel que
γpxq ‰ γ1pxq, i.e. pxpγq ‰ pxpγ1q. Par le Théorème de Stone-Weierstrass, on en déduit

que xA est dense dans CpΓAq. Mais xA est aussi fermée dans CpΓAq car GA est une

isométrie. Donc xA “ CpΓAq, ce qui termine la preuve. �

Le Théorème de Gelfand-Naimark montre en particulier que tout espace du type L8 “
L8pΩ,mq “est” en fait un espace CpΓq. La preuve du théorème a montré que le compact
Γ est l’espace des homomorphismes de L8 dans C, ce qui reste assez formel et n’est
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peut-être pas extraordinairement parlant. Dans le cas de `8pNq, on peut donner une
description plus “concrète” de Γ. C’est le contenu du très long exercice suivant.

Exercice. On dit qu’une famille F de parties de N est un filtre si : N P F ;
tous les éléments de F sont non vides ; F est stable par intersections finies ; F est
co-héréditaire, i.e. (I P F et I 1 Ě I) ùñ pI 1 P Fq. Un ultrafiltre est un filtre U qui
est maximal pour l’inclusion. On note βN l’ensemble de tous les ultrafiltres U Ď PpNq.

(1) Montrer que tout filtre F Ď PpNq est contenu dans un ultrafiltre.

(2) Montrer que si n P N, alors Un :“ tA Ď N; A Q nu est un ultrafiltre. Un
ultrafiltre de ce type est dit trivial.

(3) Montrer que pour un filtre U Ď PpNq, les choses suivantes sont équivalentes :

(i) U est un ultrafiltre ;

(ii) pour tout A Ď N, on a A P U ou Ac P U ;

(iii) @A1, . . . , An Ď N : pA1 Y ¨ ¨ ¨ YAn P Uq ùñ pA1 P U ou ¨ ¨ ¨ ou An P Uq.
(4) Montrer qu’un ultrafiltre U est non-trivial si et seulement si il contient le filtre

de Fréchet F8 :“
 

A Ď N; A cofini
(

.

(5) Étant donné un filtre F Ď PpNq, on dit qu’une suite de nombre complexes
panqnPN converge le long de F s’il existe l P C tel que

@ε ą 0 :
 

n P N; |an ´ l| ă ε
(

P F .
On écrit alors an ÝÑ

F
l. Montrer qu’on a “unicité de la limite” : si an ÝÑ

F
l et

an ÝÑ
F

l1, alors l “ l1. On peut donc écrire l “ F-lim an. Vérifier également

qu’une suite panq converge le long du filtre de Fréchet F8 si et seulement si
elle converge au sens usuel, et qu’elle converge le long d’un ultrafiltre trivial
Un0 si et seulement si an0 “ l.

(6) Montrer que si panqnPN Ď C est une suite bornée, alors panq converge le long
de tout ultrafiltre U . (Commencer par montrer que

Ş

IPU tan; n P Iu ‰ H. )

(7) Pour tout A Ď N, on pose rAs :“ tU P βN; U Q Au. Établir les propriétés
suivantes :r rHs “ H et rNs “ βN ;r rAcs “ rAsc ;r rA1Y¨ ¨ ¨YAns “ rA1sY¨ ¨ ¨YrAns et rA1X¨ ¨ ¨XAns “ rA1sX¨ ¨ ¨XrAns.

(8) Montrer qu’on définit une topologie sur βN en décrétant qu’un ensemble O Ď

βN est ouvert si et seulement si : pour tout U P O, on peut trouver A Ď N tel
que U P rAs et rAs Ď O. Montrer également que A :“

 

rAs; A Ď N
(

est une
base pour cette topologie.

(9) Montrer que βN est compact. (Commencer par montrer que si pAiqiPI est une

famille de parties de N telle que
Ť

iPF Ai ‰ N pour tout ensemble fini F Ď I, alors il

existe un ultrafiltre U tel que @i P I : Ac
i P U .)

(10) On munit N de la topologie discrète. Montrer que l’application i : N Ñ βN
définie par ipnq :“ Un est un homéomorphisme de N sur ipNq, et que ipNq est
dense dans βN. Montrer également que ipNq est un ouvert de βN. Dans la
suite, on pourra donc considérer N comme un ouvert dense de βN.
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(11) Pour toute suite x “
`

xpnq
˘

nPN P `
8pNq, on définit une fonction px : βN Ñ C

comme suit :
@U P βN : pxpUq :“ U - lim apnq.

Montrer que la fonction px est continue. Plus précisément : montrer que px est
l’unique fonction continue f : βNÑ C telle que f|N “ x.

(12) Montrer que l’application x ÞÑ px est un ˚-isomorphisme isométrique de `8pNq
sur CpβNq.

4. Théorème spectral pour les opérateurs normaux

4.1. Opérateurs normaux et opérateurs de multiplication.

Lemme 4.1. Soit pΩ,B,mq un espace mesuré sigma-fini. Si φ P L8 “ L8pΩ,mq,
on note Mφ : L2 Ñ L2 l’opérateur de multiplication associé.

(i) L’application φ ÞÑMφ est un homomorphisme isométrique de L8 dans LpL2q.

(ii) On a pMφq
˚ “Mφ̄ pour toute φ P L8 ; donc Mφ est un opérateur normal.

(iii) On a σpMφq “ σL8pφq pour toute φ P L8.

Démonstration. On a déjà montré (i) et (ii). Pour démontrer (iii), notons J : L8 Ñ
LpL2q l’application φ ÞÑMφ, et posons B :“ JpL8q Ď LpL2q. Par (i) et (ii), B est une
sous-algèbre fermée et auto-adjoite de LpL2q contenant I, et J est un isomorphisme de
L8 sur B. Par le Lemme 3.23, on en déduit que si φ P L8, alors σL8pφq “ σBpJφq “
σBpMφq “ σLpL2qpMφq. �

Remarque. On a vu que si φ P L8 “ L8pΩ,mq, alors σL8pφq est le plus petit
fermé K Ď C tel que φptq P K pp.

Rappel. Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert, et soient T1 P LpH1q et T2 P

LpH2q. On dit que T1 et T2 sont unitairement équivalents s’il existe un opérateur
unitaire U “ H1 Ñ H2 tel que T2U “ UT1.

Théorème 4.2. Soit H un espace de Hilbert complexe séparable. Si T P LpHq
est un opérateur normal, alors il existe un espace mesuré sigma-fini pΩ,B,mq et une
fonction φ P L8pΩ,mq tels que T est unitairement équivalent à l’opérateur de mul-
tiplication Mφ : L2pΩ,mq Ñ L2pΩ,mq. De plus, s’il existe un vecteur x0 P H tel

que le sous-espace vect
 

T kT ˚lx0; k, l P N
(

soit dense dans H, alors on peut prendre
Ω :“ σpT q et φ :“ z, et on peut prendre pour m une mesure de probabilité.

Exemple. Soit S le “forward shift” sur `2pZq. L’opérateur S est unitaire, donc
normal, et vect tSkS˚le0; k, l P Nu “ vect tSne0; n P Zu est dense dans `2pZq. Comme
σpSq “ T, le théorème affirme que S est unitairement équivalent à Mz agissant sur
L2pT,mq pour une certaine mesure de probabilité m sur T ; et de fait, on a vu au
Chapitre 1 qu’on peut prendre pour m la mesure de Lebesgue sur T (l’équivalence
unitaire étant donnée par la transformation de Fourier).

Preuve du Théorème 4.2. Comme on s’en doute au vu de l’énoncé du théorème,
on va distinguer deux cas.

Cas 1. On supose qu’il existe x0 P H tel que vect
 

T kT ˚lx0; k, l P N
(

“ H.
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On peut évidemment supposer que }x0} “ 1.

Fait 1. Il existe une mesure de probabilité borélienne m sur σpT q telle que

@f P CpσpT qq : xfpT qx0, x0y “

ż

σpT q
f dm.

Preuve du Fait 1. Soit L : CpσpT qq Ñ C la forme linéaire définie par

Lpfq :“ xfpT qx0, x0y.

Si f P CpσpT qq est réelle ě 0, alors l’opérateur fpT q est positif ; donc Lpfq ě 0. Donc
L est une forme linéaire positive. D’après le Théorème de représentation de Riesz,
il existe donc une mesure m P M`pσpT qq telle que Lpfq “

ş

σpT q f dm pour toute

f P CpσpT qq. On a mpσpT qq “ Lp1q “ xx0, x0y “ }x0}
2 “ 1, donc m est une mesure de

probabilité. �

Fait 2. Pour toute f P CpσpT qq, on a

}fpT qx0}
2 “

ż

σpT q
|f |2 dm.

Preuve du Fait 2. C’est “immédiat” :

}fpT qx0}
2 “ xfpT qx0, fpT qx0y “ xfpT q

˚fpT qx0, x0y

“ xpf̄fqpT qx0, x0y “ x|f |
2pT qx0, x0y “

ż

σpT q
|f |2 dm.

�

Par le Fait 2, on définit une isométrie V :
`

CpσpT qq, } ¨ }L2pmq

˘

Ñ H en posant

V f :“ fpT qx0 pour toute f P CpσpT qq.

De plus, ImpV q contient
 

P pT, T ˚qx0; P P CrX,Y s
(

“ vect
 

T kT ˚lx0; k, l P N
(

, donc

ImpV q est dense dans H. Comme CpσpT qq est dense dans L2pσpT q,mq, on en déduit
que V se prolonge en un opérateur unitaire U : L2pσpT q,mq Ñ H. Si f P CpσpT qq,
alors T pV fq “ TfpT qx0 “ pzfqpT qx0 “ V pzfq. Donc T pUfq “ Upzfq pour toute
f P L2pσpT q,mq par densité de CpσpT qq dans L2 ; autrement dit TU “ UMz. On a
donc prouvé le résultat souhaité.

Cas 2. Cas général.

Pour x P H, on notera Ex le “sous-espace fermé C˚pT q-cyclique engendré par x” :

Ex :“ vect
 

T kT ˚lx; k, l P N
(

.

Fait 1. Il existe une famille dénombrable pxiqiPI Ď H telle que }xi} “ 1 pour tout

i P I, les Exi sont deux à deux orthogonaux et H “ vect
´

Ť

iPI Exi

¯

.

Preuve du Fait. Par le Lemme de Zorn, il existe un ensemble F Ď SH tel que
les Ex, x P F sont deux à deux orthogonaux et F est maximal relativement à cette
propriété. Écrivons F “ txi; i P Iu, où les xi sont deux à deux distincts. Alors
I est nécessairement dénombrable car pxiqiPI est une famille orthonormale et H est
séparable.
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Soit E :“ vect
´

Ť

iPI Exi

¯

. Si on avait E ‰ H, on pourrait trouver x P SH tel que

x K E. Alors xT kT ˚lx, T k
1

T ˚l
1

xiy “ xx, T
l`k1T ˚pk`l

1qxiy “ 0 pour tout i P I et pour
tous k, l, k1, l1 P N ; donc Ex K Exi pour tout i P I par continuité du produit scalaire,
ce qui contredit la maximalité de F . Par conséquent, E “ H. �

Fait 2. Soit H un espace de Hilbert, et soit pEiqiPI une famille de sous-espaces
fermés de H deux à deux orthogonaux, avec I fini ou I “ N. Posons

E :“ vect

˜

ď

iPI

Ei

¸

.

Alors tout vecteur h P E s’écrit de manière unique sous la forme

h “
ÿ

iPI

hi,

où hi P Ei et la série converge dans H si I “ N, et on a

}h}2 “
ÿ

iPI

}hi}
2.

En conséquence, on écrit

E “
K
à

iPI

Ei.

Preuve du Fait 2. C’est un exo. On a hi “ pih, où pi est la projection orthogonale
de H sur Ei. �

Soit pxiqiPI Ď H donnée par le Fait 1,. Comme I est dénombrable, on peut supposer
que I est fini ou bien que I “ N.
Posons Hi :“ Exi et Ti :“ T|Hi P LpHiq. Comme les Hi sont invariants par T et
par T ˚, on a T ˚i “ pT ˚q|Hi , donc les Ti sont des opérateurs normaux puisque T est
normal ; et par définition de Hi, on peut appliquer le Cas 1 à chaque Ti. Il existe donc
un espace de probabilité pΩi,Bi,miq, une fonction φi P L

8pΩi,miq et un opérateur
unitaire Ui : Hi Ñ L2pΩi,miq tels que Ti “ U´1

i MφiUi.
Soit alors pΩ,B,mq :“

Ů

iPIpΩi,Bi,miq la “réunion disjointe” des espaces mesurés
pΩi,Bi,miq. Formellement : Ω est la réunion disjointe des Ωi, i.e. Ω “

Ť

iPItiuˆΩi ; en
identifiant Ωi à tiuˆΩi Ď Ω, la tribu B est l’ensemble des A Ď Ω tels que AXΩi P Bi

pour tout i P I ; et la mesure m est définie par

mpAq :“
ÿ

iPI

mipAX Ωiq pour tout A P B.

La mesure m est sigma-finie car I est dénombrable et les mi sont finies ; et par définition
de pΩ,B,mq, on a

L2pΩ,mq “
K
à

iPI

L2pΩi,miq,

où on a identifié L2pΩi,miq avec Ei :“ tf P L2pΩ,mq; f ” 0 sur ΩzΩiu.

Comme H “
K
À

iPI Hi, on définit donc un opérateur unitaire U : H Ñ L2pΩ,mq en
posant

U
`

‘iPIhi
˘

:“ ‘iPIUihi.
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Et par définition, on a T “ U´1MφU , où φ P L8pΩ,mq est l’unique fonction telle que
φ ” φi sur Ωi pour tout i P I.

�

Remarque. Dans le Théorème spectral, on peut en fait toujours prendre pour m
une mesure de probabilité.

Démonstration. Il suffit de remplacer la mesure m donnée par le théorème par
rm :“ hm, où h est une fonction mesurable strictement positive telle que

ş

Ω h dm “ 1

(exo : il en existe), et de remplacer l’opérateur U : H Ñ L2pΩ,mq par rU :“ JU :
H Ñ L2pΩ, rmq, où J : L2pΩ,mq Ñ L2pΩ, rmq est l’opérateur unitaire défini par Jf :“

h´1{2f . �

4.2. Calcul fonctionnel borélien.

Notation. Dans ce qui suit, la lettre M désigne un espace métrique. On note
BpMq l’ensemble de toutes les fonctions boréliennes bornées f : M Ñ C.

Définition 4.3. Soit pfnq,PN une suite d’éléments de BpMq, et soit f P BpMq. On
dit que fn tend vers f dans BpMq si pfnq est uniformément bornée et fnpzq Ñ fpzq
pour tout z PM .

Remarque 1. Soit H un espace de Hilbert. Si E Ď BpMq, on dira qu’une appli-
cation Θ : E Ñ LpHq est SOT séquentiellement continue (qu’on abrège en “SOT-sc”) si,

pour toute suite pfnq Ď E telle que fn Ñ f P E dans BpMq, on a que Θpfnq
SOT
ÝÝÑ Θpfq,

i.e. Θpfnqx Ñ Θpfqx pour tout x P H. De même, on dit que Θ : E Ñ LpHq est WOT-
séquentiellement continue (WOT-sc) si, pour toute suite pfnq Ď E telle que fn Ñ f P E
dans BpMq, on a que Θpfnqx

w
ÝÑ Θpfqx pour tout x P H.

Exemple. Si T P LpHq est un opérateur normal, alors le calcul fonctionnel continu
ΨT : CpσpT qq Ñ LpHq est SOT-sc.

Démonstration. Montrons d’abord que ΨT est WOT-sc. Pour cela, il suffit de montrer
que si pfnqnPN Ď CpσpT qq est une suite bornée telle que fnpzq Ñ 0 pout tout z P σpT q,

alors fpTnqx
w
ÝÑ 0 pour tout x P H. Mais ceci est clair : comme pfnq est bornée et

tend simplement vers 0, on voit que fn
w
ÝÑ 0 dans CpσpT qq en utilisant le fait que

CpσpT qq˚ “ MpσpT qq et le théorème de convergence dominée ; donc fpTnqx
w
ÝÑ 0 car

l’application linéaire f ÞÑ fpT qx est continue de CpσpT qq dans H, et donc continue de
`

CpσpT qq, w
˘

dans pH,wq.
Montrons maintenant que ΨT est en fait SOT-sc. Si pfnqnPN Ď CpσpT qq est une suite
bornée telle que fnpzq Ñ 0 pout tout z P σpT q et si x P H, alors }fnpT qx}

2 “

xfnpT qx, fnpT qxy “ xfnpT q
˚fnpT qx, xy “ x|fn|

2pT qx, xy ; donc }fnpT qx} Ñ 0 par WOT

continuité séquentielle, puisque la suite p|fn|
2qnPN Ď CpσpT qq est bornée et tend sim-

plement vers 0. �

Remarque 2. On dira qu’un ensemble E Ď BpMq est séquentiellement fermé si,
pour toute suite pfnq Ď E telle que fn Ñ f P BpMq, on a que f P E .

Lemme 4.4. Soit CbpMq :“ tf : M Ñ C continues bornéesu. Si E Ď BpMq est un
sous-espace vectoriel contenant CbpMq et séquentiellement fermé, alors E “ BpMq.
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Démonstration. Comme toute fonction f P BpMq est limite uniforme de fonctions
boréliennes étagées, il suffit de montrer que E contient toutes les fonctions étagées ; et
comme E est un espace vectoriel, il suffit de montrer que 1A P E pour tout borélien
A Ď M . Autrement dit, en posant M :“ tA Ď M ; 1A P Eu, il s’agit de voir que M
contient tous les boréliens de M .
Il est très facile de vérifier que la famille M est une classe monotone :r si A,A1 PM et A Ď A1, alors A1zA PM (car 1A1zA “ 1A1 ´ 1A) ;r si pAnqnPN est une suite croissante d’éléments de M, alors A :“

Ť8
n“0An PM

(car 1A “ lim 1An
).

Par le Théorème des classes monotones, il suffit donc de montrer que M contient tous
les fermés de M . Mais ceci est clair, car il est bien connu que si F ĎM est fermé, alors il
existe une suite de fonctions continues pfnqnPN telle que 0 ď fn ď 1 et fnpxq Ñ 1F pxq
pour tout x P M . Par exemple, on peut prendre fnpxq :“ max

`

0, 1 ´ n distpx,Mq
˘

(exo). �

Théorème 4.5. Soit H un espace de Hilbert complexe séparable, et soit T P LpHq
un opérateur normal.

(1) Il existe un unique homomorphisme WOT-sc ΘT : BpσpT qq Ñ LpHq tel que
ΘT pzq “ T et ΘT pz̄q “ T ˚ ; et cet homomorphisme est en fait SOT-sc.
L’homomorphisme ΘT prolonge le calcul fonctionnel continu ΨT , et on a
}ΘT pfq} ď }f}8 :“ sup t|fpzq|; z P σpT q

(

pour toute f P BpσpT qq. On
dit que ΘT est le calcul fonctionnel borélien pour l’opérateur T .

(2) Si pΩ,B,mq et φ P L8pΩ,mq sont tels que T est unitairement équivalent à
Mφ : L2pΩ,mq Ñ L2pΩ,mq avec “témoin” U : L2pΩ,mq Ñ H, alors fpT q :“
ΘT pfq est unitairement équivalent à Mf˝φ pour toute f P BpσpT qq, avec le
même témoin U . En particulier, on ar fpT q˚ “ f̄pT q,r }fpT q} “ }f}L8pΩ,mq,r σpfpT qq “ σL8pΩ,mqpf ˝ φq.

(3) Si f P BpσpT qq, alors fpT qA “ AfpT q pour tout opérateur A P LpHq tel que
AT “ TA et AT ˚ “ T ˚A.

Démonstration. (1) D’après le Théorème spectral, il existe un espace mesuré sigma-
fini pΩ,B,mq, une fonction φ P L8 “ L8pΩ,mq et un opérateur unitaire U : H Ñ

L2pΩ,mq tels que T “ U´1MφU .
Comme σpT q “ σpMφq “ σL8pφq, on sait que φptq P σpT q m-pp. Donc, si f P BpσpT qq,
alors la fonction f ˝ φ est bien définie m-pp, et f ˝ φ P L8pΩ,mq car f est bornée.
L’opérateur Mf˝φ est donc bien défini, et on peut poser

Θpfq :“ U´1Mf˝φ U P LpHq.

Par définition, l’application Θ : BpσpT qq Ñ LpHq est un homomorphisme d’algèbres
car l’application f ÞÑ f ˝ φ en est un ; et on a Θpzq “ U´1Mφ U “ T et Θpz̄q “
U´1Mφ̄ U “ T ˚.

Montrons que Θ est SOT-sc. Soit pfnq Ď BpσpT qq une suite convergeant vers 0 dans
BpσpT qq. Alors fn˝φÑ 0 m-pp et la suite pfn˝φq est bornée dans L8. Par convergence
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dominée, on en déduit que si u P L2pΩ,mq, alors

}Mfn˝φu}
2
L2pΩ,mq “

ż

Ω
|fn ˝ φ|

2 |u|2 dmÑ 0.

Donc, si x P H, alors }Θpfnqx} “
›

›U´1Mfn˝φUx
›

› “ }Mfn˝φUx}L2pΩ,mq Ñ 0.

Si f P BpσpT qq, alors }Θpfq} “ }Mf˝φ} “ }f ˝ φ}L8pΩ,mq ď }f}8. En particulier,

la restriction de Θ à CpσpT qq est continue de
`

CpσpT qq, } ¨ }8
˘

dans LpHq ; et donc
Θ prolonge le calcul fonctionnel continu ΨT : CpσpT qq Ñ LpHq puisque Θ est un
homomorphisme tel que Θpzq “ T et Θpz̄q “ T ˚.

Soit Θ1 : BpσpT qq Ñ LpHq un autre homomorphisme WOT-sc tel que Θpzq et Θpz̄q “
T ˚. En appliquant le Théorème du graphe fermé, on voit que la restriction de Φ à
CpσpT qq est continue de

`

CpσpT qq, } ¨ }8
˘

dans LpHq (exo). Donc Θ1 prolonge le calcul
fonctionnel continu ΨT , et donc Θ1pfq “ Θpfq pour toute f P CpσpT qq. Si on pose
E :“ tf P Bpσptqq; Θ1pfq “ Θpfqu, alors E est un sous-espace vectoriel de BpσpT qq,
qui est séquentiellement fermé car Θ et Θ1 sont SOT-sc (exo) ; et on vient de voir que
E contient CpσpT qq. Donc E “ BpσpT qq d’après le Lemme 4.4 ; autrement dit Θ1 “ Θ.

(2) est une conséquence de la définition de ΘT “ Θ donnée dans la preuve de (1).

(3) Soit A P LpHq tel que AT “ TA et AT ˚ “ T ˚A. Posons

E :“ tf P BpσpT qq; fpT qA “ AfpT qu.

Il est clair que que E est un sous-espace vectoriel de BpσpT qq ; et E est séquentiellement
fermé car le calcul fonctionnel est WOT-sc (exo). De plus, E contient CpσpT qq d’après le
Théorème 3.21. Donc E “ BpσpT qq, ce qui donne (3). �

Exercice. Montrer que si f P BpσpT qq, alors σpfpT qq Ď fpσpT qq. En déduire que

si f P BpσpT qq et si g est une fonction borélienne bornée sur fpσpT qq, alors on peut
écrire gpfpT qq “ pg ˝ fqpT q.

Exemple 4.6. Soit T P LpHq un opérateur normal, et soit λ P σpT q. Pour ε ą 0,
l’opérateur P :“ 1Dpλ,εqpT q est une projection orthogonale non-nulle telle que TP “

PT et }pT ´ λIqP } ď ε. Donc, E :“ ImpP q est un sous-espace fermé de H non réduit
à t0u tel que }pT ´ λIq|E} ď ε.

Démonstration. Il y a un léger abus de notation : au lieu de 1Dp0,εq, on devrait

écrire
`

1Dp0,ε
˘

|σpT q
. Dans ce qui suit, on pose D :“ Dpλ, εq ; donc P “ 1DpT q.

L’opérateur P est défini par calcul fonctionnel borélien, donc TP “ PT . On a P 2 “ P
car 12

D “ 1D, et P est auto-adjoint car la fonction 1D est à valeurs réelles. Donc P est
une projection orthogonale.
Supposons que P “ 0. Alors T “ T1σpT qzDpT q car p1D ` 1σpT qzDqpT q “ 1pT q “

I. Autrement dit, T “ fpT q où fpzq :“ z1σpT qzDpzq. Donc σpT q Ď fpσpT qq. Mais
fpσpT qq “ σpT qzD par définition de f , et σpT qzD est un fermé de C puisque D est un
disque ouvert ; donc σpT q Ď σpT qzD, ce qui est absurde puisque σpT qzD est strictement
contenu dans σpT q. Donc P ‰ 0.
Enfin, comme pT ´ λIqP “ pz ´ λ1q1DpT q, on a }pT ´ λIqP } ď }pz ´ λ1q1D}8, et
donc }pT ´ λIqP } ď ε puisque |z ´ λ| ă ε pour tout z P D “ Dpλ, εq. �
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4.3. Une autre preuve du Théorème spectral. Dans cette section, on donne
les grandes lignes d’une preuve du Théorème spectral qui est “directe” au sens où elle
n’utilise pas le calcul fonctionnel continu. Un des intérêts d’avoir une preuve directe
est qu’une fois le Théorème spectral démontré, on peut en déduire l’existence du calcul
fonctionnel borélien, et donc le calcul fonctionnel continu. D’un certain point de vue,
il parait plus naturel de procéder ainsi plutôt que de commencer par démontrer l’exis-
tence du calcul fonctionnel continu, d’en déduire le Théorème spectral et de démontrer
ensuite l’existence du calcul fonctionnel borélien.

Il suffit de traiter le cas d’un opérateur normal T P LpHq pour lequel il existe un
vecteur x0 P H tel que }x0} “ 1 et vect

 

T kT ˚lx0; k, l ě 0
(

“ H. On peut également
supposer que }T } ď 1. Le point clé est alors le lemme suivant.

Lemme 4.7. Soit T P LpHq un opérateur normal tel que }T } ď 1, et soit x0 P H
vérifiant }x0} “ 1. Il existe une mesure de probabilité borélienne m sur le disque unité
fermé D “ tz P C; |z| ď 1u telle que

@k, l P N : xT kT ˚lx0, x0y “

ż

D
zkz̄l dmpzq.

Si on tient ce lemme pour acquis, la preuve du Théorème spectral n’est plus qu’un “for-
malité”. On vérifie d’abord que si pck,lqk,lě0 est une suite double de nombre complexes
dont tous les termes sont nuls sauf un nombre fini, alors

›

›

›

›

›

›

ÿ

k,l

ck,lT
kT ˚lx0

›

›

›

›

›

›

2

“

ż

D

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

k,l

ck,lz
kz̄l

ˇ

ˇ

ˇ

2
dmpzq.

Cela permet de définir sans ambiguité une isométrie V : vect
 

T kT ˚lx0; k, l ě 0
(

Ñ

L2pD,mq en posant

V pT kT ˚lx0qpzq :“ zkz̄l pour tous k, l ě 0.

L’image de V contient toutes les fonctions f de la forme fpzq “ P pz, z̄q où P P CrX,Y s.
Comme ces fonctions sont denses dans L2pD,mq et comme vect

 

T kT ˚lx0; k, l ě 0
(

est

dense dans H, on peut donc prolonger V en un opérateur unitaire U : H Ñ L2pD,mq ;
et on vérifie sans difficulté qu’on a MzU “ UT .
Ainsi, T est unitairement équivalent à l’opérateur Mz agissant sur L2pD,mq. Ce n’est
pas tout à fait ce qu’on voulait, car il faudrait avoir une mesure m sur σpT q.
Cependant, on a σpT q “ σpMzq “ σL8pD,mqpzq. Donc la fonction z est m-pp à valeurs

dans σpT q. Autrement dit : m
`

DzσpT q
˘

“ 0. On peut donc considérer que m est en

fait une mesure sur σpT q et que Mz agit en fait sur L2pσpT q,mq ; et cette fois, on a
exactement ce qu’on voulait.

Preuve du Lemme 4.7. On va appliquer le Théorème de Herglotz (Théorème 5.17
du Chapitre 5) au semi-groupe S :“ N ˆ N muni de l’involution pk, lq˚ :“ pl, kq.

Rappelons qu’on note pS l’ensemble des caractères bornés γ : S Ñ C.
On sait que les caractères de S sont de la forme γzpk, lq :“ zkz̄l avec z P C ; donc

les éléments de pS sont les γz avec z P D. L’application z ÞÑ γz est une bijection de

D sur pS, et elle est continue car pS est muni de la topologie de la convergence simple.

Sa réciproque est l’application pS Q γ ÞÑ γp1, 0q, qui est également continue. Donc
l’application z ÞÑ γz est un homéomorphisme, et on peut identifier complètement
pS et D. D’après le Théorème de Herglotz, il suffit donc de vérifier que la fonction
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φ : N ˆ N Ñ C définie par φpk, lq :“ xT kT ˚lx0, x0y est de type positif, bornée et telle
que φp0, 0q “ 1.
On a φp0, 0q “ xx0, x0y “ }x0}

2 “ 1 ; et φ est bornée car }T } ď 1. La preuve que φ est
de type positif “se fait toute seule” : si pk1, l1q, . . . , pkd, ldq P N ˆ N et c1, . . . , cd P C,
alors

d
ÿ

i,j“1

cicj φ
`

pki, liq ` pkl, ljq
˚
˘

“

d
ÿ

i,j“1

cicj xT
ki`ljT ˚pli`kjqx0, x0y

“

d
ÿ

i,j“1

xciT
kiT ˚lix0, cjT

kjT ˚ljx0y

“

›

›

›

›

›

d
ÿ

n“1

cnT
knT ˚lnx0

›

›

›

›

›

2

ě 0.

�

La preuve qu’on vient d’esquisser n’a vraiment rien d’élémentaire : elle repose sur le
Théorème de Herglotz, lequel a été démontré en utilisant le Théorème de Krein-Milman
et en se fatiguant un peu.

On va voir maintenant que dans le cas d’un opérateur T auto-adjoint, on peut donner
une preuve du Théorème spectral nettement plus économique en moyens.

La seule chose à établir est l’analogue “auto-adjoint” du Lemme 4.7 ; à savoir le résultat
suivant.

Lemme 4.8. Soit T P LpHq un opérateur auto-adjoint tel que }T } ď 1, et soit
x0 P H vérifiant }x0} “ 1. Il existe une mesure de probabilité borélienne m sur r´1, 1s
telle que

@k P N : xT kx0, x0y “

ż 1

´1
xk dmpxq.

Démonstration. On distingue deux cas.

Cas 1. dimpHq ă 8.

Dans ce cas, par le Théorème spectral fini-dimensionnel, on sait que T est diagonalisable
en base orthonormée. Soit pe1, . . . , edq une b.o.n. de H formée de vecteurs propres pour
T , et notons λ1, . . . , λd les valeurs propres correspondantes. Comme T est auto-adjoint
et }T } ď 1, on a ´1 ď λi ď 1 pour i “ 1, . . . , d.
Si k P N, alors T kei “ λki ei pour i “ 1 . . . , d. Donc

T kx0 “ T k

˜

d
ÿ

i“1

xx0, eiy ei

¸

“

d
ÿ

i“1

xx0, eiyλ
k
i ei,

et donc

xT kx0, x0y “

d
ÿ

i“1

|xx0, eiy|
2 λki .

Soit alors m la mesure positive sur r´1, 1s définie par

m :“
d
ÿ

i“1

|xx0, eiy|
2δλi .
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Comme
řd
i“1 |xx0, eiy|

2 “ }x0}
2 “ 1, on voit que m est une mesure de probabilité ; et

par définition, on a
ż 1

´1
xkdmpxq “

d
ÿ

i“1

|xx0, eiy|
2 λki “ xT

kx0, x0y pour tout k P N.

Cas 2. Cas général.

Comme l’espace de Hilbert H est supposé séparable, on peut trouver trouver une suite
croissante de sous-espaces de dimension finie pEnqnPN telle que E :“

Ť

nPNEn est dense
dans H. Si on note Pn P LpHq la projection orthogonale de H sur En, alors PnxÑ x
pour tout x P H : en effet, c’est vrai pour x P E car la suite pEnq est croissante, donc
c’est vrai pour tout x P H car E est dense dans H et la suite pPnq est bornée.
Pour n P N, posons Tn :“ PnTPn. Comme T et Pn sont auto-adjoints, Tn est auto-

adjoint. De plus Tn
SOT
ÝÝÑ T car Pn

SOT
ÝÝÑ I (exo). Comme pTnq est bornée, on en déduit

par récurrence sur k que T kn
SOT
ÝÝÑ T k pour tout k P N, puis que T knPn

SOT
ÝÝÑ T k pour tout

k P N.
Soit n0 tel que Pnx0 ‰ 0 pour tout n ě n0. Si n ě n0 alors, comme Tn est auto-
adjoint et “vit” sur l’espace de dimension finie En, on peut appliquer le Cas 1 à Tn et
xn :“ 1

}Pnx0}
Pn : il existe donc une mesure de probabilité µn sur r´1, 1s telle que

@k P N :

ż 1

´1
xkdµnpxq “

1

}Pnx0}
2
xT knPnx0, x0y.

Par le Théorème de Banach-Alaoglu, la suite pµnq possède une sous-suite pµniq qui
converge w˚ vers une mesure de probabilité m :

@f P Cpr´1, 1sq :

ż 1

´1
f dµni Ñ

ż 1

´1
f dm.

Comme }Pnix0}
2 Ñ }x0}

2 “ 1 et T kniPnix0 Ñ T kx0 pour tout k P N, on obtient ainsi

le résultat souhaité (en prenant fpxq :“ xk) :

@k P N :

ż 1

´1
xkdmpxq “ xT kx0, x0y.

�

Maintenant que le Lemme 4.8 est démontré, on peut procéder exactement comme plus
haut.

Remarque. Il est naturel de se demander pourquoi on n’a pas démontré le Lemme
4.7 de la même manière que le Lemme 4.8, en approchant l’opérateur normal T par des
opérateurs fini-dimensionnels Tn “ PnTPn. La raison est que ces opérateurs Tn n’ont
a priori aucune raison d’être normaux, ce qui empêche de leur appliquer le Théorème
spectral fini-dimensionnel.

5. Opérateurs de Fredhom

5.1. Définition et exemples “immédiats”.

Notation. Si Z est un espace vectoriel et si E Ň Z est un sous-espace vectoriel,
on note codimZpEq ou simplement codimpEq la codimension de E dans Z, i.e. la
dimension de l’espace vectoriel quotient Z{E.



5. OPÉRATEURS DE FREDHOM 191

Définition 5.1. Soient X et Y des espaces de Banach. On dit qu’un opérateur
T P LpX,Y q est un opérateur de Fredholm si

(a) dim kerpT q ă 8 ;

(b) ImpT q est fermé dans Y et codim ImpT q ă 8.

On note FredpX,Y q l’ensemble des opérateurs de Fredholm de X dans Y , et on pose
FredpXq :“ FredpX,Xq. Si T P FredpX,Y q, l’indice de Fredholm de T est le nombre
entier indpT q défini par

indpT q :“ dim kerpT q ´ codim ImpT q.

Exemple 1. Si X et Y sont de dimension finie, alors tout opérateur T P LpX,Y q
est de Fredholm, et on a indpT q “ dimpXq ´ dimpY q pour tout T P LpX,Y q.

Démonstration. Il est évident que tout opérateur T P LpX,Y q est de Fredholm. De
plus, l’algèbre linéaire nous dit que dim kerpT q`dim ImpT q “ dimpXq et codim ImpT q “
dimpY q´dim ImpT q ; donc indpT q “

`

dimpXq´dim ImpT q
˘

´
`

dimpY q´dim ImpT q
˘

“

dimpXq ´ dimpY q. �

Exemple 2. Si T P LpX,Y q est inversible, alors T P FredpX,Y q et indpT q “ 0.

Démonstration. C’est évident. �

Exemple 3. Le forward shift S et le backward shift B sur `2pNq sont des opérateurs
de Fredholm, avec indpSq “ ´1 et indpBq “ 1.

Démonstration. En notant penqnPN la base canonique de `2pNq, on sait que kerpBq “
re0s et que B est surjectif ; donc B est de Fredholm et indpBq “ 1´ 0. De même, S est
injectif et ImpSq “ re0s

K ; donc S est de Fredholm et indpSq “ 0´ 1. �

Exemple 4. Si K P LpXq est compact et si λ ‰ 0, alors T :“ λI `K P FredpXq
et indpT q “ 0.

Démonstration. C’est une partie du Théorème 2.1. Plus précisément : le fait que
T soit de Fredholm découle de la partie (4) de ce théorème ; et on a indpT q “ 0 par la
partie (6). �

Remarque 1. Dans la définition d’un opérateur de Fredholm, l’hypothèse que
ImpT q est fermée est en fait superflue : si T P LpX,Y q est tel que codim ImpT q ă 8,
alors ImpT q est nécessairement fermée dans Y .

Démonstration. Quitte à remplacer X par X{ kerpT q, on peut supposer que T est
injectif. Comme codim ImpT q ă 8, on peut trouver un sous-espace vectoriel F Ď Y
tel que dimpF q ă 8 et Y “ ImpT q ‘ F . Alors F est fermé dans Y , donc c’est un
espace de Banach, et donc X ˆ F est un espace de Banach. Comme T est injectif
et Y “ ImpT q ‘ F , l’opérateur S : X ˆ F Ñ Y défini par Spx, uq :“ Tx ` u est
bijectif ; donc S´1 est continu d’après le Théorème d’isomorphisme de Banach, et donc
ImpT q “ SpX ˆ t0uq “ pS´1q´1pX ˆ t0uq est fermé dans Y puisque X ˆ t0u est fermé
dans X ˆ F . �

Remarque 2. Si T P FredpX,Y q, alors dim kerpT ˚q ă 8 et

indpT q “ dim kerpT q ´ dim kerpT ˚q.
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Démonstration. Comme ImpT q est supposé fermé, on peut munir Y {ImpT q de la
norme quotient ; et comme Y {ImpT q est de dimension finie, on a dim

`

Y {ImpT q
˘

“

dim
`

Y {ImpT q
˘˚

. Mais
`

Y {ImpT q
˘˚

s’identifie à ImpT qK “ kerpT ˚q. Donc dim kerpT ˚q

est finie et égale à dim
`

Y {ImpT q
˘

. �

Remarque 3. Un opérateur T P LpX,Y q est de Fredholm si et seulement si son
adjoint T ˚ est de Fredholm ; et dans ce cas on a indpT ˚q “ ´indpT q.

Démonstration. Supposons que T soit de Fredholm. Par la Remarque 2, on sait déjà
que dim kerpT ˚q ă 8. Comme ImpT q est fermée dans Y , on peut affirmer que ImpT ˚q
est fermée dans Y ˚, et plus précisément que ImpT ˚q “ kerpT qK. Donc X˚{ImpT ˚q “

X˚{ kerpT qK, et donc l’espace
`

X˚{ImpT ˚q
˘˚

s’identifie à
`

kerpT qK
˘K
Ď X˚˚. Mais

en considérant kerpT q comme un sous-espace vectoriel de X˚˚, on a
`

kerpT qK
˘K
“

`

kerpT qK
˘K
“ kerpT q

w˚˚

, et donc
`

kerpT qK
˘K
“ kerpT q car kerpT q, étant de dimension

finie, est w˚˚- fermé dans X˚˚ (exo). Ainsi,
`

X˚{ImpT ˚q
˘˚

s’identifie à kerpT q. En

particulier
`

X˚{ImpT ˚q
˘˚

est de dimension finie égale à dim kerpT q. Donc X˚{ImpT ˚q
est lui aussi de dimension finie égale à dim kerpT q. Ainsi, on a montré que T ˚ est un
opérateur de Fredholm, avec indpT ˚q “ dim kerpT ˚q ´ dim kerpT q “ ´indpT q.

Supposons maintenant que T ˚ soit de Fredholm. Alors T ˚˚ est de Fredholm par ce
qui précède, donc dim kerpT ˚˚q ă 8. Mais kerpT ˚˚q Ě kerpT q puisque T ˚˚

|X “ T , donc

dim kerpT q ă 8. De plus, ImpT q est fermé dans Y car ImpT ˚q est fermé dans X˚ ; et

dim kerpT ˚q ă 8, donc codim ImpT q ă 8 puisque kerpT ˚q s’identifie à
`

Y {ImpT q
˘˚

.
Donc T est de Fredholm. �

Exercice. Montrer que si T est un opérateur de Fredholm, alors kerpT ˚˚q “ kerpT q.

5.2. Propriétés de base. Dans ce qui suit, X et Y sont des espaces de Banach.

Lemme 5.2. Pour T P LpX,Y q, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) T est de Fredholm.

(b) Il existe des sous-espaces fermés X0, X1 Ď X et Y0, Y1 Ď Y tels quer X “ X0 ‘X1 et Y “ Y0 ‘ Y1 ;r dimpX1q ă 8 et dimpY1q ă 8 ;r T admet, relativement aux décompositions X “ X0‘X1 et Y “ Y0‘Y1,
l’écriture matricielle

T “

ˆ

T0 0
0 0

˙

,

où T0 P LpX0, Y0q est inversible.

(c) Il existe des sous-espaces fermés E Ď X et M Ď Y tels quer codimpEq ă 8 et dimpF q ă 8 ;r l’opérateur T|E ‘ IM : E ˆM Ñ Y défini par T|E ‘ IM px, vq :“ Tx ` v
est un isomorphisme de E ˆM sur Y .

(d) Il existe des sous-espaces vectoriels de codimension finie E Ď X et F Ď Y
tels que T envoie bijectivement E sur F .

De plus, si (b) a lieu avec X0, X1, Y0, Y1, alors X1 “ kerpT q, Y0 “ ImpT q et indpT q “
dimpX1q´dimpY1q ; et si (d) a lieu avec E et F , alors indpT q “ codimpEq´codimpF q.
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Démonstration. L’implication (a) ùñ (b) est claire : si T est de Fredholm, on peut
écrire X “ X0‘kerpT q pour un certain sous-espace fermé X0 car dim kerpT q ă 8, et on
peut écrire Y “ ImpT q‘Y1 pour un certain sous-espace Y1 tel que dimpY1q ă 8 puisque
codim ImpT q ă 8 ; donc (b) est visiblement satisfaite avec X0, X1 :“ kerpT q, Y0 :“
ImpT q et Y1.
De plus, si (b) est satisfaite avec X0, X1, Y0, Y1, alors on a nécessairement X1 “ kerpT q
et Y0 “ ImpT q puisque T0 est inversible (exo) ; et donc indpT q “ dimpX1q ´ dimpY1q.

Les implication (b) ùñ (c) et pcq ùñ pdq sont claires également : si (b) est satisfaite,
alors (c) est satisfaite avec E :“ Y0 et M :“ Y1 ; et si (c) est satisfaite avec E et M ,
alors (d) est satisfaite avec E et F :“ T pEq, qui est bien de codimension finie, égale à
dimpMq.

Supposons maintenant (d) vérifiée, et montrons que T est de Fredholm avec indpT q “
codimpEq ´ codimpF q.
Comme kerpT q X E “ t0u et ImpT q Ě F , on a dim kerpT q ă 8 et codim ImpTq ă 8 ;
donc T est un opérateur de Fredholm.
Comme kerpT q X E “ t0u, on peut trouver un sous-espace M Ď X tel que X “

E ‘M ‘ kerpT q. Alors codimpEq “ dim kerpT q ` dimpMq. De plus, ImpT q “ T pEq ‘
T pMq “ F ‘ T pMq, et dim

`

T pMq
˘

“ dimpMq car T|M est injectif ; donc codimpF q “
codim ImpTq ` dimpMq. Ainsi, on voit que indpT q “ codimpEq ´ codimpF q.

�

Remarque. La preuve du lemme montre que dans (d), on peut prendre E et F
fermés (vérifier). On voit donc qu’un opérateur T P LpX,Y q est de Fredholm si et
seulement si il existe un sous-espace fermé E Ď X de codimension finie tel que T|E :
E Ñ Y est un plongement et T pEq est de codimension finie dans Y .

Exercice. Montrer directement l’implication paq ùñ pdq.

Le résultat suivant est habituellement appelé le Théorème d’Atkinson.

Théorème 5.3. Pour T P LpX,Y q, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) T est de Fredholm.

(2) Il existe des opérateurs S1, S2 P LpY,Xq tels que TS1 ´ IY et S2T ´ IX sont
compacts.

(2’) Il existe un opérateur S P LpY,Xq tel que TS´ IY et ST ´ IX sont compacts.

(3) Il existe un opérateur S P LpY,Xq tel que TS ´ IY et ST ´ IX sont de rang
fini.

Démonstration. (1) ùñ (3). Supposons que T soit de Fredholm, et soient X0, X1 Ď

X et Y0, Y1 Ď Y comme dans le Lemme 5.2. Relativement aux décompositions X “

X0 ‘X1 et Y “ Y0 ‘ Y1, l’opérateur T s’écrit

T “

ˆ

T0 0
0 0

˙

avec T0 P LpX0, Y0q inversible.

Si on note S : Y Ñ X l’opérateur défini par

S :“

ˆ

T´1
0 0
0 0

˙

,

alors

ST “

ˆ

IX0 0
0 0

˙

et TS “

ˆ

IY0 0
0 0

˙

.
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Donc ST ´ IX et TS ´ IY sont de rang fini puisque dimpX1q ă 8 et dimpY1q ă 8.

Les implications (3) ùñ (2’) ùñ (2) sont évidente.

(2) ùñ (1). Supposons (2) vérifiée avec S1, S2 P LpY,Xq. Alors S1T “ IX ´ K1 et
TS2 “ IY ´ K2 avec K1 et K2 compacts. Comme kerpT q Ď kerpS1T q et ImpT q Ě
ImpTS2q, on a donc

dim kerpT q ď dim kerpIX´K1q ă 8 et codim ImpT q ď codim ImpIY´K2q ă 8.

Donc T est de Fredholm. �

Corollaire 5.4. Si T P LpX,Y q est de Fredholm et si K P LpX,Y q est compact,
alors T `K est de Fredholm.

Démonstration. Si S1, S2 vérifient (2) pour T , alors ils le vérifient également pour
T `K (exo). �

Le théorème suivant est fondamental.

Théorème 5.5. L’ensemble des opérateurs de Fredholm est un ouvert de LpX,Y q,
et indpT q dépend continûment de T P FredpX,Y q.

Démonstration. Il s’agit de voir que si T P FredpX,Y q, alors tout opérateur T 1

suffisamment proche de T est de Fredholm avec indpT 1q “ indpT q. Mais ceci est évident
par le Lemme 5.2 : si T vérifie la propriété (c) de ce lemme avec des sous-espaces E Ď X
et M Ď Y , alors tout opérateur T 1 proche de T est tel que T 1

|E‘IM est un isomorphisme

de EˆM sur Y car l’ensemble des opérateurs inversibles est un ouvert de LpEˆM,Y q ;
et donc T 1 vérifie (c) avec les mêmes E et M . �

Corollaire 5.6. Si T0 et T1 sont deux opérateurs de Fredholm et appartiennent
à la même composante connexe de FredpX,Y q, alors indpT1q “ indpT0q.

Démonstration. C’est évident puisque ind est à valeurs dans Z. �

Corollaire 5.7. L’indice de Fredholm est stable par perturbations compactes : si
T P LpX,Y q est de Fredholm et si K P LpX,Y q est compact, alors indpT`Kq “ indpT q.

Démonstration. On sait que T`K est de Fredholm d’après le théorème d’Atkinson.
Si on définit γ : r0, 1s Ñ LpX,Y q par γpsq :“ T`sK, alors l’application γ est continue,
et à valeurs dans FredpX,Y q car T P FredpX,Y q et sK est compact pour tout s P r0, 1s.
Donc T “ γp0q et T`K “ γp1q sont dans la même composante connexe de FredpX,Y q,
et donc indpT `Kq “ indpT q. �

Remarque. On obtient ainsi une nouvelle preuve du fait que si K P LpXq est un
opérateur compact, alors dim kerpλI `Kq “ codim ImpλI `Kq pour tout λ ‰ 0 : par
continuité de l’indice, on a indpλI `Kq “ indpλIq “ 0.

Corollaire 5.8. Un opérateur T P LpX,Y q est de la forme T “ J `K avec J
inversible et K compact si et seulement si T P FredpX,Y q et indpT q “ 0 ; et si tel est
le cas, alors T est en fait de la forme T “ J `R avec J inversible et R de rang fini.

Démonstration. Si T est de la forme J `K, alors T est de Fredholm et indpT q “
indpJq “ 0 par le corollaire précédent.

Inversement, supposons que T P FredpX,Y q et indpT q “ 0. Alors on peut écrire X “

E ‘ kerpT q et Y “ ImpT q ‘ F avec dimpF q “ dim kerpT q ă 8. Soit P : X Ñ kerpT q
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la projection associée à la décomposition X “ E ‘ kerpT q, et soit L : kerpT q Ñ Y
un opérateur injectif tel que ImpLq “ F . Comme T|E est un isomorphisme de E sur
ImpT q et comme E “ kerpP q, l’opérateur J :“ T `LP P LpX,Y q est inversible (exo) ;
et R :“ T ´ J “ ´LP est de rang fini. �

Pour terminer cette section, on va démontrer le Théorème du produit pour
l’indice de Fredholm. C’est un résultat important... dont on ne fera aucun usage.

Théorème 5.9. Soient X, Y , Z des espaces de Banach. Si A P FredpX,Y q et
B P FredpY,Zq, alors BA P FredpX,Zq et indpBAq “ indpBq ` indpAq.

Démonstration. Par le Lemme 5.2, on peut trouver des sous-espaces de codimension
finie E Ď X, F,E1 Ď Y et F 1 Ď Z tels que A envoie bijectivement E sur F et B envoie

bijectivement E1 sur F 1. Alors BA envoie bijectivement rE :“ pA|Eq
´1pE1XF q sur rF :“

BpE1XF q. De plus, rE est de codimension finie dans E car E1XF est de codimension

finie dans F et pA|Eq
´1 : F Ñ E est un isomorphisme ; donc rE est de codimension finie

dans X puisque codimpEq ă 8. De même, rF est de codimension finie dans Z. Donc, à

nouveau par le Lemme 5.2, BA est de Fredholm avec indpBAq “ codimp rEq´codimp rF q.

Pour montrer que indpBAq “ indpBq ` indpAq, introduisons des sous-espaces (de di-
mension finie) M,M 1 Ď Y tels que

pE1 X F q ‘M “ F et pE1 X F q ‘M 1 “ E1.

Comme E “ pA|Eq
´1pF q et que pA|Eq

´1 : F Ñ E est un isomorphisme, on a alors

E “ pA|Eq
´1pE1 X F q ‘ pA|Eq

´1pMq, i.e. E “ rE ‘ pA|Eq
´1pMq ; et de même, F 1 “

rF ‘ BpM 1q. Donc codimp rEq “ codimpEq ` dim
`

pA|Eq
´1pMq

˘

“ codimpEq ` dimpMq

et codimp rF q “ codimpF 1q ` dim
`

BpM 1q
˘

“ codimpF 1q ` dimpM 1q, de sorte que

indpBAq “ codimpEq ` dimpMq ´ codimpF 1q ´ dimpM 1q.

Comme de plus dimpMq “ codimpE1XF q´ codimpF q et dimpM 1q “ codimpE1XF q´
codimpE1q, on obtient ainsi

indpBAq “ codimpEq ´ codimpF q ´ codimpF 1q ` codimpE1q

“ indpAq ` indpBq.

�

Autre preuve de indpBAq “ indpBq ` indpAq. La preuve qui suit est un peu plus
longue, mais donne plus d’informations. Pour simplifier les écritures, on posera pour
tout opérateur T :

αpT q :“ dim kerpT q et βpT q :“ codim ImpT q.

Si T est un opérateur de Fredholm, on a donc

indpT q “ αpT q ´ βpT q.

Une autre notation : si H est un espace vectoriel et si K est un sous-espace vectoriel
de H, on note rH : Ks la dimension de l’espace quotient H{K :

rH : Ks “ dimpH{Kq.

On a donc dimpHq “ dimpKq ` rH : Ks (que les dimensions soient finies ou non).
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Fait 1. On a les identités suivantes :

αpBAq “ αpAq ` dim
`

ImpAq X kerpBq
˘

;

βpBAq “ rY : ImpAq ` kerpBqs ` βpBq.

Preuve du Fait 1. Pour la 1ère identité, on observe qu’on a ImpAq X kerpBq “
A
`

kerpBAq
˘

“ Im
`

A| kerpBAq

˘

, et kerpAq “ ker
`

A| kerpBAq

˘

puisque kerpAq Ď kerpBAq.
Donc ImpAq X kerpBq est isomorphe à kerpBAq{ kerpAq, ce qui donne la formule sou-
haitée.

Pour la 2ème identité, on introduit un supplémentaire U de kerpBq dans ImpAq`kerpBq,
et un supplémentaire V de ImpAq ` kerpBq dans Y . Ainsi :

ImpAq ` kerpBq “ U ‘ kerpBq,

Y “ U ‘ kerpBq ‘ V.

Comme ImpBAq “ B
`

ImpAq ` kerpBq
˘

“ BpUq, on a βpBAq “ rZ : BpUqs. Mais on

a aussi ImpBq “ BpUq ‘ BpV q, et donc rZ : BpUqs “ βpBq ` dim
`

BpV q
˘

. Comme

dim
`

BpV q
˘

“ dimpV q “ rY : ImpAq ` kerpBqs puisque B|V est injectif, on a donc bien
montré que βpBAq “ rY : ImpAq ` kerpBqs ` βpBq. �

Fait 2. Si M et N sont des sous-espaces vectoriels de Y , alors

dimpNq “ dimpM XNq ` rN : M XN s et

rY : M s “ rN : M XN s ` rY : M `N s.

En particulier, si dimpNq ă 8 et rY : M s ă 8, alors

dimpNq ´ rY : M s “ dimpM XNq ´ rY : M `N s.

Preuve du Fait 2. La 1ère formule est évidente : c’est l’identité dimpHq “ dimpKq`
rH : Ks avec H :“ N et K :“M XN .

Pour démontrer la 2ème formule, on introduit un supplémentaire U de M X N dans
M , et un supplémentaire U 1 de M XN dans N :

M “ U ‘ pM XNq et N “ pM XNq ‘ U 1.

On a alors (exo)

M `N “ U ‘ pM XNq ‘ U 1 “M ‘ U 1;

et donc rY : M s “ rY : M `N s ` dimpU 1q “ rY : M `N s ` rN : M XN s. �

Même si ce n’est peut-être pas immédiatement apparent, la preuve est maintenant
terminée. Si on pose p :“ dim

`

ImpAq X kerpBq
˘

et q :“ rY : ImpAq ` kerpBqs, et si on
applique le Fait 1 puis le Fait 2 avec M :“ ImpAq et N :“ kerpBq, on obtient

$

&

%

αpBAq “ αpAq ` p,
βpBAq “ q ` βpBq,
αpBq ´ βpAq “ p´ q;

d’où on déduit immédiatement que αpBAq ´ βpBAq “ αpAq ` αpBq ´ βpAq ´ βpBq,
i.e. indpBAq “ indpBq ` indpAq. �
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Encore une autre preuve. Pour montrer que indpBAq “ indpBq ` indpAq, on uti-
lise une “astuce” difficilement compréhensible de prime abord, mais assez naturelle
a posteriori : on introduit les opérateurs M0 :“ A ‘ B : X ‘ Y Ñ Y ‘ Z et
M :“ pBAq ‘ p´IY q : X ‘ Y Ñ Y ‘ Z. Matriciellement, on a ainsi

M0 “

ˆ

A 0
0 B

˙

et M “

ˆ

0 ´IY
BA 0

˙

.

Il est assez clair que M0 est de Fredholm et indpM0q “ indpAq ` indpBq. De même,
comme BA est de Fredholm et ´IY inversible, on voit que M est de Fredholm et
indpMq “ indpBAq. Il suffit donc de montrer qu’on a indpMq “ indpM0q.
Maintenant, on peut jouer avec des matrices 2ˆ 2 et observer qu’on a d’une part

M0 “

ˆ

IY 0
0 B

˙ˆ

IY 0
0 IY

˙ˆ

A 0
0 IY

˙

,

et d’autre part

M “

ˆ

IY 0
0 B

˙ˆ

0 ´IY
IY 0

˙ˆ

A 0
0 IY

˙

.

Cela incite à considérer, pour θ P R, l’opérateur Mθ P LpX ‘ Y, Y ‘ Zq défini par

Mθ :“

ˆ

IY 0
0 B

˙ˆ

cos θ IY ´ sin θ IY
sin θ IY cos θ IY

˙ˆ

A 0
0 IY

˙

.

On a ainsi M “Mπ{2 et M0 “ . . . M0.

Pour tout θ P R, l’opérateur Rθ :“

ˆ

cos θ IY ´ sin θ IY
sin θ IY cos θ IY

˙

P LpY ‘ Y q est inversible,

d’inverse R´θ (exo) ; en particulier, Rθ est de Fredholm. Donc Mθ apparait comme le
produit de 3 opérateurs de Fredholm, et par conséquent Mθ est de Fredholm. Comme
l’application θ ÞÑMθ est visiblement continue, on en déduit par connexité que indpMθq

ne dépend pas de θ. Donc indpBAq “ indpMπ{2q “ indpM0q “ indpAq ` indpBq. �

Exemple. Stabilité et continuité de l’indice de Fredholm.

On peut utiliser le Théorème du produit pour redémontrer la stabilité par perturbations
compactes et la continuité de l’indice de Fredholm.

Montrons d’abord la stabilité par perturbations compactes. Soit T P FredpX,Y q, et soit
K P KpX,Y q. Par le Théorème d’Atkinson, on peut trouver S P LpY,Xq tel que TS´IY
et ST´IX sont compacts ; et S est de Fredholm, à nouveau par le Théorème d’Atkinson.
Posons L :“ ST ´ IX . Comme L est compact, on a indpST q “ indpIX ` Lq “ 0 ; et
donc indpSq “ ´indpT q par le Théorème du produit. De même, ind

`

pT ` KqS
˘

“

indpIX`L`KSq “ 0 car L`KS est compact ; donc indpT `Kq “ ´indpSq “ indpT q.

Montrons maintenant la continuité. Soit T P FredpX,Y q : on voudrait montrer que
pour tout opérateur T 1 P LpX,Y q assez proche de T , on a indpT 1q “ indpT q. Comme
plus haut, soit S P FredpY,Xq tel que L :“ ST ´ IX est compact. On a indpST q “
indpIX`Lq “ 0, donc indpT q “ ´indpSq. Si T 1 P LpX,Y q, alors ST 1 “ ST`SpT 1´T q “
L`IX`SpT

1´T q. Par ailleurs, si T 1 est assez proche de T , précisément si }S} }T 1´T } ă
1, alors J :“ IX `SpT

1´T q est inversible. Comme ST 1 “ J `L et que L est compact,
on en déduit (par stabilité de l’indice de Fredholm) que indpST 1q “ indpJq “ 0, et
donc indpT 1q “ ´indpSq “ indpT q.
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5.3. Deux exemples “non immédiats”. Dans cette section, on donne d’une
part un exemple “concret” d’utilisation de la notion d’opérateur de Fredholm, et
d’autre part un exemple non trivial de calcul d’indice.

Exemple 1. Soit φ : r0, 1s Ñ R une fonction continue ě 0. Pour toute fonction
continue g : r0, 1s Ñ C, il existe une unique fonction f : r0, 1s Ñ C de classe C2 telle
que f2 ´ φf “ g et fp0q “ 0 “ fp1q.

Démonstration. Munissons l’espace C2pr0, 1sq de la norme } ¨ }C2 définie par }f}C2 :“
}f}8 ` }f

1}8 ` }f
2}8, qui en fait un espace de Banach. Soit

X :“
 

f P C2pr0, 1sq; fp0q “ 0 “ fp1q
(

.

C’est un sous-espace fermé de C2pr0, 1sq, donc un espace de Banach. Il s’agit de montrer
que l’opérateur T : X Ñ Cpr0, 1sq défini par Tf :“ f2 ´ φf est bijectif.

On a T “ ∆ ` K, où ∆f :“ f2 et Kf :“ ´φf . Il est assez clair par définition de
X que ∆|X : X Ñ Cpr0, 1sq est bijectif, i.e. inversible (exo). Quant à K, il n’est pas
difficile de voir que c’est un opérateur compact : en effet, l’injection canonique J :
C2pr0, 1sq ãÑ Cpr0, 1sq est un opérateur compact (exo), et l’opérateur de multiplication
Mφ : Cpr0, 1sq Ñ Cpr0, 1sq est borné, donc K “ ´MφJ|X est compact. Donc T “ ∆`K
est un opérateur de Fredholm et indpT q “ 0. Pour conclure, il suffit donc de montrer
que T est injectif.
Le point clé est que l’opérateur ∆ est “négatif”, ce qui se voit en intégrant par parties :

@f P X :

ż 1

0
f2 f̄ “

“

f 1 f̄
‰1

0
´

ż 1

0
|f 1|2 “ ´

ż 1

0
|f 1|2 ď 0.

On en déduit que si f P X vérifie Tf “ 0, i.e. f2 “ φf , alors
ş1
0 φ|f |

2 ď 0. Mais

la fonction φ|f |2 est ě 0 et continue. Donc φ|f |2 “ 0 ; autrement dit φf “ 0. Donc
f2 “ φf “ 0, et donc f “ 0 puisque fp0q “ 0 “ fp1q. On a donc bien montré que
l’opérateur T est injectif. �

Exemple 2. Soient L2 :“ L2pTq et H2 :“ H2pTq. Pour toute φ P L8 “ L8pTq,
on note Tφ : H2 Ñ H2 l’opérateur défini par Tφ :“ P`Mφ, où P` : L2 Ñ H2 est
la projection orthogonale de L2 sur H2 et Mφ : H2 Ñ L2 est la restriction à H2

de l’opérateur de multiplication par φ. (On dit que Tφ est l’opérateur de Toeplitz
associé à φ.) Si φ : T Ñ C est une fonction continue telle que φpzq ‰ 0 pour tout
z P T, alors Tφ est un opérateur de Fredholm, et indpTφq “ ´ degpφq, où degpφq est le
degré de φ, i.e. l’indice du chemin fermé γ : r0, 2πs Ñ C˚ défini par γptq :“ φpeitq par
rapport à 0.

Preuve abrégée. Pour k P Z, on notera zk la fonction T Q z ÞÑ zk, qui appartient à
CpTq Ď L8. La fonction zk ne s’annule pas sur T, et “on sait bien” que degpzkq “ k.

Fait 1. Tzk est de Fredholm pour tout k P Z, avec indpTzkq “ ´k.

Preuve du Fait 1. Si k ě 0, alors Mzk envoie H2 dans H2, donc Tzk “ Mzk . De

plus, Mzk est une isométrie de H2 dans H2, et ImpMzkq “ Vect tzn; n ě ku
H2

(exo),
qui est de codimension k dans H2. Donc Tzk est de Fredholm avec indpTzkq “ 0´ k “
´k. Si k ă 0, alors Tzk est surjectif et kerpTzkq “ Vect tzn; 0 ď n ă ´ku (exo) ; donc
Tzk est de Fredholm avec indpTzkq “ ´k ´ 0 “ ´k. �

Fait 2. Si φ P CpTq, alors l’opérateur Tφ ´Mφ est compact.
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Preuve du Fait 2. On considère ici Tφ comme un opérateur de H2 dans L2. Dans
ce qui suit, on pose Aφ :“ Tφ ´Mφ.
Comme les polynômes trigonométriques sont denses dans CpTq, on peut trouver une
suite de polynômes trigonométriques ppnq telle que }pn´φ}8 Ñ 0. Alors }Apn´Aφ} Ñ 0
car }Aψ} ď 2}ψ}8 pour toute ψ P L8 (micro-exo). Pour montrer que Aφ est compact,
il suffit donc de montrer que les Apn le sont. Ainsi, on s’est ramené à montrer que
Tp ´Mp est compact pour tout polynôme trigonométrique p.

Si on écrit p “
řN
k“´N ckz

k, on voit que pzn P H2 pour tout n ě N , et donc Tpz
n “ pzn.

Donc kerpTp ´Mpq contient le sous-espace fermé de H2 engendré par les zn, n ě N .
Par conséquent, kerpTp ´Mpq est de codimension finie dans H2 ; et donc Tp ´Mp est
de rang fini, donc compact. �

Soit maintenant φ P CpTq ne s’annulant pas sur T, et montrons que Tφ est de Fredholm.
Comme φ ne s’annule pas, la fonction 1{φ est bien définie et appartient à CpTq. Par
le Fait 2, on peut écrire T1{φTφ “ T1{φpMφ ` Kq où K : H2 Ñ L2 est un opérateur
compact. Comme T1{φMφ “ P`M1{φMφ “ IH2 , on en déduit que T1{φTφ “ IH2`L, où

L :“ T1{φK est compact. On montre de même que TφT1{φ “ IH2 `L1 avec L1 compact,
en appliquant le Fait 2 à 1{φ. Donc Tφ est de Fredholm d’après le Théorème 5.3.
Montrons pour finir que si φ P CpTq ne s’annule pas sur T, alors indpTφq “ ´ degpφq.
Posons k :“ degpφq. D’après les propriétés classiques du degré, la fonction φ est “homo-
tope dans CpT,C˚q” à la fonction zk : il existe une application continue H : r0, 1sˆTÑ
C˚ telle que, en posant φtpzq :“ Hpt, zq, on ait φ0 “ φ et φ1 “ zk. Par ce qui précède,
tous les opérateurs Tφt sont de Fredholm puisque les φt ne s’annulent pas, et l’ap-
plication t ÞÑ Tφt est continue de r0, 1s dans LpH2q par continuité de H (exo). Par
continuité de l’indice et d’après le Fait 1, on a donc indpTφq “ indpTφ0q “ indpTφ1q “

indpTzkq “ ´k. �

5.4. Spectre essentiel. Dans ce qui suit, X est un espace de Banach complexe
de dimension infinie. On rappelle qu’on note KpXq l’ensemble de tous les opérateurs
compacts K : X Ñ X. On sait que KpXq est un sous-espace vectoriel fermé de LpXq ;
et on sait aussi que KpXq est une idéal bilatère de l’algèbre LpXq : si K P KpXq,
alors TK P KpXq et KT P LpXq pour tout T P LpXq. De plus, KpXq ‰ LpXq car
dimpXq “ 8. Donc l’espace vectoriel quotient

CpXq :“ LpXq{KpXq
est muni canoniquement d’une structure d’algèbre de Banach unitaire. (Il faut vérifier
que la norme quotient est bien sous-multiplicative et que }1CpXq} “ 1 ; ce qui n’est pas
difficile.) On dit que CpXq est l’algèbre de Calkin de l’espace de Banach X.

Notation. On note π : LpXq Ñ CpXq l’application quotient canonique ; et si
T P LpXq, on pose rT s :“ πpT q.

Avec ces notations, on peut reformuler une partie du Théorème d’Atkinson 5.3
comme suit : si T P LpXq, alors

T est de Fredholm ðñ rT s est inversible dans CpXq.

Définition 5.10. Si T P LpXq, le spectre essentiel de T est le spectre de rT s “
πpT q dans l’algèbre CpXq. On le note σepT q. Ainsi :

λ P σepT q ðñ rT ´ λIs n’est pas inversible dans CpXq.
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Remarque 1. Par le Théorème d’Atkinson, on voit que

λ P σepT q ðñ T ´ λI n’est pas un opérateur de Fredholm.

Remarque 2. Par la théorie générale des algèbres de Banach, σepT q est un com-
pact de C et σepT q ‰ H. De plus, on a toujours σepT q Ď σpT q.

Démonstration. On a σepT q “ σpπpT qq Ď σpT q car π : LpXq Ñ CpXq est un
homomorphisme d’algèbres. �

Remarque 3. Le spectre essentiel est “invariant par perturbations compactes” :
on a σepT q “ σepT `Kq pour tout opérateur compact K P LpXq.

Démonstration. C’est évident puisque rT `Ks “ rT s. �

Remarque 4. On a σepT
˚q “ σepT q. Si X est un espace de Hilbert H et si T ˚ est

l’adjoint hilbertien de T , alors σepT
˚q “ tλ̄; λ P σepT qu.

Démonstration. On a vu qu’un opérateur R est de Fredholm si et seulement si R˚

est de Fredholm. �

Exemple 1. Si K P LpXq est compact, alors σepKq “ t0u.

Démonstration. C’est évident puisque rKs “ 0. �

Exemple 2. Si B et S sont les shifts canoniques sur `2pNq, alors σepBq “ T “
σepSq.

Démonstration. Comme B˚ “ S, il suffit de montrer que σepSq “ T.

Par l’Exemple 1.33, on sait que σpSq “ D ; donc σepSq Ď D.
Montrons que σepSq Ď T ; autrement dit, que si λ P D, alors S´λI est un opérateur de
Fredholm. Comme S est une isométrie, on a }pS´λIqx} ě }Sx}´|λ| }x} “ p1´|λ|q }x}
pour tout x P `2, donc S´λI est un plongement. De plus, ker

`

pS´λIq˚
˘

“ kerpB˚´λ̄Iq
est de dimension 1 par l’Exemple 1.33. Donc S´λI est de Fredholm avec indpS´λIq “
0´ 1 “ ´1.
Montrons maintenant que σepSq contient T. Soit λ P T quelconque. L’opérateur S´λI
est injectif car σppSq “ H, et il est aussi à image dense car pS ´ λIq˚ “ B ´ λ̄I est
injectif pλ R D). Comme S´λI n’est pas inversible puisque λ P σpTq, on en déduit que
S ´ λI n’est pas à image fermée ; et donc S ´ λI n’est pas de Fredholm. �

Proposition 5.11. Soit T P LpXq, et soit λ P σpT q un point isolé de σpT q.
Soit X “ Eλ ‘ F la décomposition de Riesz associée à la décomposition σpT q “
tλu Y σpT qztλu. Alors λ P σepT q ðñ dimpEλq “ 8. En particulier, si λ n’est pas
valeur propre de T , alors λ P σepT q.

Démonstration. Relativement à la décomposition X “ Eλ ‘F , l’opérateur T ´ λI
s’écrit matriciellement

T ´ λI “

ˆ

Aλ 0
0 B

˙

où Aλ P LpEλq vérifie σpAλq “ t0u et B P LpF q est inversible. Comme B est inversible,
T ´ λI est de Fredholm si et seulement si Aλ est de Fredholm (exo). Si dimpEλq ă 8,

cela est certainement vérifié. À l’inverse, si dimpEλq “ 8, alorsH ‰ σepAλq Ď σpAλq “
t0u, donc σepAλq “ t0u, et donc Aλ n’est pas de Fredholm. Ainsi, on voit que T´λI est
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de Fredholm si et seulement si dimpEλq ă 8 ; autrement dit, λ P σepT q si et seulement
si dimpXλq “ 8.
Si dimpEλq ă 8, alors λ est valeur propre de T car λ P σpT|Eλq. Donc, par ce qui
précède : si λ n’est pas valeur propre de T alors λ P σepT q. �

Proposition 5.12. Soit T P LpXq, et soit λ P C. On suppose qu’il existe une suite

pxnqnPN Ď X telle que xn
w
ÝÑ 0, }xn} “ 1 pour tout n et }Txn ´ λxn} Ñ 0. Alors

λ P σepT q.

Démonstration. On doit montrer que l’opérateur R :“ T ´ λI n’est pas de Fred-
holm. Si dim kerpRq “ 8, il n’y a rien à faire ; donc on suppose que dim kerpRq ă 8.
Soit E Ď X un sous-espace fermé tel que X “ kerpRq ‘ E, et soit P : X Ñ kerpRq
la projection sur kerpRq associée à cette décomposition. Alors P est de rang fini, donc

c’est un opérateur compact. Comme xn
w
ÝÑ 0, on en déduit que }Pxn} Ñ 0. Donc, si

on pose zn :“ pI ´ P qxn “ xn ´ Pxn, alors }zn} ě 1{2 pour n assez grand puisque
}xn} “ 1. De plus, zn P E par définition et }Rzn} “ }Rxn} Ñ 0. On en déduit que
R|E n’est pas un plongement ; et donc R|E n’est pas à image fermée puisque R|E est
injectif. Comme RpEq “ ImpRq, cela signifie que R n’est pas à image fermée ; donc R
n’est pas de Fredholm. �

Proposition 5.13. Soit T P LpXq. Si λ P σpT qzσepT q, alors ou bien λ est un
point isolé de σpT q, ou bien λ est un point intérieur à σpT q, i.e. il existe un voisinage
ouvert W de λ dans C tel que W Ď σpT q.

La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant.

Lemme 5.14. Si A P LpXq est un opérateur de Fredholm, alors il existe un disque
ouvert Dp0, εq Ď C tel que : dim kerpA´µIq et codim ImpA´µIq ne dépendent pas de
µ si µ P Dp0, εq et µ ‰ 0.

Preuve du Lemme 5.14. Pour n P N, soit Zn :“ ImpAnq ; et soit aussi Z8 :“
Ş

nPN Zn. Comme An P FredpXq pour tout n P N puisque A P FredpXq, on sait que les
Zn sont des sous-espaces fermés de X ; donc Z8 est un sous-espace fermé de X. De
plus, la suite pZnq est décroissante.

Fait 1. On a ApZ8q “ Z8.

Preuve du Fait 1. Il est clair que ApZ8q Ď Z8 (micro-exo). Inversement, soit z P
Z8 quelconque. Alors En :“ tx P Zn; Ax “ zu est non vide pour tout n P N car
z P Zn`1 “ ApZnq. De plus, les En sont des sous-espaces affines de X, ils sont de
dimension finie car tx P X; Ax “ zu est de dimension finie (c’est un translaté de
kerpAq), et la suite pEnq est décroissante. Donc la suite pEnq est stationnaire (exo) ;
et comme tous les En sont non vides, on en déduit que

Ş

nPNEn ‰ H. Si on choisit
x P

Ş

nPNEn, alors x P
Ş

nPN Zn “ Z8 et Ax “ z ; donc z P ApZ8q. �

Fait 2. Si Z est un espace de Banach, alors l’ensemble des opérateurs surjectifs
S : Z Ñ Z est un ouvert de LpZq.

Preuve du Fait 2. On sait qu’un opérateur S : Z Ñ Z est surjectif si et seulement
si S˚ : Z˚ Ñ Z˚ est un plongement. De plus, il n’est pas difficile de montrer (exo)
que l’ensemble de tous les plongements R : Z˚ Ñ Z˚ est un ouvert de LpZ˚q. D’où le
résultat par continuité de l’application S ÞÑ S˚. �
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Posons B :“ A|Z8 : Z8 Ñ Z8. Par le Fait 1, B est un opérateur surjectif. De plus, on
a kerpBq Ď kerpAq et donc dim kerpBq ă 8 puisque A est de Fredholm. Donc B est un
opérateur de Fredholm.
Par le Fait 2, l’ensemble des opérateurs S P LpZ8q qui sont de Fredholm et surjectifs
est un ouvert de LpZ8q. Donc on peut trouver ε ą 0 tel que B´µIZ8 est de Fredholm
et surjectif pour tout µ P Dp0, εq, avec de plus indpB ´ µIZ8q “ indpBq. On a donc
dim kerpB ´ µIZ8q “ dim kerpBq pour tout µ P Dp0, εq puisque B ´ µIZ8 et B sont
surjectifs. De plus, quitte à diminuer ε, on peut aussi supposer que A´ µI P FredpXq
pour tout µ P Dp0, εq, avec indpA´ µIq “ indpAq.

Fait 3. Si µ ‰ 0, alors kerpA´ µIq “ kerpB ´ µIZ8q.

Démonstration. Il s’agit de montrer que si x P kerpA´ µIq, alors x P Z8. Comme
Ax “ µx, on a Anx “ µnx pour tout n P N, et donc x “ µ´nAnx “ Anpµ´nxq P Zn.
Donc en effet x P Z8 “

Ş

nPN Zn. �

On peut maintenant finir la preuve du lemme. Par le Fait 3 et le choix de ε, on a
dim kerpA´µIq “ dim kerpBq pour tout µ P Dp0, εq tel que µ ‰ 0 ; donc dim kerpA´µIq
ne dépend pas de µ si µ P Dp0, εq et µ ‰ 0. De plus indpA ´ µIq ne dépend pas non
plus de µ P Dp0, εq, et donc codim ImpA ´ µIq ne dépend pas de µ si µ P Dp0, εq et
µ ‰ 0.

�

Preuve de la Proposition 5.13. Supposons que λ ne soit pas un point isolé de σpT q.
Soit A :“ T´λI. Comme on suppose que λ R σepT q, l’opérateur A est de Fredholm. Soit
ε ą 0 donné par le Lemme 5.13 : par définition, dim kerpT ´wIq et codim ImpT ´wIq
ne dépendent pas de w si w P Dpλ, εq et w ‰ λ. Posons W :“ Dpλ, εq. Comme λ n’est
pas un point isolé de σpT q, on peut trouver w0 PW tel que w0 ‰ λ et w0 P σpT q. Alors
ou bien dim kerpT ´w0Iq ą 0, ou bien codim kerpT ´w0Iq ą 0. Par définition de W et
comme w0 ‰ λ, on a donc ou bien dim kerpT ´wIq ą 0 pour tout w PW ztλu, ou bien
codim kerpT ´ wIq ą 0 pour tout w P W ztλu. En particulier W ztλu Ď σpT q ; et donc
W Ď σpT q puisque λ P σpT q. �

Corollaire 5.15. Soit T P LpXq, et soit λ P C. Si λ P BσpT q et si λ n’est pas un
point isolé de σpT q, alors λ P σepT q.

Démonstration. C’est évident par la proposition. �

Corollaire 5.16. Soit T P LpXq. Si Ω est une composante connexe de CzσepT q,
alors ou bien Ω Ď σpT q, ou bien tous les points de ΩX σpT q sont des points isolés de
σpT q.

Démonstration. Posons

Ω1 :“
 

λ P Ω; DW voisinage de λ : W Ď σpT q
(

,

Ω2 :“
 

λ P Ω; DW voisinage de λ : W X σpT q Ď tλu
(

.

Il est évident que Ω1 est un ouvert de Ω, et facile de vérifier que Ω2 est également un
ouvert de Ω (exo ; il faut utiliser le fait que σpT q est un fermé de C). De plus, il est
évident que Ω1 X Ω2 “ H. Enfin, on a Ω “ Ω1 Y Ω2 par la Proposition 5.13. Comme
Ω est connexe, on a donc ou bien Ω “ Ω1, ou bien Ω “ Ω2. Ceci démontre le résultat
souhaité : si Ω “ Ω1, alors Ω Ď σpT q ; et si Ω “ Ω2, alors tous les points de ΩX σpT q
sont des points isolés de σpT q. �
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Corollaire 5.17. Si T P LpXq et si CzσepT q est connexe, alors tous les points
de σpT qzσepT q sont des points isolés de σpT q et des valeurs propres de T .

Démonstration. On ne peut pas avoir CzσepT q Ď σpT q car σpT q est un ensemble
borné et CzσepT q est non borné ; donc le résultat est clair par le corollaire précédent
et la Proposition 5.11. �

Voici pour finir deux résultats propres aux opérateurs normaux.

Proposition 5.18. Soit H un espace de Hilbert complexe séparable (de dimension
infinie), et soit T P LpHq un opérateur normal. Pour λ P σpT q, les choses suivantes
sont équivalentes.

(1) λ P σepT q.

(2) λ n’est pas un point isolé de σpT q, ou bien dim kerpT ´ λIq “ 8.

(3) Il existe une suite orthonormale pxnqnPN Ď H telle que }Txn ´ λxn} Ñ 0.

Démonstration. (1) ùñ (2) Supposons que λ P σepT q, et que λ soit un point isolé
de σpT q : il faut voir que dim kerpT ´ λIq “ 8. Soit H “ Eλ ‘ F la décomposition
de Riesz associée à la décomposition σpT q “ tλu Y σpT qztλu. Par la Proposition 5.11,
on a dimEλ “ 8. Mais comme T est normal, on a Eλ “ kerpT ´ λIq par le Corollaire
3.29. Donc dim kerpT ´ λIq “ 8.

(2) ùñ (3) Supposons (2) vérifiée. Si dim kerpT ´ λIq “ 8, alors (3) est certainement
vérifiée : il suffit de prendre pour pxnq une suite orthonormale dans kerpT ´ λIq.
Supposons maintenant que λ ne soit pas un point isolé de σpT q. Soit pλnq Ď σpT q
une suite de points deux à deux distincts telle que λn Ñ λ. Choisissons une suite
pεnq de nombres réels ą 0 tendant vers 0 telle que les disques Dn :“ Dpλn, εnq soient
deux à deux disjoints, et posons Pn :“ 1DnpT q. Par l’Exemple 4.6, les Pn sont des
projections orthogonales non-nulles et }pT ´ λnIqPn} ď εn pour tout n P N. De plus,
on a PnPm “ 0 si n ‰ m car Dn XDm “ H. Donc les sous-espaces En :“ ImpPnq sont
deux à deux orthogonaux. Pour tout n P N, on peut choisir xn P En tel que }xn} “ 1.
Alors la suite pxnq est orthonormale, et }Txn ´ λnxn} “ }pT ´ λnIqPnxn} ď εn pour
tout n P N. Donc }Txn´λnxn} Ñ 0, et donc }Txn´λxn} Ñ 0 puisque λn Ñ λ. Ainsi,
on voit que (3) est vérifiée.

L’implication (3) ùñ (1) découle de la Proposition 5.12. �

Proposition 5.19. Soit H un espace de Hilbert complexe (de dimension infinie).
Si T P LpHq est un opérateur normal, alors σepT q “

Ş

KPKpHq σpT `Kq.

Démonstration. On a σepT q “ σepT`Kq Ď σpT`Kq pour tout opérateur compact
K ; donc σepT q Ď

Ş

KPKpHq σpT `Kq, sans hypothèse sur T .

Inversement, soit λ P
Ş

KPKpHq σpT `Kq. Alors T ´λI`K n’est inversible pour aucun

opérateur compact K ; autrement dit, on ne peut pas écrire T ´ λI “ J ` K avec
J inversible et K compact. Par le Corollaire 5.8, cela signifie que T ´ λI n’est pas
“de Fredholm avec indice 0”. Mais R :“ T ´ λI est normal, donc kerpRq “ kerpR˚q.
Donc, si R était de Fredholm, on aurait nécessairement indpRq “ 0. Par conséquent,
R “ T ´ λI n’est pas de Fredholm, i.e. λ P σepT q. �


	Chapitre 1. Opérateurs entre espaces de Hilbert
	1. Micro-rappels et notations
	1.1. Opérateurs
	1.2. Espaces de Hilbert
	1.3. Adjoint d'un opérateur hilbertien
	1.4. Matrices infinies

	2. Quelques exemples
	2.1. Projections orthogonales
	2.2. Opérateurs diagonaux, opérateurs de multiplication
	2.3. Shifts
	2.4. Opérateurs à noyaux

	3. Classes importantes d'opérateurs
	3.1. Opérateurs auto-adjoints
	3.2. Opérateurs positifs
	3.3. Isométries, opérateurs unitaires
	3.4. Opérateurs normaux

	4. Théorème ergodique de von Neumann
	5. Racine carrée d'un opérateur positif
	6. Décomposition polaire
	7. Inégalité de von Neumann
	8. Opérateurs compacts
	8.1. Généralités minimales
	8.2. Opérateurs de Hilbert-Schmidt
	8.3. Diagonalisation des opérateurs normaux compacts

	9. Opérateurs sur l'espace de Hardy H2
	9.1. L'espace H2
	9.2. Espace H et opérateurs de multiplication sur H2
	9.3. Opérateurs de composition


	Chapitre 2. Un peu de topologie ``générale"
	1. Vocabulaire
	1.1. Espaces topologiques
	1.2. Bases
	1.3. Métrisabilité
	1.4. Espaces séparés
	1.5. Compacité
	1.6. Séparabilité

	2. Suites généralisées
	2.1. Définitions et exemples
	2.2. Convergence
	2.3. Sous-s.g. et valeurs d'adhérences
	2.4. Complétude et s.g. de Cauchy
	2.5. Un exemple  : familles sommables

	3. Topologie engendrée par une famille d'applications
	3.1. Définition générale
	3.2. Topologie produit
	3.3. Topologie définie par une famille de semi-normes

	4. Plus de choses sur les produits
	4.1. Produits dénombrables
	4.2. Produits de compacts

	5. L'espace de Cantor

	Chapitre 3. Espaces vectoriels topologiques
	1. Généralités
	1.1. Groupes topologiques, espaces vectoriels topologiques
	1.2. Petites choses utiles
	1.3. Métrisabilité, complète métrisabilité
	1.4. Espaces localement convexes, espaces de Fréchet
	1.5. Applications linéaires continues
	1.6. Quotients

	2. Théorèmes de Hahn-Banach
	2.1. Fonctionnelles sous-linéaires
	2.2. Hahn-Banach ``abstrait"
	2.3. Prolongement des formes linéaires continues
	2.4. Séparation des ensembles convexes

	3. Théorème de Banach-Steinhaus
	4. Théorèmes de l'application ouverte et du graphe fermé

	Chapitre 4. Mesures
	1. Mesures complexes
	1.1. Définition; variation totale
	1.2. Intégration par rapport à une mesure complexe
	1.3. Norme d'une mesure complexe

	2. Théorème de Lebesgue-Radon-Nikodym
	3. Formes linéaires continues sur Lp
	4. Formes linéaires continues sur C()
	5. Intégrale vectorielle

	Chapitre 5. Dualité
	1. Le dual d'un espace vectoriel normé
	1.1. Rappels et exemples
	1.2. Sous-espaces et quotients
	1.3. Séparabilité

	2. Adjoint d'un opérateur
	2.1. Généralités
	2.2. Noyaux et images
	2.3. Adjoint et surjectivité
	2.4. Compacité

	3. Topologies faible et préfaible
	3.1. Généralités
	3.2. Métrisabilité
	3.3. Ensembles bornés
	3.4. Applications linéaires continues
	3.5. Adhérence d'un convexe
	3.6. Compacité préfaible

	4. Bidual, réflexivité
	4.1. Densité d'un espace dans son bidual
	4.2. Espaces réflexifs
	4.3. Uniforme convexité

	5. Points extrémaux
	5.1. Définition et exemples
	5.2. Isométries entre espaces C(K)
	5.3. Convexes compacts
	5.4. Stone-Weierstrass
	5.5. Fonctions de type positif


	Chapitre 6. Rudiments de théorie spectrale
	1. Algèbres de Banach
	1.1. Définition et exemples
	1.2. Éléments inversibles
	1.3. Spectre, rayon spectral
	1.4. Spectre dans une sous-algèbre
	1.5. Cas des opérateurs bornés

	2. Propriétés spectrales des opérateurs compacts
	3. Calcul fonctionnel
	3.1. Calcul fonctionnel holomorphe
	3.2. Calcul fonctionnel continu
	3.3. C*-algèbres commutatives

	4. Théorème spectral pour les opérateurs normaux
	4.1. Opérateurs normaux et opérateurs de multiplication
	4.2. Calcul fonctionnel borélien
	4.3. Une autre preuve du Théorème spectral

	5. Opérateurs de Fredhom
	5.1. Définition et exemples ``immédiats''
	5.2. Propriétés de base
	5.3. Deux exemples ``non immédiats''
	5.4. Spectre essentiel



