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Chapitre 1

Opérateurs entre espaces de Hilbert

1. Micro-rappels et notations

1.1. Opérateurs.

* Si X et Y sont des espaces vectoriels normés sur K = R ou C, on note £(X,Y)
I’espace des applications linéaires continues T : X — Y, muni de sa norme naturelle :

|7 ()|
|T|| = sup { pa# 00 =sup {|T(@)]; |2] =1} = sup{|T(@)[; || < 1};
et on pose L(X) := L(X, X). Un élément de L(X,Y) s’appelle un opérateur borné
de X dans Y.
e Mode d’emploi : si T': X — Y est linéaire et C' € R*, alors

]

T est continue et [T < C < Ve X : |T(z)| < C|z].

 On écrit en général Tx au lieu de T'(x), et AB au lieu de Ao B.
+ On a toujours |AB| < |A] | B].

e opérateur “identité” de X dans X se note Ix, ou simplement I.

o Un opérateur T € L(X,Y) est inversible si T est bijectif et si 77! : Y — X est
continue. Si X et Y sont des espaces de Banach, tout opérateur bijectif T'e L(X,Y)
est automatiquement inversible : c’est le Théoreme d’isomorphisme de Banach, qu’on
verra au Chapitre 3.

» Un opérateur 7' € L£(X,Y) est un plongement s’il existe une constante ¢ > 0
telle que

Vee X : ||Tx|| = c|z].

Autrement dit : T est un plongement si et seulement si T est injectif et “T~1" :
Im(T") — X est continu.

LEMME 1.1. Soient X etY des espces de Banach, et soit T € L(X,Y). Alors T
est un plongement si et seulement si T est injectif et Im(T') est fermé dansY .

Démonstration. Supposons que T soit un plongement avec “témoin” ¢ > 0. Alors
T est injectif. Soit (y,) une suite dans Im(7") convergeant vers y € Y, et écrivons
Yn = Txy. On a |y, — yp| = |T(zqg — zp)| = |24 — xp| pour tous p,q € N; donc la
suite (z,,) est de Cauchy dans X puisque (y,) est de Cauchy dans Y. Comme X est
complet, la suite (z,,) converge, x, — = € X. Alors y = Tz par continuité de T ; donc
y € Im(T"). Ainsi Im(7") est fermé dans Y.
Inversement, supposons que 71" soit injectif et & image fermée. Alors Im(7") est un espace
de Banach puisque Y en est un; et T': X — Im(7) est bijectif. D’apres le Théoreme
d’isomorphisme de Banach, I’application linéaire 7-! : Im(T) — X est continue; et
donc T' est un plongement. O



8 1. OPERATEURS ENTRE ESPACES DE HILBERT

1.2. Espaces de Hilbert. On suppose connus les faits de base concernant les es-
paces de Hilbert, c’est-a-dire le théoreme de projection et ses conséquences habituelles.
Une précision importante :

CONVENTION. Si H est un espace de Hilbert complexe, le produit scalaire {(x,y)
est linéaire par rapport a z et antilinéaire par rapport a y.

1.2.1. Espaces ¢* et L.

« Si I est un ensemble quelconque (non vide), on pose

%uw:{mzwmge@wﬂ%:E]mF<w}
el

* En raison de l'existence de bases hilbertiennes, on sait que tout espace de Hilbert
est isométrique a un espace £2(I); et que tout espace de Hilbert séparable de dimension
infinie est isométrique & £2(N).

e Si (€2,B,m) est un espace mesuré, on note L?(£2,m) l'espace L? associé. Le
produit scalaire sur L?(£2,m) est donné par

@wm@m=Lﬂ@wmmm»

e On a 2(I) = L*(I,m), ot m est la mesure de comptage sur I.
¢ Si I est un intervalle de R, on pose L?(I) := L?(I,dz).
o Il est bien connu, et non trivial, que I'espace L?(I) est séparable.

e On pose L?(T) := L?(T,m), ou m est la mesure de Lebesgue normalisée sur le
cercle T. La mesure m est définie par

m(A) = o h ({6 € [0,21]; ¢ € 4}),

ol A est la mesure de Lebesgue sur R. Si f est une fonction borélienne sur T, positive
ou intégrable par rapport a m, alors

21
N
| fam= [ s 57
T 0 2
» Si I est un ensemble quelconque et si H est un espace de Hilbert, on pose
A(1,H) := {x = (xi)ier € HY; ||z)? := Z |z]? < oo}.
el

1.2.2. Produit scalaire et norme. Le lemme suivant sera constamment utilisé.

LEMME 1.2. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout z € H, on a
[zl = sup {[<z, »)l; [yl = 1} = max{[¢z, )5 [y] = 1}

Démonstration. Le sup en question est < |z| par l'inégalité de Cauchy-Schwarz ;
puis on prend y := ﬁ siz#0. ]

COROLLAIRE 1.3. Si Hy, Hy sont des espaces de Hilbert (sur K = R ou C) et si
T € L(Hy, H2), alors

IT| = sup{[<Tz, )

2l = 1= Jyl}.
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Démonstration. Cest évident par le lemme :

IT| = sup |Tz| = sup sup [Tz, y)l.
| =1 =1 [y]=1

COROLLAIRE 1.4. Si T : Hy — Hy est linéaire et C € R, alors
T continue et |T|| < C < V(z,y) € Hy x Hy : [(Tz,y)| < C|z| |yl
Le lemme montre en particulier que si H est un espace de Hilbert réel ou complexe et
si T e L(H), alors
T=0 <= VYo,ye H : (Tx,y)=0.
Dans le cas d'un espace de Hilbert complexe, ceci peut étre amélioré :

LEMME 1.5. Soit H un espace de Hilbert complexe, et soit T : H — H une
application linéaire. Si on a {Tu,uy =0 pour tout u € H, alors T = 0.

Démonstration. Si x,y € H, alors
0=T(z+y),z+y)=Tz,x)+{Ta,y)+{Ty,z) +{Ty,y)
= Tz,y) + Ty, x);
donc (Tz,y) = —(Ty,x). En remplagant y par iy, on obtient —i(T'z,yy = —i{Ty, ),

i.e. (Tx,yy = (Ty,x). Ainsi, on a en fait (T'x,y) = 0 pour tous z,y € H, et donc
T=0. ]

Remarque. Le résultat est faux sur un espace de Hilbert réel : il suffit de considérer
H :=R? et de prendre pour T une rotation d’angle +5-

1.3. Adjoint d’un opérateur hilbertien.
RAPPEL. Soient Hi, Hy des espaces de Hilbert. Si T € L(H;y, Hs), il existe un
unique opérateur T € L(Hs, Hy) tel que
V(z,y) € Hy x Hy : (Tx,y) =z, T*y).
On dit que T* est 'adjoint (hilbertien) de 'opérateur 7'

EXEMPLE 1. Dans le cas “trivial” Hy = C = Hay, tout opérateur T € L(C) est de
la forme T = AI pour un certain A € C, et on a alors 7% = \I. Autrement dit, dans ce
cas trivial 'opération de passage a I’adjoint s’identifie & la conjugaison complexe. Dans
le cas d’un espace de Hilbert complexe H général, il est utile de garder a l’esprit que
Popération de passage a l'adjoint sur £L(H) est 'analogue de la conjugaison complexe.

EXeEMPLE 2. Si T € £(K%) a pour matrice A = (ai’j)1<”<d, alors T* € L(K%) a

; ¥ . (g
pour matrice A* := (aﬂﬂ)lsz’,jgd'

PROPRIETES FORMELLES. L’ opération de “passage d l'adjoint” posséde les pro-
priétés suivantes.

(i) (A+ B)* = A* + B*.
(i) (VNA)* = XA* si e K.
(iii) (AB ) = B*A*.

(iv) I* =
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(v) (T%)* =T.
(vi) 7] = [T
Démonstration. Les points (i), ..., (v) sont des exos tres faciles. Pour (vi), on écrit

|7 = sup{KT*y, )l [yl =1 = |z} = sup{KKy, Tx)]; |y =1 = [} = |T].
O

REMARQUE. De (iii), (iv) et (v) on déduit qu'un opérateur T' € L(Hy, Hy) est
inversible si et seulement si T* est inversible, et qu’on a alors (T~1)* = (T%)~1.

LEMME 1.6. Si T € L(Hy, Ha), alors |T*T| = |T|>.

Démonstration. D’abord, |T*T| < |T| |T*| = |T|*. Ensuite, |Tz|? = (Tz,Tz) =
(T*Tx,z) < |T*Tz|| |z| < |T*T| |z||* pour tout z € H, donc |T|?> < |T*T|. O

PROPOSITION 1.7. Si T € L(Hy, Hs), alors ker(T*) = Im(T)* et Im(T*) =
ker(T)*.

Démonstration. Par définition, si y € Hs, alors
y€eker(T*) < Vee H : {T"y,xz)=0
— YreH : {y,Tz)=0 «— yeIm(T)L
Donc ker(T*) = Im(T)" ; et donc ker(T)+ = (Im(T”‘)l)L = Im(T*) en appliquant ceci
aT*, ]

4l
COROLLAIRE 1.8. Pour tout opérateur T € L(Hy, H2), on a Hy = ker(T') ® Im(T*)

et Hy = ker(T%) é Im(T).

COROLLAIRE 1.9. Si T € L(Hy, Ha) alors (T* injectif) < (T a image dense),
et (T injectif) <= (T™ a image dense).

COROLLAIRE 1.10. PourT € L(H1, H2), les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) T est inversible ;

(ii) T et T* sont des plongements.

Démonstration. SiT est inversible alors T est certainement un plongement, et donc
T* est lui aussi un plongement car T* est inversible. Inversement, supposons que T et
T* soient des plongements. Alors T est injectif, Im(7") est fermé dans Hy car Hy est
complet, et Im(7") est dense dans Hs car T* est injectif; donc T est en fait bijectif.
Comme T est un plongement, 77! est continu; donc T est inversible. ]

1.4. Matrices infinies. Dans cette section, H est I’espace de Hilbert ¢ := (?(N),
et on note (e;);en la base canonique de ¢2. Six = (zg,21,...) € 2, on adonc z; = {z,¢€;)
pour tout 1 € N; et z = Z?io x;e;, ol la série converge dans £2.

DEFINITION 1.11. Si T € L(¢?), la matrice de T relativement a (e;) est la
matrice infinie A := ((Te;, ei>)m.eN.

REMARQUE 1.12. Un opérateur T € L£(¢?) est entierement déterminé par sa matrice.
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Démonstration. Si Ty, T» ont la méme matrice, alors (Tyu, v) = (Thu,v) pour tous
u, v € cgp 1= vect {ei; 1€ N} par linéarité, donc (Tyx,y) = (Tox,y) pour tous x,y € >
par continuité car coy est dense dans ¢2, et donc T} = Tb. [l
REMARQUE 1.13. Si T € £(¢*) a pour matrice A = (a; ;)i jen relativement a (e;),

alors T* a pour matrice A* := (aj,l-) En particulier, on a

4,jEN’
a0 a0

VieN : > aiif* = [Tej|* <oo et VieN : > aj;|* = [T%e]* < oo
i=0 j=0

Démonstration. Exo. O

REMARQUE 1.14. Si T € L(¢?) a pour matrice A = (a; ;) relativement a (e;), alors
0
Vrel® VieN : (Tz); = Z a; jxj, ou la série converge absolument.
j=0

, . 0 N s .
Démonstration. On a x = ijo xj ej ou la série converge dans £?; donc, par conti-
nuité de T' et du produit scalaire, on peut écrire

[0s} ['s)
(TZL‘)Z' = <T33‘, €i> = Z ij <T€j, €i> = Z ai,jxj.
§=0 J=0

La série converge absolument car Z;O:[) |ai j|* < o0 et Z;io |z < o0. O

2. Quelques exemples

2.1. Projections orthogonales.

RAPPEL. Soit H un espace de Hilbert, et soit F/ un sous-espace fermé de H. Pour
tout z € H, il existe un unique z € F tel que (z — z) L E; et ce z est caractérisé par
le fait que z € E et |z — z|| = dist(z, E). Notation : z = pg(z). On dit que pg(z) est
le projeté orthogonal de x sur E.

PROPRIETES. Soit p:= pg: H — H. Alors p posséde les propriétés suivantes.
e p est linéaire et p* = p.
* p est continue et ||p| = 1.
s Vo,ye H : {px,y) = {pr,py) = {x,py); donc p* = p.
eVoe H : (pr,x) = |jpz||* = 0.

Démonstration. Exo. O

LEMME 2.1. Soit pe L(H). Alors p est une projection orthogonale si et seulement
sip? =p et p* =p.

Démonstration. Une implication a déja été vue. Inversement, supposons que p* =
p = p?. Comme p? = p, on a Im(p) = ker(I — p) et H = ker(p) @ Im(p) ; et comme
p* = p, on a ker(p) = ker(p*) = Im(p)*. Donc p est une projection orthogonale. O

REMARQUE. Soit H un espace de Hilbert, et soit £ un sous-espace fermé de H.
Soit 7w : H — E la projection orthogonale de H sur F, considérée comme un opérateur
de H dans E. Alors m* est 'injection canonique E — H.

Démonstration. Exo. O
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2.2. Opérateurs diagonaux, opérateurs de multiplication.

LEMME 2.2. Sia = (a;)ien € {°(N), on définit un opérateur borné A, : £2(N) —
?%(N) en posant

Ay = (agxo,a1my, a9z ...) pour x = (To,x1,T2,...) € £2(N).

On a |Aq] = |aeo = sup;sq |ai|. La matrice de A, dans la base canonique de (* est la
matrice diagonale
ao
a
D, := as
Démonstration. Exo. g

LEMME 2.3. Soit (2,8, m) un espace mesuré. Si ¢ € L*(Q,m), on définit un
opérateur borné My : L?(Q,m) — L*(Q,m) en posant Myf := ¢f pour toute f €
L2(Q,m). On a |My| < |@lo, et [My] = |¢]o si la mesure m est sigma-finie.

Démonstration. Le fait que M, soit un opérateur borné avec [My| < [¢]o est
laissé en exo.
Montrons que |[My| = |¢|o si m est sigma-finie. Soit o < [¢| quelconque. Par
définition de la norme | - ||o, ’ensemble A := {|¢| > a} vérifie m(A) > 0. Comme
la mesure m est sigma-finie, on peut trouver £ < A tel que 0 < m(E) < o. Alors
fi=1ge LA\{0}, et [Myf|3 = §,|¢]> dm = o®>m(E) = o?| f||3. Ainsi, on a [ My = a
pour tout a < ||¢] 0. O

REMARQUE. Les opérateurs diagonaux A, sont des cas particuliers d’opérateurs
de multiplication : si on prend €2 = N avec pour m la mesure de comptage, alors
L2(Q,m) = (2(N) et My = Ay ot a := (¢(n))nen-

EXERCICE. On a MgMy, = Mgy = MyMg et (Mg)* = Mg pour toutes ¢, ¢ € L.

2.3. Shifts.

DEFINITION 2.4. Le “forward shift” sur (2(N) est l'opérateur S : £?(N) — (?(N)
défini par
S(zo, 1, z2,...) = (0,20, 21, 22,...)
Le “backward shift” B est défini par

B(l’o,l‘l,x‘g,.. ) = (:Cl,xg,...)

On a ainsi
Se; = e;41 pour tout i € N,
Beg =0 et Be; =¢€;_1 pourt=1.
Matriciellement :
0 0 1
10 01
S~ 1 et B~ 0 1

0
1



2. QUELQUES EXEMPLES 13

LEMME 2.5. Les opérateurs S et B possedent les propriétés suivantes.

o S est une isométrie, i.e. |Sz|| = |z| pour tout x € ? .
« |B| =1
e S* = B.
e BS=1.

e B est surjectif et ker(B) = [eg].
o S est injectif et Tm(S) = [en; n = 1] = [eo] ™.

Démonstration. Exo. O

REMARQUE. Précisons une notation qu’on aura l'occasion de ré-utiliser : si (;);er
est une famille d’éléments d’un espace vectoriel normé X, on note [x;; i € I] le sous-
espace vectoriel fermé de X engendré par les z; :

[zi; 1€ I]:=vect {x;; i € I}.

Pour une famille finie (z1,...,2n), on a [z1,...,25] = vect (z1,...,zN) car tout
sous-espace vectoriel de dimension finie est fermé dans X.

DEFINITION 2.6. Le “forward shift” S et le “backward shift” B sur (*(Z) sont les
opérateurs sur (*(Z) définis par

Se; :=e;11 et Be; :=¢e;_1 pour tout i € Z.
Autrement dit, si x = (z;)iez € 1*(Z), alors

St = (xi—1)iez et Bx = (zi4+1)iez-

LEMME 2.7. Les shifts B et S sur ¢*(Z) sont des isométries bijectives inverses l’une
de lautre.

Démonstration. Exo. O

REMARQUE. Plus généralement, si H est un espace de Hilbert quelconque, on peut
définir les shifts canoniques B et S sur ¢2(N, H) et ¢*(Z, H).

2.4. Opérateurs a noyaux. Dans cette section (2,9, m) est un espace mesuré,

et on suppose que la mesure m est sigma-finie pour pouvoir appliquer le Théoreme de
Fubini. .

DEFINITION 2.8. Un noyau sur ) est une fonction mesurable K : Q x Q — C.

NOTATION. Soit K : 2 x Q@ — C un noyau sur €. Si f: Q — C est une fonction
mesurable et si x € Q est tel que la fonction y — K (x,y)f(y) est intégrable sur €2, on
pose

Tif(a) = || Ko ) dm(y).
DEFINITION 2.9. On dit qu’un noyau K : QxQ — C définit un opérateur borné
sur L*(Q,m) si
e pour toute f € L*(Q,m), la fonction T f est bien définie m-presque partout ;
o Ti f e L?(2,m) pour toute f € L*(Q,m) ;
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o Uapplication linéaire Ty : L*(2,m) — L%*(Q2,m) est continue.

REMARQUE 2.10. Si Q = N et si m est la mesure de comptage, alors L?(Q,m) =
?%(N) et “presque partout” veut dire “partout”. Donc, un noyau K : N x N — C définit

un opérateur borné sur L?(N,m) exactement quand la matrice A := (K (1, j))ijeN est

la matrice d’un opérateur borné sur £? (cf la Remarque 1.14.)

DEFINITION 2.11. On dit qu’un noyau K : Q x Q — C est absolument L? - borné
s’il existe une constante M < oo telle que

vre @) s [ ([ 1K@l an ))Qdm )< [ 170 Pdm(y).

EXEMPLE 2.12. Si K € L?(Q x Q,m®m), alors K est absolument L?-borné avec
constante M := ||K|?%,.

Démonstration. Application “mécanique” de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et du
Théoréme de Fubini (exo). O

LEMME 2.13. Si K : QxQ — C est un noyau absolument L? - borné, avec constante
M, alors K définit un opérateur borné sur L*(Q,m) avec |Tx| < VM.

Démonstration. Soit f € L*(Q,m). Pour x € §, posons

0)i= | 1K) )] dmy).

Comme la mesure m est sigma-finie, ® est une fonction mesurable a valeurs dans
[0, OO] (c’est un petit bout de 1’énoncé du Théoreme de Fubini). Par hypothese, on a
§o @(2)? dm(z) < M||f[3 < . Donc ®(x) < o pp, et donc Tk f(z) est bien défini
presque partout. Par définition de ®, on a [Tk f(z)| < ®(z) pp, donc Tk f € L? et
ITw f15 < |@[5 < M| f]3. O

COROLLAIRE 2.14. Si K € L?(2 x Q,m ® m), alors K définit un opérateur borné
sur L2(Q,m) avec |Tk| < |K| 2. En particulier, si A = (ai»j)ijeN est une matrice

infinie telle que ij:o la; j|* < o0, alors A est la matrice d’un opérateur borné sur
?(N).

REMARQUE 2.15. Si K : Q@ — Q — C est un noyau absolument L?-borné, et

si le “noyau adjoint” K*(x,y) := K(y,x) est lui aussi absolument L?-borné, alors
(Tk)* = Tk
Démonstration. Exo. O

THEOREME 2.16. (test de Schur)
Soit K : Q2 x Q — C un noyau. On suppose qu’il existe deux fonctions mesurables
strictement positives wi, ws : 2 — R et deux constantes C1,Co < 0 telles que

e Ve e : §o|K(x y)lw(y) dn(y) < Crwa(y);
o Vye : (o |K(z,y)| wa(x)dm(z) < Cow(y).
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Alors K est absolument L?-borné avec constante M := C1Cy, et donc K définit un
opérateur borné sur L?(Q,m) avec |Txk| < v/C1Ca.

Démonstration. Soit f € L*(R). Pour tout € , on a

. 1/2
[ 1K s am) - fQ(|K<x,y>|wl<y>)”2x(M) ()] dm(y)

w1(y)
1/2 1/2
1K (z,y)|
< ([ xGatamanm) ([ B850 pane))
K (,y)| v
crua ([ E ) pamn )

Donc (par Fubini)

f(f (K () (5) dim(y >)2dm<x>
<afwo ([, 555
S

< G0y j F)P dm(

W f(9) Py )) dm(z)

xr,y
W)
( [ 15 ts(o) e >) dm(y)

COROLLAIRE 2.17. S’il existe deux constantes Cq et Uy telles que
Ve : f |K (z,y)|dm(y) < Cy et VyeQ : J |K (z,y)] dm(x) < Cy,
Q Q
alors K est absolument L?-borné avec constante C1Cs, et donc définit un opérateur
borné sur L?(Q,m) avec |Tk| < /C1Co.
Démonstration. On applique le test de Schur avec wi(t) := 1 = wa(t). O

EXEMPLE 2.18. Soit k € L'(R) et soit K : R x R — C définie par K(z,y) :=
k(x —y). Si f: Q — C est mesurable, alors

Ty f(x) = jR k(e — o) f(y) dy = k* f(2)

en tout point € R ol ceci a un sens. On a Vo € R : (3 |k(z — y)|dy = |k[1 et
Vy e R : (,|k(y — 2)|dz = |k|i. Donc K définit un opérateur borné sur L? avec
ITk| < /|k]1 x [|k]|1 = |k]l1. Autrement dit : si f € L?(R) alors k * f est bien définie
presque partout et appartient & L?(R), avec

[k Fllz < 1R 1L ]2
Remarque. Le noyau K (z,y) = k(x — y) n’appartient pas & L*(R x R).

EXERCICE. Imaginer un “test de Schur LP” pour 1 < p < o0, et vérifier qu’il
s’applique pour la convolution L!-LP.
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EXEMPLE 2.19. Soit A = (am)ijeN une matrice infinie. S’il existe r < 1 tel que

Vi,jeN : |a | < rPi

alors A définit un opérateur borné sur ¢2(N) avec |A| < HL.

i jeN est absolu-
ment L%-bornée avec constante (1:’;) . Comme A, est symétrique, il suffit donc de
vérifier que

Démonstration. 11 suffit de montrer que la matrice A, := (r'j_i‘)

VieN ; gw ks
-Tr

Il faut juste accepter de faire le calcul :

Z l7—il — Z ri— 3_1_27«]1

7=0 0<jy<i

3. Classes importantes d’opérateurs
3.1. Opérateurs auto-adjoints.

DEFINITION 3.1. Un opérateur T € L(H) est dit auto-adjoint si T* =T ; autre-
ment dit, si

Ve,ye H « (Tz,y) =z, Ty).
EXEMPLES.

(1) Soit My un opérateur de multiplication sur L?(Q,m). Alors My est auto-
adjoint si et seulement si la fonction ¢ est pp a valeurs réelles.

(2) Soit (2,8, m) un espace mesuré, et soit K : 2 x £ un noyau absolument L>-
borné tel que le noyau adjoint K*(z,y) := K(y,z) est lui aussi absolument

L2-borné. Alors Tk est autoadjoint si et seulement si K (y,z) = K(z,y) pp
sur €2 x Q.

Remarque. Si T € L(H) est auto-adjoint, alors (T'z, z) € R pour tout = € H.

FEzercice. Soit H un espace de Hilbert complexe. Montrer que si T' € L(H) est
auto-adjoint, alors les valeurs propres éventuelles de T" sont réelles.

Comme 'opération de passage a I’adjoint est 'analogue de la conjugaison complexe,
les opérateurs auto-adjoints sont aux opérateurs généraux ce que les nombres réels sont
aux nombres complexes. Le lemme suivant n’est donc pas surprenant.
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LEMME 3.2. Soit H un espace de Hilbert complexe. Si T' € L(H), alors T peut
s’écrire de maniere unique sous la forme T = A+ iB, ou A, B sont auto-adjoints. Si
de plus AB = BA, alors T*T = A2+ B? etVre H : |Tx|? = |Az|? + | Bx|?.

Démonstration. SiT = A+iB avec A et B auto-adjoints, alors T* = A—iB; donc
on doit avoir A = T+2T* et B = T—%T*. Inversement A et B donnés par ces formules
conviennent.

Supposons que AB = BA. Comme A et B sont auto-adjoints, on a alors T*T =
(A—iB)(A+iB) = A2+ B? = A*A+ B*B, donc Vo € H : |Tx|? = (T*Tz,x) =
(A*Ax,z) + (B*Bx,z) = |Az|? + | Bz|*. O

COROLLAIRE 3.3. Soit H un espace de Hilbert complexe. Un opérateur T € L(H)
est auto-adjoint si et seulement si (T'z,x) € R pour tout x € H.

Démonstration. Supposons que {(Tx,z) € R pour tout x € H, et écrivons T =
A + iB avec A et B auto-adjoints. Alors (Tx,z) = (Ax,z) + i(Bz,x) pour tout
x € H. Comme A et B sont auto-adjoint, on a (Az,z) € R et (Bx,z) € R. On a donc
nécessairement (Bz,x) = 0 pour tout z € H. Donc B = 0 d’aprés le Lemme 1.5; et
donc T = A est auto-adjoint. O

PROPOSITION 3.4. Si T € L(H) est auto-adjoint, alors
|7 = sup { KTz, z)l; =] = 1}.

Démonstration. Posons M := sup {|[{T'z,z); |lz| = 1}. On a évidemment M < |T.
Pour 'inégalité inverse, il suffit de montrer qu’on a |[(T'z,y)| < M pour tous z,y € H
vérifiant ||z = 1 = |y|.

Comme T est auto-adjoint, on a (exo)

(T(x+y),r+y)={Tr,r)+ 2Re{Tx,y) +{Ty,y);
et de méme

T(x—y),z—y)={Tx,x)y —2Re{Tz,y) + {(Ty,y).
En retranchant ces deux identités, on obtient

ARe(Tz,yy = (T(x +y),z +y) —{T(xr —y),x — y).

Donc
1 M
Re(Tz,y) < 1 (M |z +y|* + M |z —y[?) = 7(“96“2 + lyl?) = M.

Maintenant, soit w € K tel que |w| = 1 et [Tz, y)| = w{(Tz,y). Comme ||lwz| =1 = |y|,
on a

(Ta,y)| = (T(wz),y) = Re(T(wr),y) < M.
O

COROLLAIRE 3.5. Si A, B € L(H) sont auto-adjoints et si on a (Azx,z) = (Bx,x)
pour tout x € H, alors A = B.

Démonstration. L’opérateur T := B — A est auto-adjoint et {(T'xz,z) = 0 pour tout
x € H, donc [T = 0. O
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3.2. Opérateurs positifs.

DEFINITION 3.6. Soit H un espace de Hilbert. On dit qu’un opérateur T € L(H)
est positif si T est auto-adjoint et Ve € H : (Tx,z) > 0. On écrit alors T > 0.

EXEMPLES.
(1) Toute projection orthogonale est un opérateur positif.

(2) Soit (£2,B,m) un espace mesuré sigma-finie., et soit L? := L2(Q,B, m). Un
opérateur de multiplication My : L? — L? est positif si et seulement si la
fonction ¢ est pp & valeurs dans R™.

Démonstration. Exo. O

Ezercice. Montrer que si T' € L(H) est un opérateur positif, alors les valeurs propres
éventuelles de T sont = 0.

LEMME 3.7. Si T € L(H, H3), alors T*T > 0.

Démonstration. L’opérateur T*T € L(H7) est bien défini puisque T" va de H; dans
Hy et T* va de Hy dans Hj; il est auto-adjoint car (T™*7T)* = T*(T*)* = T*T; et
(T*Tz,ry = {(Tx,Tx) = |Tx|? = 0 pour tout x € Hj. O

LEMME 3.8. Pour tout T € L(Hy, Hs), on a l’équivalence
IT| <1 < I-T*T > 0.

Démonstration. Comme I —T*T est auto-adjoint, il s’agit de montrer que ||T'| <1
si et seulement si ((I —T*T)x,z) = 0 pour tout x € H;. Mais (I —T*T)z,z) =
(w,2) —(T*Tx,r) = ||z|* — |Tx|?, donc tout est clair. O

PROPOSITION 3.9. Si T € L(H) est un opérateur positif, alors

Va,y e H o (Ta,y)| < (Tw,a)!(Ty, ).

Démonstration. C’est 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour la forme hermitienne > 0
définie par B(zx,y) := (Tz,y). O

COROLLAIRE 3.10. Si T € L(H) est = 0, alors

Vee H : |Tx| < |T)"?(Tx, )2
Démonstration. Par la proposition, on a [(T'z,y)| < <T£U,$>1/2 x (|7 HyHQ)l/2 =

|T(V/2 <Tx,x>1/2||y|| pour tout y € H. O
COROLLAIRE 3.11. Si T € L(H) est positif, alors
ker(T) = {z € H;{Tx,z) = 0}.

Démonstration. Micro-exo. n
COROLLAIRE 3.12. Si T € L(Hy, Hy) vérifie |T| < 1, alors

ker(I — TT) = {=; |Tx| = o] }.

Démonstration. Exo. O
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3.3. Isométries, opérateurs unitaires.

DEFINITION 3.13. Soit T € L(Hy, Hs). On dit que T est une isométrie si on a
|Tz| = |z| pour tout x € H ; et on dit que T est unitaire si T est une isométrie
bijective.

Remarque 1. Si T est unitaire, alors T~! est aussi unitaire; et si 77 et Ty sont
unitaires, alors 7175 est unitaire. Donc les opérateurs unitaires forment un groupe,
qu’on appelle assez logiquement le groupe unitaire de H.

Remarque 2. Si T : Hi — Hs est unitaire, alors T' change toute base hilbertienne
de H; en une base hilbertienne de Hs. Inversement, si T' change une base hilbertienne
de H; en une base hilbertienne de Hs, alors T' est unitaire.

Démonstration. Exo. (Pour la leére partie, on a besoin du Lemme 3.14.) O

EXEMPLES.

(1) Si Hy = K% = H,, alors “isométrie” <= “unitaire”.

(2) Le forward shift S sur £2(N) est une isométrie, non unitaire.
(3) Les shifts B et S sur £?(Z) sont des opérateurs unitaires.
(4)

4) Un opérateur de multiplication My : L? — L? est unitaire si et seulement si

|6(z)| =1 pp.
(5) Pour f e L%(T), notons f(n) les coefficients de Fourier de f :
WneZ : f(n) = J f(z2)z7"dm(z) = JQﬂ f(e?) e .
. T 0 21

La transformation de Fourier L%(T) 3 f ~ ( 1 (n))nez est un opérateur unitaire
de L*(T) sur (*(Z).

(6) La transformation de Fourier-Plancherel F : L?(R) — L?(R) est un opérateur
unitaire.

Démonstration. Exo. O

LEMME 3.14. Si T € L(Hi, Ha) est une isométrie, alors (T'x,Ty) = {x,y) pour
tous x,y € Hy.

Démonstration. Pour tous u,v € H, on a
| +v|? — |u—v|?* = 4Re {(u, v).
Donc, par linéarité,
1Re (T, Ty) = |T(w + y)|? = |T(x — y)|? = o + yI? — |2 — y|* = 4Re(z, y).

Ainsi, on a Re (T'z, Ty) = Re{x,y) pour tous z,y € H. En changeant y en iy si K = C,
on obtient aussi Im (T'z, Ty) = Im(x, y), d’ou finalement (Txz, Ty) = {x,y). O

LEMME 3.15. Soit T € L(H1, Ha).
(a) T est une isométrie si et seulement si T*T = I.

(b) T est unitaire si et seulement si T est inversible et T~ = T* i.e. T*T = I =
TT*.
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Démonstration. (a) Si T est une isométrie, on a en particulier |T'| = 1); donc
ker(I — T*T) = {x € Hy; |Tz| = |z|} = Hi, et donc T*T = I. Inversement, si
T*T = I, alors ||Tz||> = (T*Tz,x) = ||z|* pour tout x € Hj.

(b) Si T est unitaire alors T~! est une isométrie, donc (T~ 1u, T~'v) = (u, v) pour tous
u,v € Hy. Donc, si x € Hy et y € Hy, alors (T'z,y) = (T~ Tz, T~'y) = (x, T 'y); et
donc T—! = T*. Inversement, si T*T = I = TT*, alors T est une isométrie par (a), et
T est inversible. O

COROLLAIRE 3.16. T est unitaire st et seulement st T et T* sont des isométries.

DEFINITION 3.17. Soient Ty € L(H3) et Ty € L(Hz). On dit que Ty et Ty sont
unitairement équivalents s’il existe un opérateur unitaire U : Hy — Hy tel que
ToU = UTy, ice. Ty = U\ ThU = U*THU.

EXEMPLE 1. Un opérateur T € L£L(K?) est diagonalisable en base orthononormée
si et seulement si T est unitairement équivalent a un opérateur diagonal. Si H est
un Hilbert séparable de dimension infinie, un opérateur 7" € L(H) est unitairement
équivalent & un opérateur diagonal D € L(£?) si et seulement si T est diagonalisable
en base orthonormée, i.e. H possede une base hilbertienne formée de vecteurs propres
pour T'.

EXEMPLE 2. Soit z € L(T) la fonction z + 2. L’opérateur M, : L?(T) — L*(T)
est unitairement équivalent au forward shift S : (2(Z) — (*(Z).

Démonstration. Si f € L*(T), alors

—~ ~

VneZ : zf(n) = f zf(z)z""dm(z) = f f(2)z " Vdm(z) = f(n—1).
T T
Autrement dit, en notant F : L?(T) — ¢*(Z) la transformation de Fourier, on a
F(M,f) = S(Ff) pour toute f € L?(T); et donc M, = F~1SF. O
3.4. Opérateurs normaux.
DEFINITION 3.18. Un opérateur T € L(H) est dit normal si on a T*T = TT*.

EXEMPLES.
(1) Tout opérateur auto-adjoint est normal.
(2) Tout opérateur unitaire est normal.

(3) Tout opérateur de multiplication My : L? — L? est normal.

LEMME 3.19. Un opérateur T € L(H) est normal si seulement si il s’écrit T =
A+ iB avec A et B auto-adjoints et AB = BA.

Démonstration. SiT = A+iB avec A et B auto-adjoints, alors T*T = (A—iB)(A+
iB) = (A2 4+ B?) +i(AB— BA) et TT* = (A+iB)(A—iB) = A2 + B2 —i(AB — BA).
Donc T est normal si eut seulement si (AB — BA) = —(AB—BA),i.e. AB=BA. O

LEMME 3.20. Un opérateur T € L(H) est normal si seulement si |Tz| = |T*z|
pour tout x € H.

Démonstration. Comme T*T et TT* sont auto-adjoints, on a T*T = TT* si et
seulement si (T*Tx,xy = (TT*z,x) pour tout x € H, i.e. |[Tx|? = |T*z|?. O
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COROLLAIRE 3.21. Si T € L(H) est normal, alors ker(T*) = ker(T).

Démonstration. C’est évident. O

L
COROLLAIRE 3.22. Si T € L(H) est normal, alors H = ker(T') @ Im(T).

1
Démonstration. On a H = ker(T™) @ Im(T") pour tout opérateur T' € L(H), et
ker(T*) = ker(T) si T est normal. O

4. Théoréme ergodique de von Neumann

On sait bien que si A € C vérifie |\| < 1, alors

1 ikk noow [0 siA#1
n+1 1 siaA=1

k=0
Le théoreme suivante est une généralisation “opératorielle” qui a de trés nombreuses
applications.

THEOREME 4.1. Soit H un espace de Hilbert, et soit T € L(H) vérifiant |T| < 1.

Pour n € N, posons
n

1
A, = T*.
" n+1];0

Pour tout x € H, la suite (A,x) converge vers px, ot p est la projection orhogonale
sur ker(T' —1).

Démonstration.
B
FAIT 1. On a H = ker(T — I) & Im(T — 1).
Preuve du Fait 1. 11 suffit de montrer que ker(T —I) = Im(T — I)* ; autrement dit
que ker(T' — I) = ker((T' — I)*), i.e. ker(T — I) = ker(T* — I).
Si x € H vérifie Tx = z, alors |Tz|? = |z||?, autrement dit ((I — T*T)z,x) = 0.
Comme I —T*T > 0 puisque |T|| <1, on a donc (I —T*T)x =0, i.e. T*Tx = x; et

donc T*x = x puisque Tz = x. Ainsi, ker(/ —T') < ker(I —T™*); et en appliquant ceci
a T* (qui vérifie |T*|| = |T| < 1), on obtient autre inclusion.

Si on ne veut pas utiliser la notion d’opérateur positif, voici un preuve directe du fait
que ker(T' — I) = ker(T* — I). Si z € H, alors

|(1 = T%)z|? = [2]* - 2Re (&, T*z) + |T*z|
<2(|z|* = Redz, T*x))  car |T*| = |T| <1
= 2(H:EH2 — Re(Tz,2)).

Si Tx = =z, on obtient donc [[(I — T*)z|? < 0, i.e. T*z = z. Donc ker(T — I)
ker(T* — I); et l'inclusion inverse en appliquant ceci a T*.

Oin

Farr 2. |A, (T —1I)|| — 0 quand n — o, et donc A,,v — 0 pour tout v € Im(T —I).

Prewve du Fait 2. Ona A, (T—1I) = n%rl (Sr_o TF =% TF) = %H(T”H_[)?

donc [ 4,(T — )] < 72y car [T < [T+ < 1. 0
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Par le Fait 2 et comme [A,| < -5 Y7 ([T%| < 1 pour tout n € N, on voit

(exo0) que A,v — 0 pour tout v € Im(7" — I). Comme évidemment A,u = u pour tout
u € ker(I —T), on en déduit que A,z — px pour tout x € H d’apres le Fait 1. O

COROLLAIRE 4.2. Soit (2,8, m) un espace mesuré, et soit ¢ : Q@ — Q une appli-
cation mesurable préservant la mesure m, i.e. telle que

m (¢ (B)) = m(E) pour tout ensemble mesurable E < Q.
Pour k € N, posons ¢F := ¢o---0¢. Alors, pour toute f € L? := L*(Q,m), les fonctions
f ok sont dans L? et la suite
1 k
= Y fos
k:=0

n+1

converge en norme L? vers une fonction ]? telle que fo ¢ = fpp.

Démonstration. Comme ¢ préserve la mesure m, on voit que si f1 et fo sont deux
fonctions mesurables égales m-pp, alors fi1 o ¢ et fo o ¢ sont également égale m-pp
(exo). Donc, si f € L?(Q2,m), alors V f := f o ¢ est bien définie pp.

Notons £ n L? 'ensemble des fonctions étagées appartenant & L2. On sait que €& n L?
est dense dans L?. Si f € £ n L? et si on écrit

N
f= Z cilg, avec des E; disjoints,
i=1

alors
N
Vf= Z cily—1(E;) et les ¢~ 1(E;) sont disjoints.
i=1

Donc
N N

2 2 -1 2 2
VI3 =) leilPm(e™ (B:) = ), lesl*m(E:) = | f]5.
i=1 i=1
Comme £ n L? est dense dans L?, on en déduit que V envoie L? dans L? et est méme
une isométrie. En particulier, [V < 1.
Si f € L? est quelconque, alors f, = %HZZZO VEf. Dapres le théorémeNappliqué
avec H := L? et T := V, on déduit que (f,) converge en norme L? vers f, projeté
orthogonal de f sur ker(V — I); ce qui donne le résultat souhaité. O

5. Racine carrée d’un opérateur positif

THEOREME 5.1. Si A € L(H) est un opérateur positif, alors il existe un unique
opérateur positif S tel que S?> = A. On dit que S est la racine carré de A, et on écrit

S =+A.

Démonstration. On peut supposer que ||Al| < 1. Alors B := [— A vérifie 0 < B < I,
et en particulier |1 — A < 1.

Farr 1. Soit A l’ensemble des fonctions f : [—1,1] — R de la forme f(t) =
> ant™ avec > |a,| < . Pour tout T € L(H) auto-adjoint tel que [T < 1 et
pour toute f € A, f(t) = > ant", la série > a,T™ converge dans L(H) et on peut
donc poser f(T) := " ja,T". Si f,g€ A, alors fge Aet (fg)(T) = f(T)g(T).
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Preuve du Fait 1. Exo. O

FarT 2. 11 existe une suite (¢y,),>1 de nombres réels > 0 telle que Zle e, =1et

Ve [-1,1] : V1—t=1=YFcpt™

Preuve du Fait 2. On sait que le développement en série entiere de /1 + u sur
I'intervalle | — 1, 1] est

e 3 (P S ()

n=1

est > 0 sin > 1 est impair et < 0 si n est pair.

De plus (17/12) _ 1/2(1/2-1)--(1/2-n+1)

n!
Donc ¢, := (—1)"*! (17/3) est = 0 pour tout n > 1, et

e e}
Vte]-L1[ : VI—t=1- ) cut™
n=1

Comme les ¢, sont > 0, on a lim,_, - Z;‘Lozl cpt™ = Zle ¢, par convergence monotone.
Donc >,°_; ¢p = 1 par continuité de /1 — ¢ en 1. En particulier >, ¢, < 00, donc la
série > ¢,t" converge normalement sur [—1, 1], et donc la formule précédente est aussi
valable pour ¢ = —1 par continuité. O

Soit f:[—1,1] — R définie par f(t) := +/1 —t. Par les Faits 1 et 2 et comme | B| < 1,
on peut poser S := f(B) =1->"_, ¢,B". Comme B* = Bet c, € R,onaS*=5.Si
v € H, alors (Sz,2) — [o]? = 1ty cn(B2,) > o2 — X7, el B Jo]? car c, > 0,
et donc (Sz,z) = (1 — X7, ¢,) |z|? = 0 car | B|| < 1. Donc l'opérateur S est positif.
Enfin, par le Fait 1 et comme f(t)2=1—t,ona S? = f2(B) =1 - B = A.

On a donc montré l'existence d’'un opérateur S > 0 tel que S? = A. De plus, S est
limite d’une suite de polynémes en A, donc S commute avec tout opérateur 7' € L(H)
tel que TA = AT (exo).

Soit maintenant T’ un autre opérateur > 0 tel que T? = A. Alors TA = T2 = AT, donc
TS = ST. Comme T? = S2, on en déduit (T — S)(T +S) = 0. On a donc Im(T + S)
ker(T — S). Mais comme S et T sont > 0, on a aussi Im(T + S)* = ker(T + §) =
ker(T') nker(S), car si (S+T)x =0, alors 0 = Tz + Sz, z) = (Tz,x) + {(Sz,z), donc
(Tx,xy = 0 = (Sx,z) car les deux termes sont > 0, et donc Tx = 0 = Sz ; donc
certainement Im(7T + S)* < ker(T — S). Au total, T — S = 0 sur Im(T + S) et sur
Im(T + S)*, donc T — S = 0. O

REMARQUE 5.2. La preuve du théoréme a montré que v/A est limite d’une suite de
polynomes en A, et donc v/A commute avec tout opérateur T € L(H) tel que TA = AT.

NOTATION. Si T € L(H), on pose |T| := vVT*T.

LEMME 5.3. Si T € L(H), alors Vx € H : ||T|z| = |Tz|. En particulier,
ker(|T|) = ker(T).

Démonstration. On a |||T|z|? = {|T|*|T |z, z) = (T|*x,z) = (T*Tx,x) = |Tx|>.
O
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6. Décomposition polaire

On sait bien que tout nombre complexe z peut s’écrire sous la forme z = re®?. Dans
cette section, on va généraliser cela aux opérateurs hilbertiens.

DEFINITION 6.1. Soit W € L(H). On dit que W est une isométrie partielle si
la restriction de W a ker(W)* est une isométrie.

Remarque. Evidemment, toute isométrie est une isométrie partielle.

Exemple. Le backward shift B sur £2(N) est une isométrie partielle : on a ker(B) =
[eo], donc ker(B): = [en; n = 1]5 et si @ = Y, apen € ker(B)!, alors Bz =
Yins1@nen—1 et donc [Bz|? =3, oy lon]” = 2],

LEMME 6.2. Soit W € L(H). Alors W est une isométrie partielle si et seulement

si W*W est une projection ; et dans ce cas, W*W est la projection orthogonale sur
ker(W)+.

Démonstration. Supposons que W soit une isométrie partielle, et posons F :=
ker(W)L. D’abord, on a |[W| < 1, car si € H, on peut écrire 2 = e + f avec e € E
et f € ker(W), donc Wz = We et |[Wz| = |[We| = |e| < |z|. Donc I — W*W > 0.
Ensuite, si z € E, alors (I — W*Wz,z) = |z|?> — (W*Wz,z) = |z|* — ||z|* = 0,
donc (I — W*W)x = 0, i.e. W¥Wax = x; et si x € E+ = ker(W), alors évidemment
W*Wz = 0. Donc W*W est en effet la projection orthogonale sur E = ker(W)*.
Inversement, supposons que W*W soit une projection, et posons F := Im(W*W). Si
r € B, alors W¥Wax = x, donc |[Wz|? = (W*Waz,x) = ||z|?. De plus, comme W*W
est auto-adjoint, on a B+ = ker(W*W) = ker(W), et donc E = ker(W)* car E est
fermé (W*W est une projection, donc E = ker(I — W*W)). O

THEOREME 6.3. Si T € L(H) alors T peut s’écrire sous la forme T = WS, ou
S est un opérateur positif et W est une isométrie partielle avec ker(W)*+ = Im(S).
De plus, cette écriture est unique, et on a S = |T| et ker(W) = ker(T). L’écriture
T = W |T| s’appelle la décomposition polaire de T.

Démonstration. Montrons d’abord 'existence d’une isométrie partielle W telle que
W|T| = T et ker(W)*+ = Im(|T|). Comme ker(T) = ker(|T), il existe une unique
application linéaire L : Im(|T|) — H telle que Tx = L(|T|z) pour tout € H. De plus,
siy = |T|x € Im(|T]), alors |L(y)| = |Tx| = |||T|x| = |y|| ; donc L est une isométrie de
Im(|T|) dans H. Par le théoreme de prolongement des applications linéaires continues
(H est complet...), on peut prolonger L en une isométrie lindaire L : Im(|T|) — H.
On pose alors W := f/p, ou p: H — Im(|T|) est la projection orthogonale de H
sur Im(|T|). On a W|T'| = T par définition : si € H, alors p|T|z = |T|z et donc
W|T|z = L|T|x = Tx. De plus, la restriction de W a Im(|T)) est égale & L, donc
C’est une isométrie; et comme L est injective, on a ker(W) = ker(p) = Im(!T|)L, donc
ker(W)*+ = Im(|T|). Ainsi, W est une isométrie partielle qui convient. Enfin, comme
ker(TW) est un sous-espace fermé de H et que |T| est auto-adjoint, on a ker(W) =
(7)) = ker(|T]) = ker(T).

Montrons maintenant I'unicité. Soient .S un opérateur positif et Wi une isométrie

partielle tels que T' = W3S et ker(W;)+ = Im(S). Alors T*T = SW#W;S. Mais comme

Wi est une isométrie partielle, Wi*W; est la projection orthogonale sur ker(T/Vl)L =
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Im(S). Donc WjW;S = S, et donc T*T = S2. Comme S est positif, on a donc
nécessairement S = V1*T = |T|. Enfin, '"équation T" = WS détermine entierement

Wy sur Im(S), donc sur Im(S) = ker(S); et comme W; = 0 sur ker(S) puisque

ker(S) = Im(S)" = ker(W7), on voit que Wj est déterminé de maniére unique. O

COROLLAIRE 6.4. Si T € L(H) est injectif et a image dense, il existe un unique
opérateur unitaire U tel que T = U|T)|.

Démonstration. Si T = W|T| est la décomposition polaire de T, alors ker(W) =
ker(T) = {0}, donc W est une isométrie; et Im(W) contient Im(T"), donc Im(W)
est dense dans H, et donc W est surjective puisque Im(W) est aussi fermé (W est
une isométrie!). Ainsi, W est unitaire et on peut prendre U := W. Pour l'unicité,
on observe que l'opérateur |T| est a image dense car il est auto-adjoint et injectif
(ker(|T')) = ker(T) = {0}). L’équation T' = U|T| détermine donc U de maniére unique
par continuité. O

COROLLAIRE 6.5. Si H est de dimension finie, alors tout opérateur T € L(H) peut
s’écrire sous la forme T = US avec U unitaire et S = 0.

Démonstration. Soit T = WS la décomposition polaire de T'. Alors Wiy (g) est
une isométrie de Im(S) sur Im(7"). Comme on est en dimension finie, on peut écrire
dimIm(S)* = dim(H) — dimIm(S) = dim(H) — dimIm(T) = dim Im(T)*. Donc on
peut choisir un opérateur unitaire V' de Im(S)* sur Im(7")*. Alors U := Wim(s) @V €
L(H) est un opérateur unitaire, et on a T' = US puisque Ujm(s) = Wiim(s)-

7. Inégalité de von Neumann

THEOREME 7.1. Soit H un espace de Hilbert compleze, et soit T € L(H) vérifiant
|T|| < 1. Pour tout polynéme P € C|z], on a

|P(T)] < [Pl :=sup{| P(2)]; |2] = 1}.

Démonstration. Si P = col + c1z + --- + cqz?, alors l'opérateur P(T) est bien
entendu défini par P(T) := col + 1T + - -- + cgT°.

Cas 1. dim H < o0 et l'opérateur T' est unitaire.

On identifie H & C%, on d := dim(H), et £(C%) & My(C). Comme T est unitaire, il est
diagonalisable en base orthonormée et ses valeurs propres sont de module 1. On peut
donc trouver une matrice unitaire U et Aj,..., Ay € C avec |\;| = 1 tels que

A1

T A2
T=U _ U.

Ad

En notant D la matrice diagonale impliquée, on a T* = U*DFU pour tout k € N, et
donc P(T) =U*P(D)U, i.e.

P(A\1)

P(T) = U* PO) ) U.
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Donc
|P(T)| = |P(D)| = max(|P(A1)], -, | P(Aa)]) < [Plloo-

Cas 2. dim(H) < o et T est quelconque.

D’apres la décomposition polaire, on peut écrire T' = US, ou U est unitaire et .S > 0.

On a ||S| = |U*T| = |T|| < 1. Comme S est auto-adjoint, il est diagonalisable en base
orthonormée, et comme S > 0 et ||S|| < 1, on peut donc trouver une matrice unitaire
Vetsy,...,sq€ Ravec 0 <s; <1 tels que
S1
52
S =V V.
Sd
On a ainsi
S1
52
T=UV* _ %
Sd

Introduisons alors Papplication A : C¢ — My(C) définie par

21
<2

de sorte que

P(T) = P(A(s1,.--,54))-
Pour tous z,y € C? l'application (z1,...,24) <P(A(z1,...,zd)):v,y> est polyno-
miale, donc holomorphe sur C par rapport a chaque variable z;. En appliquant le
principe du mazimum variable par variable dans le disque D = {z € C; |z| < 1} et
comme S1,...,54 €D, on en déduit

KP(T)a,y)l = KP(A(s1; - - 50)) 2, )|

< sup{’(P(A(zl,...,zd))x,y>; |z1] =+ = |zq] = 1}.
Ceci étant vrai pour tous z,y € C%, on obtient ainsi
IP(T)] < sup{|P(ACz1, o z)) s 1] = -+ = [zl = 1}
Mais si |z1| = -+ = |z4] = 1, alors Popérateur A(z1,...,z4) est unitaire (micro-exo);

et donc |P(A(z1,...,24))| < [P|e d’apres le Cas 1. Donc |P(T)|| < | Ploo.
Cas 3. Cas général.

11 suffit de montrer qu’on a |P(T)z| < ||P|ls pour tout z € H vérifiant ||z < 1. Fixons
un tel x.

Si on pose E = [T ke, ke N], alors E est un sous-espace fermé de H invariant par
T, et E est séparable. Comme P(Tjg) = P(T) g, on peut donc supposer que H est
séparable, quitte a remplacer T par T)g.
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Soit (ey,)n=0 une base orthonormée de H. Pour n € N, notons p,, la projection orthogo-
nale sur H,, := [eq,...,ey]. Alors |p,| <1 et p,z — z pour tout z € H quand n — 0.
On en déduit que si on pose T), := pp,T'py, alors |T,,| < |T|| < 1 et T,z — Tx. En
effet : |Tow — Tl < |paT (put — )| + |paTs — To| < |T| |pnz — o] + |paTe — T2l
De méme, T2x — T?x car |12z — T?z|| < |Tn(Thx — T2)| + |T.(Tz) — T(Tz)| <
| Tz — Tx| + ||T,,(Txz) — T(Tx)||. Par récurrence, on montre que Tz — T*z pour tout
k € N quand n — oo, et donc que P(T,)r — P(T)x pour tout x € H. Mais les T,
“vivent” sur des espaces de dimension finie et vérifient ||, < 1. Donc |P(T,)[| < |P]w
pour tout n € N, et donc |P(T)z| = lim,—o | P(Th)z| < |P|oo-

O

8. Opérateurs compacts
8.1. Généralités minimales.

NOTATION. Si X est un espace vectoriel normé, on note Bx la boule unité fermée

de X.

DEFINITION 8.1. Soient X et Y des evn. On dit qu’un opérateur T € L(X,Y) est

compact si T(Bx) est une partie compacte de Y. On note K(X,Y) l'ensemble des
opérateurs compacts de X dans'Y, et on pose K(X) := K(X, X).

Remarque 1. Si T € L(X,Y) est compact, alors T(B) est compact pour tout en-
semble borné B < X.

Remarque 2. Un opérateur T' € L(X,Y") est compact si et seulement si : pour toute
suite bornée (x,,) € X, la suite (T'x,,) posséde une sous-suite convergente.

Ezercice. Montrer que dans la définition d’un opérateur compact, il n’est pas
nécessaire de supposer a priori que T est un opérateur borné; autrement dit : si
T : X — Y est une application linéaire telle que T'(Bx) est un compact de Y, alors T
est nécessairement continue.

ExEMPLE 1. Tout opérateur de rang fini est compact.

Démonstration. Exo. O

EXEMPLE 2. Soit [a,b] un intervalle compact de R. Notons C*([a, b]) 'espace de
toutes les fonctions f : [a,b] — C de classe C!, muni de la norme || f|lc1 := | f oo+ f]|oo-
Alors I'injection canonique J : Ct([a, b]) <= C([a, b] est un opérateur compact.

Démonstration. On a ||f || < |fller pour toute f € C([a,b]), donc J est un
opérateur borné (et |J| < 1).
Si (f,) est une suite bornée dans l'espace C!([a,b]) et si on pose M := sup,cy | fullcr
alors (fy,) est uniformément bornée, et les f, sont toutes M-lipschitziennes puisque
|fl o < M. Par le Théoréme d’Ascoli, on en déduit que (f,) posséde une sous-suite
(fn,,) qui converge uniformément sur [a, b], i.e. (J fp, ) converge dans C([a, b]). Donc J
est compact. ]

REMARQUE 8.2. Soient A€ L(Y,Z) et Be L(X,Y). Si A ou B est compact, alors
AB est compact.
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Démonstration. Exo. O

PROPOSITION 8.3. Si Yest un espace de Banach, alors KK(X,Y') est un sous-espace
vectoriel fermé de L(X,Y).

Démonstration. Le fait que IC(X,Y) soit un sous-ev de £(X,Y") est un exo facile.
Soit (T},) € K(X,Y) convergeant vers T € £(X,Y). On veut montrer que 7" est com-
pact.

Comme Y est complet, il suffit de montrer que T'(By) est précompact ; autrement dit,
que pour tout € > 0, on peut trouver un e-réseau fini pour 7'(Bx). On fixe donc £ > 0.
Soit n € N tel que |T,,—T'| < /2. Alors T,,(Bx) est un (g/2)-réseau pour T'(Bx) (exo).
Comme T,, est compact, T, (Bx) est précompact, dont admet un (¢/2)-réseau fini F.
Alors F est un e-réseau pour T'(Bx) (autre exo). O

COROLLAIRE 8.4. SiT € L(X,Y) et s’il existe une suite d’opérateurs de rangs finis
(Ry) telle que |R,, — T|| — 0, alors T' est compact.

LEMME 8.5. Soit T € L(X,Y) un opérateur compact, et soit A € L(Y,Z). Si
(A,) € L(Y,Z) est une suite bornée telle que Any — Ay pour tout y € Y quand
n — o0, alors |A,T — AT|| — 0.

Démonstration. Comme la suite (A,,) est bornée dans L(Y, Z), toutes les applica-
tions A, sont C-lipschitziennes pour une méme constante C, et en particulier la suite
(A,,) est équicontinue. Donc (exo) Any — Ay uniformément sur tout compact K < Y.

Comme K :=T(Bx) € Y est compact, on en déduit que A,z — ATz uniformément
n—0o0

sur By, et donc [A,T — AT| = sup {|Tz — Tz|; z € Bx} —— 0. O

COROLLAIRE 8.6. Soit H un espace de Hilbert séparable (de dimension infinie),
et soit (e;)ien une base hilbertienne de H. Pour n € N, soit p, € L(H) la projection

orthogonale sur E, := [eg,...,ep]. Si T € L(X,H) est un opérateur compact, alors
|pnT =T — 0.
Démonstration. On a |p,| < 1 pour tout n, et p,y — y pour tout y € H. O

COROLLAIRE 8.7. Si H est un espace de Hilbert, alors tout opérateur compact
T e L(X,H) est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Démonstration. Si H est séparable, cela découle du corollaire précédent car les p,
sont de rangs finis. Dans le cas général, on observe que K := T'(Bx) est séparable car

c’est un compact de 'espace métrique H. Donc Y) := ImT = vect(K) est un sous-
espace séparable de H ; et en considérant T comme un opérateur de X dans Hp, on
peut appliquer le ler cas. O

EXEMPLE 8.8. Soit a = (an)neny € £P(N), et soit A, : £2(N) — (2(N) 'opérateur
diagonal associé. Alors A, est compact si et seulement si a € ¢, i.e. a, — 0 quand
n — oo.

Démonstration. Pour n € N, notons p, € L(£?) la projection orthogonale sur
[eo, ..., en]. D’apres 8.4 et 8.6, A, est compact si et seulement si |p,Ay — Ay — 0
quand n — . Mais Ay — ppAg = Ay, ol b = (0,...,0,an11,Gnya, ... ). Donc
1Aq — pulall = [0l = sup;~,, |ai|, et donc |A, — ppAg| — 0 si et seulement si
a € Cy. O
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REMARQUE 8.9. Soit T' € L(Hy, Hz). Si T est compact alors, pour toute suite
orthonormale (fy,)neny € Hi, on a que ||Tf,| — 0.

Démonstration. Le point clé est que (fn,z) — 0 pour tout x € Hj, d’apres
I'inégalité de Bessel. (Plus tard, on dira que f,, — 0 faiblement.)
Supposons que [T f,| ne tende pas vers 0. Alors, quitte & extraire une sous-suite de
(fn), on peut supposer qu’il existe ¢ > 0 tel que Vn € N : |T'f,| = ¢; et comme T
est compact, on peut également supposer que la suite (7'f,,) converge vers un certain
z € Hy. Alors ||z]| = ¢ > 0, et (Tfn,2) — ||z|?; mais (Tfn,2) = {fn, T*2), donc
(T fy, z) doit tendre vers 0, ce qui est une contradiction. ]

Exercice. Redémontrer que 'opérateur diagonal A, n’est pas compact si a ¢ cg.
8.2. Opérateurs de Hilbert-Schmidt.

LEMME 8.10. Soient Hy, Hy deux espaces de Hilbert. SiT € L(Hy, Ha) et si (€;)ier
et (fj)jes sont des bases hilbertiennes de Hy et Ha, alors

DTel® = D 1T £
el jedJ
En particulier, la quantité

2 2
ITIRs = ), | Teil
el
ne dépend pas de la base hilbertienne (e;)ic; de Hy ; et on a de plus |T|*s = |T*|?s-
Démonstration. Par “Fubini positif” pour les sommes,

D Tel® =30 % KTew, fI2 = 3 Y KT fienl® = 3 IT* £l

el i€l jeJ jed iel jed

DEFINITION 8.11. Si T € L(Hy, Ha), on pose
1707 == )5 [ Tesll?,
el

ot (e;)ier est une base hilbertienne quelconque de Hy. On dit que T est un opérateur
de Hilbert-Schmadt si on a |T|us < 0.

REMARQUE 1. Par définition, T est de Hilbert-Schmidt si et seulement si 7% est
de Hilbert-Schmidt.

REMARQUE 2. On a |T| < ||T||us pour tout T' € L(Hy, Ha).

Démonstration. Soit (f;)jes une base hilbertienne de Hy. Si x € Hy, alors
IT2? = Y KT, f)l? = Y Ka, T* 1P < D Nl 1T £517 = 1T s ]
jed jed jed
Donce [T < [T*[us = [T']us- O
REMARQUE 3. Si B € L(Hy, Hs) et A € L(Hy, Hy), alors [|AB|us < |Allus|B] et

|AB|lus < |All | Bllas - En particulier, si A ou B est de Hilbert-Schmidt, alors AB est
de Hilbert-Schmidt.
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Démonstration. Soit (e;);er une base hilbertienne de H;. On a
|AB|%s = Y | ABei|® < Y AP Besl® = | A Bls,
iel el
donc |AB|us < |Allus|B]. On en déduit
|ABlus = [(AB)*|lus = [B*A%||us < | B*[ | A [us = [ A] [ Blus-

PROPOSITION 8.12. Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Démonstration. Soit T' € L(H;, H2) de Hilbert-Schmidt. Si dim(H;) < oo, alors T’
est de rang fini, donc compact ; donc on suppose que dim(H;) = co. Pour simplifier,
on va aussi supposer que Hi est séparable.

Soit (e;)ien une base hilbertienne de Hy. Pour n € N, soit p, € L(H;) la projection
orthogonale sur E,, := [eq,...,e,]. On a T'ppe; = Te; pour tout i < n, et T'pye; = 0 si
i > n; donc

ITpn = Tlis = D [ Teil> “== 0.
>n

A fortiori |Tp, —T| — 0, et donc T est compact car les T'p,, sont de rang fini. O

EXEMPLE 1. Soit a € /*(N). L'opérateur diagonal A, : (*>(N) — ¢2(N) est de
Hilbert-Schmidt si et seulement si a € 2, i.e. 3.0 |a;|> < o0, et on a |Ag|us = |al2.

Démonstration. Exo. OJ

EXEMPLE 2. Soit (€2, B, m) un espace mesuré sigma-fini tel que I'espace L?(£2,m)
soit séparable (par exemple, {2 pourrait étre un intervalle de R). Si K : 2 x  — C est
un noyau appartenant a L2(Q x Q,m ® m), alors I'opérateur associé Ty : L?(Q,m) —
L?(Q,m) est de Hilbert-Schmidt, et [Tk |us = | K|2-

Démonstration. Pour x € §, soit K, : Q — C la fonction définie par K, (y) :=
K(x,y). Par “Fubini positif’, K, € L?(2,m) pour presque tout z € Q et

K = [ ([ 1K Pan) ) dmw) = [ 15,1220,

Soit (e;)icr une base hilbertienne de L?(£2,m). Comme L?(£2, m) est supposé séparable,
I’ensemble d’indices I est dénombrable. Pour presque tout = € {2, on a

Tkei(x) = JQ K(z,y)ei(y) dm(y) = <K$7a>L2(Q);
et donc

MMM=LW%@%M@=LW%®WMM
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Donc, par “Fubini positif” & nouveau (ou on a réellement besoin que I’ensemble I soit
dénombrable) :

ITiel2s = Y fg (T e 2dm(x)

el
-| (2\%,@»2) dm(x)

Q \Ger
- | M dmi) o Rl = 1
-

O

8.3. Diagonalisation des opérateurs normaux compacts.

8.3.1. Objectif. On sait que si T € L(R") est auto-adjoint, alors T est diagonali-
sable en base orthonormée. De méme, si T' € L£L(C™) est normal, alors T est diagonali-
sable en base orthonormée. On va retrouver et grandement généraliser ces résultats en
démontrant le théoréme suivant.

THEOREME 8.13. Si H est un espace de Hilbert sur K = R ou C, alors tout
opérateur auto-adjoint compact T € L(H) est diagonalisable en base orthonormée, i.e.
H posséde une base hilbertienne formée de vecteurs propres pour T. Si K = C, alors
tout opérateur normal compact T € L(H) est diagonalisable en base orthonormée.

8.3.2. Préliminaires.

LEMME 8.14. Soit X un espace vectoriel normé. Si T € L(X) est compact et si
A e K\{0}, alors dimker(T — \I) < co.

Démonstration. Posons E)y := ker(T' — AI). D’apres le Théoréme de Riesz, il suffit
de montrer que Bp, est compacte; ce qui revient a montrer que toute suite bornée
(zn,) € E) possede une sous-suite qui converge dans F. Comme A # 0, on peut écrire
Ty = %Txn. Comme T est compact, la suite (z,,) possede une sous-suite (x,, ) telle
que T'xy,, — z€ X. Alors z,, — x := %z, et x € E) car Ey\ = ker(T — ) est fermé
dans X. O

LEMME 8.15. Soit T € L(H). Si E € H est un sous-espace vectoriel invariant par
T, i.e. T(E) € E, alors E* est invariant par T*. Si E est un sous-espace propre de
T, alors E est invariant par tout opérateur A € L(H) tel que AT = TA.

Démonstration. Si x € E* et z € E, alors (T*z,2) = (x,Tz) = 0 car Tz € F;
donc T*x € E+. Si E = ker(T — M) pour un certain A € K et si AT = TA, alors
VeeE : TAx = A(Tx) = A(A\z) = Mz, donc A(E) < E. O

LEMME 8.16. Si T € L(H) est normal et si A € K, alors ker(T —\I) = ker(T*—\I).
Démonstration. L’opérateur T'— Al est normal, donc

ker(T — M) = ker((T — AI)*) = ker(T™ — XI).
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COROLLAIRE 8.17. Si T € L(H) est normal, alors les sous-espaces propres de T
sont deux a deur orthogonaux.

Démonstration. Soient x,y € H vérifiant Tx = Ax et Ty = py avec A # p. On a
d’une part (T'z,y) = (A\z,y) = X\{x,y); et d’autre part, d’apres le lemme : (T'x,y) =
(o, T*y) = {, iy = 1, y>. Done Az, y) = 1w, y), et done (z,y) = 0. O

FEzercice. Montrer que si V € L(H) est une isométrie, alors les sous-espaces propres
de V sont deux a deux orthogonaux.

LEMME 8.18. Soit T' € L(H) un opérateur compact, et supposons H # {0}. Si T est
auto-adjoint, alors |T'|| ou —|T| est valeur propre de T. Si K = C et si T est normal,
alors T' admet une valeur propre A telle que |A| = |T.

Démonstration. Si'T = 0, il n’y a rien a démontrer ; donc on supposera que 17" # 0.
Dans la suite, on posera r := |T|.

Supposons d’abord que T soit auto-adjoint. Dans ce cas, on sait que

r = sup {|(Tz,x); || = 1}.

Comme (T'z, x) € R pour tout x € H, on peut donc trouver une suite (z,)ney S H telle
que |z, = 1 pour tout n et {T'x,,x,y — +r quand n — 00. Supposons par exemple
que {Txy, x,) — r, et montrons que dans ce cas r est valeur propre de T

Le point clé est que 'opérateur auto-adjoint I —T" est positif : en effet, comme r = || T,
on a {(rl — T)x,z) =r|z|?> — (T'z,z) > 0 pour tout z € H.
Par définition de (x,), on voit que

n—0o0

(T = T)xn, 20y = 7 20> = (Tny 20y = 17 — (Tp, 1) =5 0.
Mais comme 1 — T est positif, on a
[(r] = )| < rI = T[] = T)an, 20)"?,

d’apres le Corollaire 3.10; donc en fait ||(r] — T)z,| — 0.

Pour conclure, on utilise (enfin) le fait que T est compact : comme la suite (z,) est
bornée, on peut supposer, quitte a extraire une sous-suite, que la suite (T'z,) est
convergente, Tz, — y € H. Comme |(r] — T)x,| — 0 et comme r # 0, on voit alors
que la suite (z,) converge vers  := +y. On a |z| = 1 car |z, = 1 pour tout n, et
Tz —rx =lim, o (T —rl)z, = 0; donc r est bien valeur propre de 7.

Supposons maintenant que K = C et que T soit un opérateur normal. L’opérateur
S := T*T est positif, et il est aussi compact car T est compact ; donc |T*T| = r? est
valeur propre de T*T d’apres le “cas auto-adjoint” (on utilise le fait que les valeurs
propres d’un opérateur positif sont nécessairement > 0). Posons E := ker(T*T — r2I).
Alors E # {0}, et dim(E) < o car T*T est compact et 72 # 0. De plus E est invariant
par T’ car 'opérateur normal 7' commute avec 7*T. On peut donc définir T : £ — E,
et comme dim(E) < o0 et que K = C, on voit que 7} posséde au moins une valeur
propre \. Il existe ainsi z € E\{0} tels que Tx = Az. Alors T*x = Az car T est normal,
donc r?z = T*Tx = |A\|*x, et donc |\ = r = |T|. O
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8.3.3. Preuve du théoréme de diagonalisation. Soit T € L(H) ou bien auto-adjoint,
ou bien normal avec K = C. Posons E := vect (UAeK ker(T' — AI )) Alors E est un

sous-espace vectoriel de H invariant par T'; et E est également invariant par T car
les ker(T — M) sont aussi des sous-espaces propres de T*. Donc F := E* est un sous-
espace fermé de H invariant par T' et par 7. On a (T|p)* = T"'I} (exo0), donc Tjp est
auto-adjoint ou normal. Donc, si on avait F' # {0}, alors T} possederait une valeur
propre, ce qui est exclu par définition de E. Ainsi, on a E+ = {0} ; autrement dit :

vect (U ker(T — )J)) = H.
AeK
Comme les ker(T — \) sont deux a deux orthogonaux, on obtient donc une base hil-

bertienne de H formée de vecteurs propres pour 7" en choisissant, pour chaque A € K
tel que ker(T'— AI) # {0}, une base hilbertienne (e; y)icr, de ker(T'— AI).

COROLLAIRE 8.19. Si H est un espace de Hilbert complexe, séparable et de dimen-
sion infinie, alors tout opérateur compact normal T € L(H) est unitairement équivalent
a un opérateur diagonal A, : £2(N) — (2(N), ot a € co.

Démonstration. C’est évident par le théoreme. ]

COROLLAIRE 8.20. Si K = C, un opérateur compact normal T € L(H) est auto-
adjoint si et seulement si toutes ses valeurs propres sont réelles. St K = R ou C,
un opérateur compact auto-adjoint T € L(H) est positif si et seulement si toutes ses
valeurs propres sont = 0.

Démonstration. Exo. O

8.3.4. Cas des opérateurs a noyaux. Dans cette section, la seule mesure considérée
est la mesure de Lebesgue (en dimensions 1 et 2).

PropoSITION 8.21. Soit I un intervalle de R, et soit K : I x I — C un noyau
appartenant a L*>(I x I) et vérifiant K (y,z) = K(x,y) pour tous =,y € I.

(1) L’espace L*(I) posséde une base hilbertienne (on)nen formée de vecteurs propres
pour l'opérateur Tk .

(2) En notant (Ap)nen la suite de valeurs propres associées et en posant

%(957 y) = tpn(a?)gon(y),

o0
ona K = Z An Un, ou la série converge dans L*(I x I).

n=0
(3) Avec les mémes notations, on a

0

> Pl = 1K ey = | V(o) Pdady.
IxI

n=0

(4) Supposons que lintervalle I soit compact et que K : I x I — C soit continue.Alors,
pour tout n € N tel que A\, # 0, la fonction @, “est” continue.
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(5) Dans la situation de (4), on suppose de plus que la série Y \p pn()pn(y) converge
uniformément sur I x I. Alors

V(wy)e I xI @ K(z,y) = Y Anon(®)on(y)-
n=0

(6) Sous les mémes hypothéses que (5), la série Y\, converge et on a la formule de

trace
oo
Z An = j K(z,x)dz.
n=0 I

Démonstration. (1) Comme L?(I) est séparable et K € L%(I x I), I'opérateur Tk
est de Hilbert-Schmidt (donc compact) et auto-adjoint.

Pour (2) et (3), on a besoin du fait suivant.

Farr. Pour (n,m) € NxN, soit e, ,, : I xI — C la fonction définie par e,y (z,y) :=
on(2)Pm(y). La famille (emm)(n myeNxN €St une base hilbertienne de L2(I x I).

Preuve du Fait. On vérifie sans difficulté que la famille (e, ,,) est orthonormale
(exo0) ; donc il suffit de montrer que si F' € L?(I x I) est orthogonale & toutes les €, m,
alors I' = 0. Mais

(F, en7m>L2(I><I) = L (L F(z,y)om(y) dy) on(z) dr = {Trpm, ‘Pn>L2(1);

donc, si F' est orthogonale a toutes les ey, ,,, alors Tr = 0 puisque les ¢; forment une
base hilbertienne de L*(I); et donc F = 0 car |F|r2(7x1) = | TFus- O

Si (n,m) € N x N alors (¢f plus haut)

<K> en,m>L2(1X1) = <TK90m> QOTL>L2([) = )\m <80m7 (Pn>L2([)§

autrement dit, (K,epm) = 0 si m # n et (K,e,n) = A,. Par le Fait et comme
en,n = Un, on en déduit (2) et (3) en méme temps.

(4) Comme A, # 0, on peut écrire ¢, = ﬁTKgon. Mais comme K est continue et
I compact, la formule Tk f(z) = §; K(z,y) f(y) dy définit une fonction continue pour
toute f € L'(I) (exo), donc en particulier pour toute f € L?(I); et donc, ¢, “est”
continue.

(5) Comme I est borné, la convergence uniforme entraine la convergence dans L?(T).

Donc, par (3), la fonction F(z,y) := >, An ¢n(2)¢n(y) est presque partour égale &
K. De plus, F est continue, par (4) et par la convergence uniforme de la série. Comme
K est également continue, on a K(z,y) = F(x,y) pour tout (z,y) € I x I.

(6) Par (5), on a K(z,2) = Y0 An |on(x)|* pour tout x € I, avec convergence uni-
forme de la série. Comme I est borné, on peut intégrer terme a terme, ce qui donne
(6) car §,|¢n(x)[*dz = 1 pour tout n € N. O

REMARQUE. Dans la situation de (4), on peut montrer que si 'opérateur Tk est

positif, alors la série Y A,¢dn(z)dn(y) converge uniformément sur I x I. Ce résultat
s’appelle d’habitude le Théoréeme de Mercer.

Voici une illustration de la Proposition 8.21, donnée sous forme d’exercice.

EXERCICE 1.1. Soit K : [0,1] x [0,1] — R le noyau (continu) défini par K(z,y) :=
min(z,y) — zy.
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(1) Montrer que si f € L?([0,1]) est continue, alors il existe unique fonction
g € C%([0,1]) vérifiant ¢” = —f et g(0) = 0 = g(1), et que cette fonction g est
égale a Tk f.

(2) En utilisant (1), établir les faits suivants.

(i) L’opérateur Tk est a image dense et injectif.

(ii) Si A # 0 alors une fonction f € L%([0, 1]) vérifie Tk f = \f si et seulement
si elle est de classe C? et solution de ’équation différentielle f” = —% f
avec “conditions aux limites” f(0) =0 = f(1).

(3) Déduire de (2) que les fonctions e, (t) := v/2sin(mnt), n > 1 forment une base
hilbertienne de L?([0,1]), et démontrer les formules suivantes :

o0 . . 2
sm(nnmx)sim(nmy ™ .
Vx,ye [07 1] : Z ( )2 ( ) = ?(mln(:v,y)—xy);

n=1 n

© 2 © 4
1 1

Z — T & 2 -
n?2 6 nt 90

n=1 n=1

9. Opérateurs sur ’espace de Hardy H?
9.1. L’espace H>2.

NOTATION. On pose D := {z € C; |z| < 1}, et on note H(D) ’ensemble de toutes
les fonctions holomorphes sur D. Si f € H(D), on écrit

0
f(2) =), ealf)2"
n=0
DEFINITION 9.1. Pour toute fonction f € H(D), on pose
0
1152wy = D len()I%:
n=0

et on note H*(D) lensemble des f € H(D) vérifiant | f|?., < co.

H2 (D)
Ezercice. Montrer que H? (D) est un espace vectoriel et que | - |2, est une norme.
NOTATION. On note z la fonction D 3 z +— 2.
LEMME 9.2. Soit Soit U : H?(D) — ¢*(N) Uapplication (linéaire) définie par
Uf:= (C”(f))n>0'

Alors U est une isométrie bijective, et Uz"™ = e,, pour tout n € N, ou (e,) est la base
canonique de (*(N).

Démonstration. Par définition, U est une isométrie et Uz"™ = e, pour tout n € N.
Pour montrer la surjectivité, on observe que si x = (c;)n=0 € £2(N), alors le rayon
de convergence de la série entiere ) c,2™ est au moins égal & 1 car la suite (¢,) est
bornée; donc f(z) := >, ;c,2" est une fonction holomorphe bien définie sur D, et
par définition f € H*(D) et Uf = . O
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COROLLAIRE 9.3. H?(D) est un espace de Hilbert et les fonction z", n € N forment
une base hilbertienne de H*(D). Si f € H*(D), alors

0¢]
f= Z ca(f)z" ot la série converge dans H?(D).
n=0

Si f,ge H*(D), alors

o0

(fs g>H2(D) = Z cn(f)en(g)-

n=0

PROPOSITION 9.4. La convergence dans H?(D) entraine la convergence uniforme
sur tout compact. En particulier, pour tout a € D, la forme linéaire §, : f — f(a) est
continue sur H?(D)

Démonstration. 11 suffit (exo) de montrer que pour tout compact K < D, il existe
une constante Ck telle que

vfeHD) : SUII?|f(Z)| < Ok [ fll 2y
ze

Si z € K, alors

FEP =], ealH)2"] < <Z !cn(f)\2> X (Z |Z!2”> = ?Wl\fl\;ﬂ;
n=0 n=0 n=0
d’ott le résultat avec Cx 1= sup,cx ﬁ 0

COROLLAIRE 9.5. Pour tout a € D, il existe une unique fonction k, € H?(D) telle
que

Vfe H'D) : f(a) = {f ka) 2oy
On dit que k, est le noyau reproduisant au point a pour l’espace H?(D).
Démonstration. C’est le “Théoreme de représentation de Riesz” pour la forme
linéaire continue 9. O

1

LEMME 9.6. Pour tout a €D, on a k.(z) = T
—az

Démonstration. Comme (z"),>0 est une base hilbertienne de H2(ID), on peut écrire
ko = 205 cn(ka)z", ot la série converge dans H?(ID). Mais

cn(ka) = (ko 2") 2y = (2" ka) 2, = 27(a) = @".

Comme la convergence dans H?(ID) entraine la convergence simple, on a donc

1
1—az

0
VzeD : ku(z) = Z a"z" =
n=0

Ezercice. Calculer |kg| 2.
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PROPOSITION 9.7. Pour toute fonction f € H(D), on a

27 27
» do » do
2 02 . 02
= —_— = 1[1 —_—
HfHH2<D) oigglfo el 2m r~>1 1-Jo £(re)l 2m

21
: 0
En particulier : f € H*(D) <= sup J |f(7"€w)’2 o < 0.
o<r<1Jo 2m

Démonstration. Pour 0 < r < 1, soit u, : R — C la fonction définie par
0

up () := f(re?) = Z cn(f)rme™.
n=0
Par convergence normale de la série, la fonction w, est continue, 2w-périodique, et ses
coefficients de Fourier sont donnés par u,(n) = 0sin < 0et uy(n) = c,(f)r" sin # 0.
Par la formule de Parseval, on a donc

27 ) d9 0
J |f(7’619)|2 — = Z |Cn(f)\2r2" pour tout 0 < r < 1.
0 2 oy

D’ou le résultat par le Théoréeme de convergence monotone pour les sommes, car le
membre de droite est une fonction croissante de r € [0, 1]. D

COROLLAIRE 9.8. Si f : D — C est une fonction holomorphe bornée, alors f €
H2(D) et [ flaz <[ f]eo-

Démonstration. Exo. O

NoTATION. Si u € L?(T), on note (n) les coefficients de Fourier de u :
2
—inf ﬁ

VneZ : u(n) =f u(z)z""dm(z) =J u(e?) e
T 0 2
DEFINITION 9.9. On pose
H*(T) := {ue L*(T); @(n) =0 pour tout n < 0}.

Remarque. Par définition, H?(T) est un sous-espace fermé de L?(T), et donc un
espace de Hilbert.

LEMME 9.10. Si u € H?(T), alors la fonction f définie par f(z) = > a(n)z"
appartient ¢ H*(D) et | f| 20y = |l 20 Inversement, si f € H*(D), alors il existe
une unique v € H*(T) telle que U(n) = c,(f) pour tout n = 0. On dit que u est la
valeur au bord de f, et on écrit u = bf.

Démonstration. La premiere partie est simplement la formule de Parseval pour
u. La deuxiéme partie vient de la complétude de L?(T) : si f € H?(D), les sommes
partielles de la série Y, cn(f)e™ forment une suite de Cauchy dans L?(T), donc
cette série converge dans L?(T) vers une fonction u qui convient. g

COROLLAIRE 9.11. Les deux espaces de Hilbert H*(T) et H?(D) sont “canonique-
ment” isométriques via l’application H*(T) 3 u — f(z) = 27 ,(n)z" € H*(D) et
son inverse H*(D) 3 f +— bf € H*(T).

COROLLAIRE 9.12. Si f,g € H*(D), alors

2m
<f7 9>H2(D) = <bf, bg>L2(q1~) = J;] bf(ew) bg(eie) Py
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ATTENTION. Si f e H%(D), alors bf(e?) n’est définie que presque partout.

NOTATION. Si fe H?(D) et 0 <7 < 1, on note f. : T — C la fonction définie par

fr(€?) = flre®) = 2 cn(f)rmem?.

n=0

On a f, € C(T) n HX(T) et f,(n) = cu(f)r™ pour tout n > 0.

PROPOSITION 9.13. Si f € H?(D), alors f. — bf en norme L*(T) quand r — 1~.

Démonstration. Par la formule de Parseval, on a
o0

[0 = fellZ2 = 3 (1 =7") |eal )%
L
n=0
d’ott le résultat par convergence dominée (pour les séries). ]

COROLLAIRE 9.14. Si F : D — C est une fonction continue sur D, alors f := Fpe
H?*(D) et bf = Fir.

Démonstration. La fonction f est holomorphe et bornéee car F' est bornée sur
le compact D; donc f € H?(D). Ensuite, F est uniformément continue sur D, donc
fr(e%) = F(re??) — F(e?) uniformément quand r» — 1, et donc f, — Fir en norme
L?(T); ce qui prouve que bf = Fi par la proposition. O

1 —
1—aet

COROLLAIRE 9.15. Sia €D alors bk, “est” continue sur T et bkq(e?) =

COROLLAIRE 9.16. Si f € H?(D), alors f wvérifie la la “formule de Cauchy au

bord” :

VeeD : f(z)zlf

27

Démonstration. On a f(z) = {f, k)2, = bf,bkz) 24 5 ce qui donne le résultat

en écrivant explicitement (bf, bk.), » - O

COROLLAIRE 9.17. Si f € H%(D) alors, pour toute suite () tendant vers 17, on
peut trouver une sous-suite (1) telle que f(rp,e®) — bf(e) pp.

Démonstration. La convergence L? entraine la convergence pp d’une sous-suite. [J

REMARQUE. En fait, on a un résultat “bien meilleur” que le Corollaire 9.17, qu’on
appelle le Théoréeme de Fatou : Si f € H*(D), alors f(re') — bf(e’) presque
partout quand r — 17. (Inutile d’extraire une sous-suite.) La preuve est plus délicate
que tout ce qui a été vu jusqu’a maintenant, et on ne la fera pas.

9.2. Espace H® et opérateurs de multiplication sur H?.

DEFINITION 9.18. On note H*(D) l’ensemble des fonctions holomorphes bornées
sur D.

Remarque 1. On a vu que H®(D) < H?*(D).

Remarque 2. Si ¢ € H®(D), alors ¢f € H?(D) pour toute f € H2(D) et |¢f],2 <
|B]loo || f]l ;2 Autrement dit, on définit un opérateur borné My : H*(D) — H?*(D) en
posant M, f := ¢f pour toute f € H?(D), et on a [My| < [¢]o0-
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Démonstration. Pour tout 0 <r <1, on a

2 ) do
| ieneeny gt <ok |

0 0
donc [[@f |2 < [[@lleo |f] 2 en faisant r — 17

2m
Fre)? o,

PROPOSITION 9.19. Si ¢ € H*(D), alors | M| = ||¢|c-

Démonstration. On a vu que |[My| < [¢] . L'inégalité inverse va se déduire du
fait suivant.

FarT. Pour tout a € D, on a MZk, = o(a) kq.
Preuwve du Fait. Si f € H*(D), alors
(Mka, f) = (ka, My f) = (0 f ka) = ¢(a) f(a) = ¢(a) (ka, ) = (6(a) ka, £).

O

Par le Fait et comme k, # 0, on voit que [MJ]| > [¢(a)| = |¢(a)| pour tout a € D, et
done [Mg| = [|MZ] = [¢]loo- O

COROLLAIRE 9.20. Si ¢ € H®(D), alors |¢|lec = 0@ ).

Démonstration. On sait qu’on peut trouver une suite (r,) tendant vers 17 telle
que @(rpe?) — bo(e?) pp. Comme |¢(r,e?)| < |¢]lx pour tout n et pour tout 6, on
en déduit [be(e)| o < [d]oo-

Pour I'inégalité inverse, il suffit de montrer que | Myl < ||bo|| ). On utilise pour cela
le fait suivant.

FAIT. Pour toute f € H?(D), on a b(¢f) = (bo) (bf).

—

Prewve du Fait. On peut trouver une suite (r,,) tendant vers 1~ telle que ¢(r,,e™)
bp(e”) pp, f(rne) — bf(e”) pp et (6f)(rne) — b(¢f)(e”) pp; d'ou le résultat

puisque (¢f)(rnei0) = (ZS(Tnew) f(Tnew)- O
Par le Fait, on a
Vfe HQ(D) : HM¢fHH2<D) = H@beHQ(D)
= [6(f)ll L2
= [[(00) (bf) ] L2(m)
< 16l (my £ | L2y = 160 Lo (my 16 | r2(m)3
donc en effet | My| < [[bo| o). O

DEFINITION 9.21. On dit qu’une fonction ¢ € H*(D) est intérieure si on a
[bo(e”)] = 1 pp.

Remarque. Si ¢ est une fonction intérieure non constante, alors |¢(z)| < 1 pour
tout z € D d’apres 9.20; et en fait |¢(z)| < 1 pour tout z € D si ¢ n’est pas constante,
d’apres le principe du maximum (exo).
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EXEMPLE 9.22. Pour a € D, la fonction ¢, définie par o, (2) := {=
De plus, ¢, est un automorphisme de D, i.e. une bijection holomorphe de D sur ]D)

et (p(;l = Pa-

Démonstration. La formule définissant ¢, a un sens pour tout z € C\{1/a}, donc

déﬁnit en particulier une fonction continue sur D. Donc ¢, € H®(D) et bp,(e?) =
a—e® 6

pour tout ¢ € T. En factorisant par ¢ au dénominateur, on en déduit que

1—ae®

lba ()| = ebfg_aa = 1 sur T; donc ¢, est intérieure. Comme ¢, n’est pas constante,
on a |pg(2)] < 1 pour tout z € D, i.e. po(D) € D. En résolvant I’équation ¢,(z) = w,
on voit que ¢, est une bijection de D sur D avec ;! = ¢, (exo0). O

REMARQUE. On “sait bien” que tout automorphisme de D est de la forme c ¢, (2),
ou |c| = 1.

Ezercice. Montrer que si ¢ € H*(ID) est une fonction intérieure, alors 'opérateur
My : H*(D) — H*(D) est une isométrie.
9.3. Opérateurs de composition.

NOTATION. On note H(D,D) I'ensemble de toutes les fonctions ¢ € H(D) telles
que (D) < D.

Remarque. Si ¢ € H(D,D) et f € H(D), alors C, := f oy e H(D). On dit que
I'application linéaire Cy, : H(D) — H(D) est 'opérateur de composition associé a
©.

THEOREME 9.23. Si ¢ € H(D,D), alors C,,f = f oy € H? pour toute f € H? et

Cy,: H? — H? est continu, avec |C,| < }jiégg}

Démonstration. Remarquons d’abord que ¢ € H®, donc C,z" = ¢" € H® < H*
pour tout n € N, et donc C, f € H? pour toute fonction polynomiale f € H?>. Comme
les fonctions polynomiales sont denses dans H?, il suffit de montrer qu’on a

1+ [e(0)]

HCSOfHHQ(D) 1— | (O)|

IfI725 ~ pour toute f e H? polynomiale.
Cas 1. ¢(0) = 0.

On veut dans ce cas montrer que

[Cof iz < | fla2 pour toute f € H? polynomiale.

Notons B : H2 — H? le “backward shift” sur H? :

0
B( =Zcz’“1

0 n=1

18
@)
N—

n
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d
Si f € H? est polynomiale, f = > ¢,z", alors
n=0

d
Cof = Z Cnip”
n=0

d
col + Z Cnp

n=1

=col + ¢ x Cy(Bf).

n—1

Comme ¢(0) = 0, la fonction g := ¢ x C,(Bf) € H? vérifie également g(0) = 0, donc
{9,1),2 = 0. Par conséquent

ICof 52 = leol® + o x Cu(BF) 3,2
<leol + I1C(BA72 car oo < 1.

Comme B f est une fonction polynomiale de terme constant c;, on peut appliquer ceci
a Bf, et on obtient |Cy f[2, < |col? + |e1]? + |Cyp(B? f)[22. Plus généralement, comme
B f est une fonction polynomiale de terme constant ¢ pour tout k € [0, d] et comme
B4l f — 0, on peut répéter d fois ce raisonnement, ce qui donne

ICof e < leof” + -+ |eal® + 0 = | fI2

Cas 2. La fonction ¢ est intérieure.

Posons 7 := [(0)]. 11 suffit de montrer que la matrice 4 := ((C,z’, C‘pzj>)z'j€N définit

un opérateur borné sur (*(N), avec |A| < C := L. En effet, si ce point est acquis,

on aura pour toute fonction polynomiale f(z) = > ¢,2"

d
Hcgof“iﬂ = Z ¢icj(Cypz', Cpz’)

:<A<§ >z ),
<c| S

= C[f]?.

Sii,j € N, alors
<C¥,z", Csozj> = <90i7 <Pj>
- [ ter@aram

= f (bp)Idm car |bp| = 1 pp.
T

D’apres la formule de Cauchy, on en déduit que

(Cpz',Cpz?y = p(0)7 sii>j,
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et (en utilisant & nouveau que |by| = 1 pp)

(Cp',Coly = f (bp)I~dm = f (bp)i~idm = (0)" " sij>i.
T T

Comme on a posé r := [p(0)|, on a donc

\<C¢zi, C@zj>| < rli-il pour tous 4,5 € N.
D’apres 'Exemple 2.19, on en déduit que la matrice A = ((C,z*, Cpz’ >)i’jeN définit en
effet un opérateur borné sur ¢3(N) avec |A| < -

Cas 3. Cas général.

Posons a := ¢(0) et @ := @, 0 @, ol pg(z) = {=%- Alors p = o;lo = @01,
et donc C, = Cy, o Cy. Comme (0) = p,(a) = 0 et comme ¢, est intérieure avec

©va(0) = a = ¢(0), on en déduit le résultat souhaité d’apres les 2 premiers cas. O




Chapitre 2

Un peu de topologie “générale”

1. Vocabulaire
1.1. Espaces topologiques.

RaAPPEL. Une topologie sur un ensemble X est une famille 7 de parties de X
contenant J et X et qui est stable réunions quelconques et par intersections finies.
Les éléments de 7 s’appellent les ouverts de la topologie 7. Un espace topologique
est un ensemble X muni d’une topologie.

EXEMPLE 1. Toute distance d sur X définit une topologie 74 : un ensemble O € X
est 74-ouvert ssi, pour tout x € O, on peut trouver r > 0 tel que B(x,r) < O.

EXEMPLE 2. Si X est un ensemble quelconque, alors Ty = {J, X} et Tmax =
P(X) sont des topologies, qui sont respectivement la plus petite et la plus grande
topologie sur X. La topologie myin s’appelle la topologie grossiére, et 7,4« s’appelle la
topologie discréte. (La topologie discréte est beaucoup plus “importante” que la topologie
grossiere. )

REMARQUE. Notions topologiques les plus “primitives”.
e Ouverts, fermés.
« Voisinages d’un point a € X. Notation : V(a) := {V c X; V voisinage de a}
o Intérieur, adhérence d’un ensemble A € X. Notations : A et A.
e Continuité d’une application f: X — Y.
- f est continue sur X ssi f~!(V) est ouvert dans X pour tout ouvert V < Y.

- f est continue en un point a € X ssi : pour tout ouvert V 3 f(a), on peut trouver
un ouvert U 3 a tel que f(U) € V' ; autrement dit : pour tout voisinage V de f(a),
f~1(V) est un voisinage de a.

DEFINITION 1.1. Soit (X, 7) un espace topologzque et soit E < X. La famille de

tous les ensembles O < E de la forme O = O E ouO est un owert de X, est une
topologie sur E, qu’on appelle la topologie induite par la topologie T. On la note 1.

Ezercice. Vérifier que 7g est bien une topologie, et que si 7 = 74 pour une certaine
distance d, alors 7p est la topologie définie par dgx -

1.2. Bases.
DEFINITION 1.2. Soit (X, 7) un espace topologique.

(1) Etant donné a € X, on dit qu’une famille V de voisinages de a est une base de

voisinages pour a si, pour tout voisinage V de a, on peut trouver V' € V tel que
Vi cV.

43
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(2) On dit qu’une famille d’ouverts B est une base pour la topologie T si, pour tout
ouwvert U < X et pour tout a € U, on peut trouver B e B tel queae B et B< U ;
autrement dit : si tout ouvert non-vide U < X est réunion d’éléments de B.

EXEMPLES. Soit (X, d) un espace métrique.

(1) sia € X, alors V := {B(a,1/n); n € N*} est une base de voisinages pour a.
En particulier, tout point a € X possede une base dénombrable de voisinages.

(2) La famille B := {B(a,1/n); a € X,n € N*} est une base pour la topologie
de X. Plus généralement, si D < X est un ensemble dense dans X, alors
B:= {B(z, 1/n); ze D,ne N*} est une base pour la topologie de X.

Démonstration. Exo. O

1.3. Métrisabilité.

DEFINITION 1.3. Un espace topologique (X, T) est dit métrisable si sa topologie
peut-étre définie par une distance, i.e. il existe une distance d sur X telle que 7 = 74 ;
et (X,7) est dit complétement métrisable si sa topologie peut étre définie par une
distance d telle que (X,d) est complet.

Ezercice. Montrer que si X est un ensemble quelconque, alors la topologie discrete
sur X est completement métrisable.

REMARQUE 1.4. Si (X, 7) est métrisable, alors 7 peut étre définie par une distance
J telle que §(z,y) < 1 pour tous x,y € X. Si (X, 7) est complétement métrisable, alors
T peut étre définie par un distance ¢ telle que (X, d) est complet et §(z,y) < 1 pour
tous x,y € X.

Démonstration. Exo. (Si d est une distance sur X telle que 7 = 74, poser 6(z,y) =
min(1,d(z,y)). Vérifier que (X,6) est complet si (X,d) est complet.) g

REMARQUE 1.5. Si (X, 7) est un espace topologique complétement métrisable,
alors tout fermé F <€ X est completement métrisable, et tout ouvert V< X est
completement métrisable.

Démonstration. Soit d une distance sur X telle que 7 = 74 et (X, d) est complet.
Alors (F,d) est aussi complet, donc F' est compleétement métrisable. Pour montrer que
V est completement métrisable, on définit une distance d sur V en posant

1
dist(y, X\V)  dist(z, X\V)|’

On vérifie que 75 = (749)v, et que (V,9) est complet (exo). O

Ve,yeV @ d(x,y) :=d(z,y) +

1.4. Espaces séparés.

DEFINITION 1.6. Un espace topologique X est dit séparé si, pour tous a,b € X
tels que a # b, on peut trouver des ouverts U 3 a et V 3 b tels que U n'V = F. (En
anglais, on dit de Hausdorff au lieu de “séparé”.)

ExEMPLE 1. Tout espace topologique métrisable est séparé.
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EXEMPLE 2. Soit X un espace vectoriel sur K = R ou C, et soit | - | une semi-
norme sur X. La topologie définie par || - | est séparée si et seulement si | - || est une
norme.

Ezxercice 1. A quelle condition sur un ensemble X la topologie grossiere sur X
est-elle séparée 7

FEzercice 2. Montrer que dans un espace topologique séparé, tous les singletons sont
des ensembles fermés.

1.5. Compacité.

DEFINITION 1.7. Un espace topologique X est dit compact si X est séparé et
st tout recouvrement ouvert de X posséde un sous-recouvrement fini; autrement dit :
pour toute famille d’ouverts (O;)ier telle que | J;.; O; = X, on peut trouver un ensemble
fini J <= I tel que | J,c; O; = X (propriété de Borel-Lebesgue).

FEzercice. Montrer qu’on définit une topologie sur R en décrétant que les ensembles
fermés sont R et les ensembles finis ; et montrer que cette topologie possede la propriété
de Borel-Lebesgue. Cette topologie est-elle séparée 7

RAPPEL. Un espace topologique métrisable X est compact si et seulement si :
toute suite (zp)nen de points de X possede une sous-suite (z,, ) qui converge dans X
(propriété de Bolzano-Weierstrass).

Remarque 1. Soit X un espace topologique séparé, et soit K < X. Alors K est
compact si et seulement si : pour toute famille (O;);e; d’ouverts de X telle que K <
U,er Oi, on peut trouver un ensemble fini J < I tel que K < | J,c; O;.

Remarque 2. Soit X un espace topologique séparé. On dit qu'une famille (F});er de
fermés de X possede la Propriété d’Intersection Finie si on a (),c; F; # & pour tout
ensemble fini J < I. Alors X est compact si et seulement si : toute famille (F;);er de
fermés de X possédant la PIF est telle que (o, F; # .

EXERCICE IMPORTANT. Soient X et Y des espaces topologiques séparés.

(1) Si f : X — Y est continue et si K < X est compact, alors f(K) est un
compact de Y.

(2) Si X est compact, alors tout fermé F' € X est compact.
(3) Si K < X est compact, alors K est fermé dans X.

(4) Si X est compact et si f : X — Y est continue et bijective, alors f est un
homéomorphisme, i.e. f~!:Y — X est continue.

1.6. Séparabilité.

DEFINITION 1.8. Un espace topologique X est dit séparable s’il existe un ensemble
D < X a la fois dénombrable et dense dans X.

EXEMPLES.
(1) R et C sont séparables.

(2) Tout evn de dimension finie est séparable.
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(3) Tout espace compact métrisable est séparable.

4) Si K est un espace topologique compact métrisable, alors I’espace de Banach
p pologiq p p
C(K) est séparable.

(5) Si I est un intervalle de R, alors LP(I) est séparable pour tout 1 < p < o0.

Démonstration. (1) et (2) sont laissés en exo.

(3) Soit K un espace compact métrisable, et soit d une distance définissant la topologie
de K. Pour tout n € N* on peut trouver un ensemble fini F,, € K tel que K =
U.cr, B(z, 1), Alors D := Uns1 Fn est dénombrable et dense dans K (exo).

(4) Soit d une distance défiinissant la topologie de K, et soit D = {z,; n € N} un
ensemble dénombrable dense dans K (un tel D existe par (3)). Pour n € N, notons
fn € C(K) la fonction définie par f(x) := d(x, z,). Comme D est dense dans K, les
fonctions f, séparent les points de K (exo). Par le Théoréme de Stone- Weierstrass, on
en déduit que la sous-algebre A € C(K) engendrée par les f, est dense dans C(K). Soit
alors D I’ensemble des fonctions f € C(K) qui sont combinaisons linéaires & coefficients
dans Q + iQ de fonctions de la forme f; :=[],c; fn, ot I < N est fini. L’ensemble D
est dénombrable, et il est dense dans C(K) par densité de A (exo).

(5) Supposons d’abord que lintervalle I soit borné, et donc de mesure finie. Soit J
la famille de tous les intervalles J < I a extrémités rationnelles, et soit D < LP(I)
I’ensemble des fonctions f qui sont combinaisons linéaires a coefficients dans Q + iQ
de fonctions de la forme 1; ou J € J. L’ensemble D est dénombrable. En utilisant le
Théoréme des classes monotones, il n’est pas trop difficile de montrer que 14 € DY
pour tout borélien A € I (exo). Comme les fonctions étagées sont denses dans LP, on
en déduit que D est dense dans LP([).

Pour un intervalle I quelconque, on écrit I = (o5 In o1t (I,,) est une suite croissante
d’intervalles bornés. Si on pose &, := {f € LP(I); f = 0 en dehors de In} < LP(I),
alors |,y En est dense dans LP(I) (exo). Mais &, s’identifie de maniere évidente a
LP(I,), donc &, est séparable d’apres le ler cas. Si on choisit pour tout n un ensemble
D,, < &, dénombrable et dense dans &, alors D := [ J,,.y Dn est dénombrable et dense
dans LP(I). O

LEMME 1.9. Un espace vectoriel normé X est séparable si et seulement si il existe
une suite croissante (Ep)neny de sous-espaces vectoriels de dimension finie telle que
Unen En est dense dans X.

Démonstration. Si X séparable et si D = {zp, 21, 22, ...} est dénombrable et dense
dan X, il suffit de poser E,, := [20, ..., 2,]. Inversement, on prend D := |, cjy Dn, Ol
D, € E, est dénombrable et dense dans FE,,. O

EXEMPLE. ¢(N) est séparable; /P(N) est séparable pour tout 1 < p < co.

Démonstration. Posons E,, := [eq,...,ep], oU (ey)nen est la “base canonique” de
X =g ou £P. Alors UneN FE, = coy := vect {en; ne N} est dense dans X carsiz € X
est quelconque, alors x = Y xpe,, ot la série converge pour la norme de X (exo)
et les sommes partielles de la série appartiennent a cgp. O

PROPOSITION 1.10. Soit X un espace topologique métrisable. Alors X est séparable
st et seulement si sa topologie posséde une base dénombrable.
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Démonstration. Supposons que X soit séparable. Si D € X est dénombrable et
dense dans X et si d une distance définissant la topologie de X, alors on vu que B :=
{B(z, 1/n); ze Dyne N*} est une base pour la topologie de X ; et B est dénombrable.
Inversement, si B = (B,)nen est une base dénombrable pour la topologie de X avec
B, # & et si on choisit pour tout n € N un point z, € B,,, alors D := {z,; n € N} est
dense dans X (exo); donc X est séparable. ]

COROLLAIRE 1.11. Si X est métrisable et séparable, alors tout ensemble B < X
est séparable (pour la topologie induite).

Démonstration. Si B est une base dénombrable pour la topologie de X, alors Bg, :=
{O NnE; Oe€ B} est une base dénombrable pour la topologie de F. O

COROLLAIRE 1.12. (propriété de Lindelof)
Soit X un espace métrisable séparable. Si (O;)er est une famille quelconque d’ouverts
de X, alors il existe un ensemble dénombrable J < I tel que | J,c; Oi = ;s Os-

N Démonstration. Soit B une base dénombrableNpour la topologie de X, et posons
B:={BeB;dicl : B< O;}. Pour tout B € B, choisissons un indice i(B) € I tel
que B < Oyp). Alors J := {i(B); Be g} convient (exo). O

LEMME 1.13. Soit X un espace topologique séparable. Si O = (O;)es est une fa-
mille d’ouverts de X non vides et deux a deux disjoints, alors O est nécessairement
dénombrable.

Démonstration. Soit D € X un ensemble dénombrable dense. Pour tout ¢ € I, on
peut choisir un point z; € D n O; puisque D est dense dans X. Comme les O; sont dis-
joints, I'application ¢ — z; est injective. Donc I s’injecte dans I’ensemble dénombrable
D ; et donc I est dénombrable. O

COROLLAIRE 1.14. L’espace {*°(N) n’est pas séparable. Si I est un intervalle de R
non trivial, alors L*(I) n’est pas séparable.

Démonstration. St A,B < N et A # B, alors |15 — 14| = 1. Donc la famille
{B(14,1/2); A € P(N)} est une famille non-dénombrable de boules ouvertes deux a
deux disjointes dans ¢*(N); et donc ¢*°(N) n’est pas séparable. Le cas de L™(I) est
laissé en exo. O

DEFINITION 1.15. Un espace polonais est un espace topologique séparable et
complétement métrisable.

2. Suites généralisées
2.1. Définitions et exemples.

DEFINITION 2.1. Un ensemble préordonné (P, <) est un ensemble P muni d’une
relation binaire < qui est transitive : (p < get ¢ < r) = p < r. On dit qu'un
ensemble préordonné (P, <) est filtrant si

Vp1,po€ Pdpe P tel que p>p1 et p > po.

EXEMPLE. Les ensembles suivants sont préordonnés filtrants.

(1) (N, <), (R, ).
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(2) (R, =), otz <y ssi[z] < yl.

(3) (10,1],>).

(4) (FIN(J),<), ou I est un ensemble quelconque et FIN(/) est I’ensemble des
partis finies de 1.

(5) (V(a),2), ot a € X espace topologique.

DEFINITION 2.2. Soit X un ensemble quelconque. Une suite généralisée dans X
est une famille (xp)pep d’éléments de X indexée par un ensemble préordonné filtrant

(P, x).
Remarque 1. Le plus souvent, on écrira “s.g.” au lieu de “suite généralisée”.
Remarque 2. Evidemmen‘c, toute suite est une s.g.
2.2. Convergence.

DEFINITION 2.3. Soit X un espace topologique, (zp)pep une s.g. dans X. Etant
donné a € X, on dit que (x,) tend vers a, et on écrit x, — a si

VV woisinage de a, 3pg € P tel que Vp > po : zp€ V.
On dit que la s.g. (zp) converge dans X s’il existe a € X telle que x, — a.

Remarque. Si (xp)pen est une vraie suite, on retrouve la définition habituelle.

EXERCICE. Si ’espace topologique X est séparé, alors on a “unicité de la limite”
on ne peut pas avoir x, — a et x, — b avec a # b.

EXEMPLE. Soit a € X. Pour tout V voisinage de a, choisissons un point xy € V.
Alors la s.g. (zv)yey(q) tend vers a.

Démonstration. C’est évident par définition. O

PROPOSITION 2.4. Soit X un espace topologique et soit A < X. Soit aussi a € X.
Alors o
a€ A < il existe une s.g. (zp,) < A telle que x, — a.

Démonstration. Supposons que a € A. Alors V n A # ¢ pour tout V € V(a).
Choisissons un point xy € V. n A pour tout V € V(a). Alors la s.g. (zv)yey(q) est une
s.g. de points de A et xy — a.

Variante sans choiz : on pose P := {(V,z); V € V(a), z € V n A} et on décrete
que (V,2) < (V',2) ssi V.2 V'. Alors (P, <) est filtrant car a € A (exo). Pour
p=(V,z) e P, on pose zy,, := z. Alors z, — a.

Inversement, supposons qu’il existe une s.g. (zp)pep S A telle que z, — a. Alors
VV eV(a) 3pe P : x, € V, et donc certainement V n A # ¢J pour tout V € V(a);

donc a € A. O

COROLLAIRE 2.5. Un ensemble F' < X est fermé dans X si et seulement si il
contient tous ses “points limites”, autrement dit : chaque fois qu’une s.g. (xzp) < F
tend vers un point a € X, on a que a € F.

Remarque. En général, on ne peut pas remplacer “s.g.” par “suite” dans la propo-
sition 2.4 ; mais on sait bien qu’on peut si X est métrisable!
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Ezercice. Montrer qu’on peut remplacer “s.g.” par “suite” si le point a possede
une base dénombrable de voisinages.

PROPOSITION 2.6. Soient X etY des espaces topologiques, et soit f : X — Y. Soit
également a € X. Alors

(f continue en a) < f(zp) — f(a) pour toute s.g. (x,) < X telle que x, — a.

Démonstration. On laisse = en exo.
Inversement, supposons f non continue en a. Alors on peut trouver un voisinage Wy
de f(a) tel qu'on n’ait f(V) < Wy pour aucun voisinage V' de a. Donc, pour tout
V € V(a), on peut choisir un point zy € V tel que f(zy) ¢ Wy. Alors xy — a, mais
f(zv) b f(a) puisque YV : f(xy) ¢ Wo. O

Ezercice. Faire une preuve “sans choix”.

COROLLAIRE 2.7. Soient T et 7' deuz topologies sur X . Alors T < 7' si et seulement
si la convergence d’une s.g. pour T' entraine sa convergence pour T (vers la méme
limite). Et donc, T = 7' si et seulement si T et 7' ont les mémes s.g. convergentes
(avec les mémes limites).

Démonstration. Dire que 7 € 7/ signifie que 'application id : (X,7") — (X, 7) est
continue ; donc le résultat est évident. O

2.3. Sous-s.g. et valeurs d’adhérences.

DEFINITION 2.8. Soit (zp)pep une s.g. dans un ensemble X. Une sous-s.g. de
(zp) est une s.g. (zpy)yepr de la forme zy = x4y, 0l ¢ : P — P est une application
cofinale, i.e. telle que Ypy € P 3pj € P'Vp' > p}y : ¢(p') = po.

Exemple. Si (xy,)nen est une suite dans X et si (ng)ken est une suite d’entiers telle
que ny — 0, alors (zp, )ken est une sous-s.g. de (z,,).

Ezxercice. Une sous-s.g. d’une sous-s.g. est une sous-s.g.

DEFINITION 2.9. Soit (xp)pep une s.g. dans un espace topologique X, et soit a € X.
On dit que a est une valeur d’adhérence de (x,) si

YWV eV(a)Vpoe PIp>=py : zpe V.

LEMME 2.10. Un point a € X est une valeur d’adhérence de (xz,) si et seulement
si (xp) admet une sous-s.g. (zy) telle que zy — a.

Démonstration. Supposons que a soit valeur d’adhérence de (). Posons
P :={(V,p); VeV(a)et z, e V};
et décrétons que
(Vi,p1) < (Va,p2)  ssi Vi2Va et pr <pa.

Alors (P, <) est filtrant car a est une valeur d’adhérence de (z,). Détail : étant donné
Py = (Vi,p1) et ply = (Va,p2), on peut trouver py € P tel que py > p1 et py > ps car
P est filtrant, puis p > po tel que z, € Vi NV, car a est valeur d’adhérence de (z,) et
Vi n Va est un voisinage de a; et alors p’ := (Vi n Va,p) est tel que p' > p) et p' > p,.
Pour p’ = (V,p) € P', posons zy := . Alors (zy)ycp est une sous-s.g. de (zp) et
zy — a. “Détail” : Papplication ¢ : P’ — P définie par ¢(V,p) := p est cofinale ar
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(X,p) € P' pour tout p € P; et z,y — a par définition de la relation < car pour tout
Vo € V(a), on peut trouver py € P tel que z,, € V.

La réciproque est laissée en exo. O

PROPOSITION 2.11. Soit X un espace topologique séparé. Alors X est compact si
et seulement si toute s.g. (xp)pep dans X posséde une sous-s.g. qui converge dans X,
si et seulement si toute s.g. (zp) S X posséde une valeur d’adhérence dans X .

Démonstration. Supposons X compact, et soit (xp)pep une s.g. dans X. Supposons
que (z,) ne possede aucune valeur d’adhérence dans X. Alors, pour tout = € X,
on peut trouver un voisinage ouvert V, de x dans X et un indice p, € P tels que
Vp > ps : xp ¢ Vs La famille (V;),ex est un recouvrement ouvert de X, donc on peut
trouver z1,...,x, € X tels que V;, u--- UV, = X. Comme P est filtrant, on peut
ensuite trouver p € P tel que p > py,,...,ps,. Alors x, ¢ V,, pour i = 1,...,r, ce qui
est absurde puisque quand méme x, € X.

Inversement, supposons que X ne soit pas compact : il faut trouver une s.g. (:L'p)pep
sans valeur d’adhérence. Soit (O;);e; un recouvrement ouvert de X n’admettant aucun
sous-recouvrement fini. Posons (P, <) := (FIN(I),<). Pour tout J € P = FIN(I),
choisissons un point z; € X tel que x5 ¢ | J,c; O;. Alors (mJ)Jepf(I) est une s.g. dans
X. Supposons que (z7) possede une valeur d’adhérence a € X. Comme X = | J,.; O;,
on peut trouver iy € I tel que a € O;,. Comme a est censé étre une valeur d’adhérence
de (z7) et que O, est un voisinage de a, on peut trouver J € Ps([I) tel que {ip} < J,
i.e. ig € J, et x5 € Oy, ; mais c’est absurde car on doit avoir zy ¢ | J,.; O; et ige J. O

EXERCICE. Refaire I’“Exercice important” de 1.5 en utilisant des s.g.
2.4. Complétude et s.g. de Cauchy.

DEFINITION 2.12. Soit (X,d) un espace métrique. On dit qu’une suite généralisée
(zp)pep S X est de Cauchy si

Ve > 03dp. € PVYp,q>p. : d(zp,zq) <e.
Ezxercice. Montrer que toute s.g. convergente est de Cauchy.

LEMME 2.13. Si (X,d) est un espace métrique complet, alors toute s.g. de Cauchy
Tp)pep S X est convergente.
p)p

Démonstration. Comme (z,) est de Cauchy, on peut pour tout n € N choisir p,, € P

tel que
Vp,q > pn ¢ d(zp,zg) <27

De plus, comme I’ensemble préordonné P est filtrant, on peut supposer que la suite
(Pn)nen est croissante : si po,...,p, ont été choisis, on peut toujours prendre p,41 >
Pos .- sPn-
Par définition, la suite (xp, )nen est de Cauchy dans (X, d); donc elle converge dans X
puisque (X, d) est complet, ,,, — x € X. Si maintenant € > 0 est quelconque, on peut
choisir ng € N tel que 27 < ¢, et on a alors d(zp, zp,) < € pour tout p > py, et pour
tout n > ng puisque py > pn,. En faisant n — oo, on en déduit que d(xp,x) < € pour
tout p > pp,. Donc x, — z. [l
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2.5. Un exemple : familles sommables.

DEFINITION 2.14. Soit X un espace vectoriel normé, et soit (;)ic; une famille
d’éléments de X. On dit que la famille (x;) est sommable si la suite généralisée
(Xier mi)FeFIN(I) est convergente. Autrement dit, (x;) est sommable s’il existe x € X

(uniquement déterminé) tel que la chose suivante ait lieu :

Ve > 0dF, < I fini tel que YF 2 F fini :

IERE

el

<e.

Si la famille (x;) est sommable, on pose ZIL‘Z = li}n Z ;.
el =

FEzercice. Montrer que si une suite (z,)neny S X est sommable, alors la série Yz,

converge dans X et Zf:o Tp = D.cnTn. Montrer de méme que si une suite (2, )nez

indexée par Z est sommable, alors >~ T, = limy_ o Zg:_ N Tn €xiste et est égale

n=—o0 n
a ZneZ Ln-

REMARQUE 2.15. (Critére de Cauchy)
Supposons que X soit un espace de Banach. Alors une famille (z;);e; € X est sommable
si et seulement si la chose suivante a lieu : pour tout € > 0, on peut trouver un ensemble
fini F. < I tel que

o

e

<e¢ pour tout J € I fini tel que J n F; = .

Démonstration. C’est une conséquence du Lemme 2.13. Les détails sont laissés en
€xo. g

EXEMPLE 1. Supposons que X soit un espace de Banach. Si (x;)er et une famille

d’éléments de X telle que Y, |z;| < oo, alors la famille (x;) est sommable.

Démonstration. Rappelons que si (a;)ier est une famille de nombres positifs, alors,
par définition,

Zai = sup Zai € [0, ].
= FEFIN(]) ieF

Soit € > 0. Comme )}, ; |z;| < o0, on peut trouver un ensemble fini F, < I tel que
Dier lzil < Xiep |xi] + €. Pour tout ensemble fini J < I tel que J n E, = &, on a alors

Dies il + 2icr. [7il] = Ziesor il < 2ier |2l < 2ier 2] +e, done e s [ <e,
et donc a fortiori |Y,,.; xi| < e. Donc la famille (z;) est sommable par le critere de
Cauchy (Remarque 2.15). O

EXEMPLE 2. Soit H un espace de Hilbert. Si (z;);er est une famille d’éléments de H
deux & deux orthogonaux telle que Y., [z;]|> < o0, alors la famille (x;) est sommable.

Démonstration. La preuve est la méme que pour I’Exemple 1, en mettant des carrés
partout et en observant qu'on a |3, ; wZHz = Yics |zi|? pour tout ensemble fini J < I,
par orthogonalité des z;. O

Remarque. L’Exemple 2 montre en particulier que si (e;);er est une base hil-
bertienne de H alors, pour tout x € H, la famille (<$,€i> ei) .; est sommable et

7
Zie[ <x7 ei> € = .



52 2. UN PEU DE TOPOLOGIE “GENERALE”

THEOREME 2.16. Soit X un espace de Banach, et soit (xy,)nen une suite d’éléments
de X. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

—_

) La suite (x,) est sommable.
2

) Pour toute permutation o : N — N, la série Zxo(n) est convergente.
3) Pour toute application injective o : N — N, la série . Ty(n) €St convergente.
)

(
(
(
(4) Pour toute suite strictement croissante d’entiers (ng)gen, la série D, x,, est
convergente.

(5) Pour toute suite (e,) € {0, 1}, la série Y epx,, est convergente.

De plus, si la suite (x,) est sommable alors >, . Tn = >0 To(n) pour toute permuta-
tion o0 : N — N.

Démonstration. Les implications (3) = (2) et (3) = (4) sont évidentes; et
Péquivalence de (4) et (5) est un micro-exo.
Supposons (1) vérifiée, et montrons (3). On fixe une application injective o : N — N.
Soit € > 0. Par le critere de Cauchy, on peut trouver un ensemble fini /' € N tel que
|>2cs @n|| < € pour tout J = N fini vérifiant J n F = . Posons alors F’ := o~ (F).
Comme o est injective, F’ est un ensemble fini. Si J’ € N est fini et J'n F' = &, alors
o(J') n F = &; donc, par injectivité de o, on a HZHEJ, xa(n)H = HZkeU(J,) :ck{ < e
Donc la suite (xg(n)) est sommable par le critere de Cauchy, et donc la série ng(n)
converge.

Montrons (2) = (1) par contraposée. Supposons que la suite (x,) ne soit pas som-
mable. Alors le critéere de Cauchy n’est pas vérifié ; donc il existe un € > 0 tel que : pour
tout ensemble fini ' = N, on peut trouver une ensemble fini F’ tel que F/ n F = &
et ”Zme I xm” > ¢. On peut donc construire par récurrence une suite de parties finies
de N deux & deux disjointes (F),>o telle que HZmeFT me > ¢ pour tout r = 0. Soit
(I;)r>0 une suite d’intervalles de N consécutifs (min I, 1 > max I, pour tout k) telle
que |I| = |F,| pour tout r et telle que N\ [ J I, ait la méme cardinalité (finie ou infinie)
que N\ Urzo F... Par le choix des I, il existe une permutation ¢ : N — N telle que
o(I,) = F, pour tout r > 0. On a alors | Dinel, Tom)| =| DmeF, Tm| = € pour tout
7; donc les sommes partielles de la série ) x,(,) ne vérifient pas le critere de Cauchy
(micro-exo), et donc cette série ne converge pas. Ainsi, (2) n’est pas vérifiée.

La preuve de (4) = (1) est treés semblable. Si (1) n’est pas vérifiée, il existe un € > 0
témoignant que le critere de Cauchy n’est pas vérifié. On peut construire par récurrence
une suite (F;),>o de parties finies de N telle que min F,. ;1 > max F) et HZ%FT :BnH >«
pour tout r = 0 : si Fp,..., F, sont construits, on pose N := max(Fpu ---u F,), et
on choisit F,1 tel que Fry1 n [0,N] = & et HZ%FTH zn| = €. Si on note (ng)r=o
I'’énumération croissante de I'ensemble | . F, alors la série )}z, diverge (exo); donc
(5) n’est pas vérifiée.

Montrons pour finir que si la suite (z,,) est sommable, alors >, @n = Dy To(n)
pour toute permutation o : N — N. Posons « := )} . Soit € > 0, et soit F; = N
un ensemble fini tel que HZmE FTm — xH < € pour tout ensemble fini F' 2 F.. Comme
o : N — N est surjective, on peut trouver un entier Ny tel que a([[O,No]]) D F.. Alors
o([0,N]) = F. pour tout N > N, donc “Zmea([[o,N]]) Tm — x| < e. Mais comme o

est injective, on a Zmea(ﬂo,N]]) Ty = ery:o To(n)- Donc HZQ{:O To(n) — :L'H < € pour tout
N = Ny, ce qui prouve que Z?:o To(n) = Z- ]
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COROLLAIRE 2.17. soit X un evn de dimension finie, et soit (zp)neny S X. Alors
(zn) est sommable si et seulement si Y. ||z, | < 0.

Démonstration. Par équivalence des normes, on se ramene au cas ou X = K (exo).
Et dans ce cas, le résultat est “bien connu” : si (x,) est une suite de scalaires telle que
Za:g(n) converge pour toute permutation o : N — N, alors “on sait bien” que la série
>z, est absolument convergente. O

DEFINITION 2.18. Soit (zy,)nen une suite dans un espace de Banach X. On dit que
la série Y. x,, est inconditionnellement convergente si la suite (z,,) est sommable.

PROPOSITION 2.19. Soit (x,,)nen une suite dans un espace de Banach X . Si la série
> @, est inconditionnellement convergente alors, pour toute suite bornée (a,) € K, la
série Y anx, est convergente.

Démonstration. En considérant parties réelles et imaginaires séparément si K = C,
on se ramene au cas ou les a, sont réels. De plus, quitte a remplacer a,, par Mﬂj‘” ou

M = supy, |ag|, on peut supposer qu’on a 0 < a,, < 1 pour tout n € N.

Soit ¢ > 0. Comme la suite (z,,) est sommable, on peut trouver un entier N tel que
|2 nes Tnl < € pour tout ensemble fini J tel que minJ > N. On va montrer qu’on a
HZi:p 41 anxn” < € pour tous N < p < g, ce qui prouvera que les sommes partielles de
la série > anxy, vérifient le critere de Cauchy.

Fixons p et ¢ tels que N < p < ¢, et posons I := [p + 1,q]. Alors la suite finie
(an)ner appartient & [0,1]7, donc elle est combinaison convexe de suites a € {0,1}!

(ex0). Pour une telle suite o, on a > ;onzy, = >, c;xp ot J := {n € I; o = 1}
vérifie min J > N ; donc HZHE 7 anmnH < . Par convexité de la norme, on en déduit
Hznd anan <e. O

3. Topologie engendrée par une famille d’applications
3.1. Définition générale.

LEMME-DEFINITION. Soit X un ensemble, et soit (7;);e; une famille d’applications,
m; + X — FE; ou F; est un espace topologique. Il existe une plus petite topologie 7 sur
X rendant continues toutes les applications 7; : X — F;. On dit que 7 est la topologie
engendrée par les applications ;.

Démonstration. Il y a certainement au moins une topologie rendant continues les
i, a savoir la topologie discréte. De plus l'intersection d’une famille quelconque de
topologies sur X rendant continues les 7; est encore une topologie rendant continues
les m; (exo0). Donc la topologie cherchée est l'intersection de toutes les topologies sur
X rendant continues les ;. ]

Dans la suite, X est un espace topologique dont la topologie 7 est engendrée par
une famille d’applications m; : X — E;, i € I.

LEMME 3.1. Un ensemble O < X est T-ouvert si et seulement s’il est réunion
d’ensembles de la forme

Vii,....Vi,] ={oe X; m,(z) € Viy,...,m.(z) € Vi, },

ol i1, ...,i € I et V; est un ouvert de E; pour ¢ =11,...,1,.
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Démonstration. Notons 7’ la famille de tous les ensembles O € X qui sont réunion
d’ensembles de la forme [V;,,...,V; ]. Comme [V;,,..., Vi ] =i, 7ri_81(Vi ), on voit
que [Vi,,...,V; ] est 7-ouvert par continuité des 7;, et donc tout ensemble O € 7’ est
7-ouvert. Ainsi, 7/ € 7. Inversement, on vérifie que 7’ est une topologie sur X (exo),
et que 7’ rend les m; continues (autre exo). Donc 7/ 2 7. O

Remarque. On dira que les ensembles de la forme [V;,,...,V; ] sont les ouverts
élémentaires pour la topologie 7.

LEMME 3.2. Si (zp)pep est une suite généralisée dans X et sia € X, alors
xrp — a < mi(xp) — mi(a) pour tout i € I.

Démonstration. Si x, — a, alors certainement m;(x,) — m;(a) pour tout ¢ € I
par continuité de 7;. Inversement, supposons que m;(x,) — m;(a) pour tout i € I.
Soit V' un voisinage quelconque de a dans X. Par le Lemme 3.1, on peut trouver un
ouvert élémentaire [V;,,...,V; | tel que a € [V;,...,V; ] < V. Comme m;(z,) — m;(a)
pour tout i, on peut trouver pi,...,p. € P tels que pour s = 1,...,r, on ait que
Vp > ps : m,(zp) € Vi,. Comme P est filtrant, on peut trouver pg € P tel que
Po = DPis--.,pp. Alors Vp = po @ zp € [Viy,...,V; ] € V. Donc z, — a. d

COROLLAIRE 3.3. 5@ Z est un autre espace topologique, une application f: Z — X
est continue si et seulement si w;o f : Z — E; est continue pour tout i € I.

Démonstration. Exo. O
3.2. Topologie produit.

DEFINITION 3.4. Soit (X;)ier une famille d’espaces topologiques, et soit X :=
[Lic; Xi. Un “point” de X est donc de la forme x = (x;)icr ou x; € X; pour tout
i € I; on pourra aussi écrire x = (x(1));er. La topologie produit sur X est la topolo-
gie engendrée par les projections canoniques w; : X — X;.

MODE D’EMPLOI. Soit X = [[..; X; muni de la topologie produit.

1€l
e Une s.g. (zp)pep dans X converge vers a € X ssi z,(1) — a(i) dans X; pour
tout i € I.

« Soit Z un espace topologique, et soit f = Z — X. Ecrivons flz) = (fl(z))
Alors f est continue ssi chaque application f; : Z — X; est continue.

el”

o Une base pour la topologie produit est donnée par les ouverts élémentaires
p p b 1%
“Vip x oo x V3,7 = {J:EX; Ty, € Vi, T, € ViT},

ou V; est ouvert dans X; pour:=1,...,7r.

EXEMPLE 1. Soient E et F' deux evn sur K = R ou C. La topologie produit sur
E x F est la topologie définie par la norme produit |(z,y)| := max(|z| g, |y|r)-

EXEMPLE 2. Prenons tous les X; égaux & un méme espace topologique E. Alors
[Lic; Xi = ET est I’ensemble de toutes les applications f : I — E, qu’on notera souvent
F(I, E). La topologie produit sur F (I, E) s’appelle la topologie de la convergence
simple.
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REMARQUE. Il n’est pas clair que si X; # ¢ pour tout ¢ € I, alors [ [,.; Xi # .
En fait, c’est exactement ce que dit 'axiome du choix. (A titre d’exercice, on pourra

montrer que [[,.; X; # & en utilisant le Lemme de Zorn.)

el

EXERCICE. Montrer que si tous les X; sont séparés, alors X = [ [,.; X; est séparé.

3.3. Topologie définie par une famille de semi-normes.

RAPPEL. Soit X un espace vectoriel sur K = R ou C. Une semi-norme sur X
est une application | - | : X — R* satisfaisant toutes les propriétés d’une norme sauf
peut-étre I'implication |0 = 0 = =z = 0. Toute semi-norme || - | définit une topologie
7).y sur X : un ensemble O < X est 7. -ouvert ssi, pour tout a € O, on peut trouver
r > 0 tel que B” N (a,7) € O. (On a vu en exo que cette topologie est séparée si et seulement
si la semi-norme | - || est une norme.)

DEFINITION 3.5. Soit X un espace vectoriel sur K =R ou C, et soit (| - |i)ier une
famille de semi-normes sur X. La topologie définie par les | - |; est la topologie
sur X engendrée par les “applications identité” X — (X, - |;).

TRADUCTION. On garde les notations de la définition.

e Si (zp) est une s.g. dans X et a € X, alors ), — a < |z, —all; — 0 pour

toute semi-norme || - |;.
e Soit a € X. Pour i1,...,7, € I et € > 0, posons
Bi,...i(a,€) = {m eX; |z—aliy <e,...|z—ali < 5}.

Alors les B;, . ;. (a,e) forment une base de voisinages pour a.

EXEMPLES.

(1) Soit I un ensemble quelconque, et soit Y un evn. La topologie de la conver-
gence simple sur F(I,Y) est engendrée par les semi-normes || - ||;, ¢ € I définies

par | flli == [ f(8)]-
(2) Soient X et Y des evn. La topologie opératorielle forte sur £(X,Y) est
la topologie engendrée par les semi-normes || - ||, x € X définies par ||T], :=

|T'z|. Cette topologie se note SOT. Autrement dit : SOT est la topologie sur
L(X,Y) induite par la topologie de la convergence simple sur F(X,Y).

(3) Soit © un espace topologique, et soit C(2) := {f : @ — C continues}. Pour
tout compact K < Q, soit | - |k la semi-norme sur C(€2) définie par | f||x :=
sup{|f(z)|; x € K}. La topologie de la convergence uniforme sur tout
compact sur C(Q2) est la topologie engendrée par les semi-normes | - |x.

(4) Soit  un ouvert de R?, et notons C*(£2) I'espace vectoriel constitué par toutes
les fonctions f : Q — C de classe C*. Pour tout compact K < Q et pour tout
n € N, notons || - |k, la semi-norme sur C*(Q2) définie par

|l :=sup{|0®f(z)]; |o| <n, ze K}

La topologie C* sur C*(12) est la topologie engendrée par les semi-normes
| - |&n Ainsi, une sg (fp) < C*(€2) converge vers f € C*(2) en topologie
C® si et seulement si 0°f, — 0% f uniformément sur tout compact pour tout
a € N? (micro-exo).
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4. Plus de choses sur les produits
4.1. Produits dénombrables.

PROPOSITION 4.1. Soit (X;)ier une famille dénombrable d’espaces topologiques, et
soit X :=1]
(1) Siles X; sont métrisables, alors X est métrisable.
(2)

(3) Siles X; sont séparables, alors X aussi.
(4)

zeI

Si les X; sont complétement métrisables, alors X aussi.

Si les X; sont polonais, alors X aussi.

Démonstration. On va faire la preuve dans le cas o I est infini, ce qui revient a
supposer que I = N. (Le cas ou I fini est plus simple.)

(1) Pour tout ¢ € N, soit ¢; une distance sur X; définissant la topologie de X;, avec de
plus 9;(u,v) < 1 pour tous u,v € X;. Pour z,y € X, on pose

= 12776 (x(i), y(i)).
i=0

On vérifie (exo) que § est une distance sur X. Il faut montrer que § définit la topologie
produit, autrement dit qu'une s.g. (zp)pep S X converge vers a € X pour la topologie
produit si et seulement si elle converge pour 9.

Supposons que x, — a pour la topologie produit, i.e. z,(i) — a(i) pour tout i € N.
Soit £ > 0. Pour tout N € N et pour tout p, on a

d(xp,a 221(5 xp (i 22’

>N

Dongc, si on fixe N assez grand, on a
Vp : 6(xp,a 22 '6; (zp(i), a(i)) + &/2.

Comme 6; (zp(),a(i)) — 0 pour i = 0,..., N, on en déduit (exo) que d(zp,a) — 0.
Inversement, si d(zp,a) — 0, alors z,(i) — a(i) pour tout i € N car §;(zp(i),a(i)) <
2¢§(xp, a) ; donc x, — a pour la topologie produit.

(2) Avec les notations de (1), il faut juste montrer que si (X, d;) est complet pour tout
i € I, alors (X,0) est complet ; autrement dit, d’aprés (1), que toute suite (x,) € X
qui est de Cauchy pour § converge coordonnée par coordonnée. On laisse cela en exo.
(3) Pour i € N, soit D; un ensemble dénombrable dense dans X;. Soit aussi a € X fixé.
Pour tout ensemble fini F' € N, soit

Dp := {xeX; x; € D; pour tout ¢ € F' et x; = a; pourtoutigéF}.

Alors chaque Dp est dénombrable (exo), donc D := | Fermn(n) DF aussi; et on vérifie
que D est dense dans X (autre exo).

(4) est immédiat par (2) et (3). O

REMARQUE. Si [ est un ensemble non dénombrable, alors F(I,R) = R! nest pas
métrisable pour la topologie de la convergence simple.



4. PLUS DE CHOSES SUR LES PRODUITS 57

Démonstration. Soit A := {1p; F < I fini} < F(I,R). Alors la fonction 1 ap-
partient & A car la suite généralisée (1p) rermn(ry tend vers 1 (exo). Mais aucune
suite (1F, )nen de points de A ne peut tendre vers 1. En effet : I'ensemble (o Fr
est dénombrable et I ne I'est pas, donc on peut trouver ig € I\|J,on Fn, et alors

15, (i) = 0 4 1. O

COROLLAIRE 4.2. Soit EE un espace topologique complétement métrisable. SiG € E
est un ensemble Gg, i.e. une intersection dénombrable d’ouverts, alors G — muni de la
topologie induite par celle de E — est complétement métrisable.

Démonstration. Ecrivons G = (MNien Vi, ot les V; sont des ouverts de E. Les V; sont
complétement métrisables (vu en exo). Soit

G = {erV}; x; = xj pour tous i,jeN}.
€N

Alors G est fermé dans [ [;e; Vi, donc completement métrisable. De plus, si on définit

¢: G — G par ¢(z) := (2,2,2...), alors on vérifie que ¢ est un homéomorphisme de

G sur G (de réciproque donnée par ¢~1(z) := z¢). Donc G est completement métrisable

puisque G est. g

EXERCICE. Montrer que si F est un espace topologique métrisable, alors tout fermé
de FE est Gg.

REMARQUE 4.3. Il se trouve que la réciproque du Corollaire 4.2est vraie : si G € F
est completement métrisable, alors G est un G de E. Ainsi, un ensemble G € FE est
completement métrisable si et seulement si G est un G5 de E. Ce résultat s’appelle le
Théoréeme d’Alexandrov.

Démonstration. Soit d une distance définissant la topologie de FE, et soit § une
distance sur G topologiquement équivalente a d|g ¢ telle que (G, d) soit complet. On
notera Bj les boules ouvertes de G relativement a la distance J, et ¢-diam(A) le
diametre d’un ensemble A € G relativement 6. De méme, on notera By les boules
ouvertes de E relativement a la distance d.

Observons d’abord que G est un G5 de E car c’est un fermé de E et F est métrisable.
Donc, pour montrer que G est un G5 de E, il suffit de montrer que c’est un G5 de G
(micro-exo). On peut donc en fait supposer que G = FE, i.e. que G est dense dans E.

Pour n € N*, posons

1
Oy, = {x € E; 3V voisinage ouvert de = tel que J-diam(V n G) < } .
n

Par définition, les O,, sont des ouverts de E. On va montrer que G = ﬂn>1 Oy,.

Soit x € G, et soit n € N* fixé. Si on pose B := Bj (ac L ), alors B est un ouvert de G

’ 3n
tel que 0 - diam(B) < 3% < % Donc, si on choisit un ouvert V de E tel que B =V nG,
alors V témoigne que x € O,. Ceci étant vrai pour tout n € N*, on a donc montré
Iinclusion G < (), On.
Inversement, soit = € ﬂn>1 O,, quelconque, et montrons que x € G. Pour tout n > 1,
choisissons un ouvert V,, € E tel que z € V,, et §-diam(V, n G) < 2. Quitte &

remplacer V,, par V,, n Bd(m, %), on peut supposer que V,, € By(z, %), et quitte a
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remplacer ensuite V,, par V,, n V,_1 pour n = 2, on peut également supposer que la
suite (V;,)n>1 est décroissante.

Comme G est dense dans F, on a Vj, n G # ¢ pour tout n € N, donc on peut choisir
un point z, € V, n G. Alors x,, > z car x, € V,, < Bd(:r, %) De plus, si p,q € N, alors
Ty et x4 sont tous les deux dans Viin(yq) N G car la suite (V) est décroissante, donc

p,q—>0

0.

Par conséquent, la suite (x,) est de Cauchy dans (G, J), qui est complet; donc (z,,)
converge pour ¢ vers un certain point xo, € GG. Mais 0 est topologiquement équivalente
a d‘GXg, donc x, — x« pour d; et donc xo, = x car x, —> x pour d. Donc z e G! O

0(2p, 2¢) < 6-diam(Viin(pg) N G)

COROLLAIRE 4.4. Si Q est un ouvert de RY, alors C(Q) est polonais (pour la topo-
logie de la convergence uniforme sur tout compact).

Démonstration. Soit (K;),n une suite exhaustive de compacts pour (, i.e.
(K;) est une suite croissante de compacts de  telle que tout compact K < € est
contenu dans un K;. Alors chaque C(K;) est un espace de Banach séparable, donc un
espace polonais; donc X := [[,.yC(K;) est un espace polonais. Soit ® : C(2) — X
Papplication définie par ®(f) := (f\Kz‘)ieN' On a

CID(C(Q)) = {fz (fi)ien € X5 f; = fi sur K; pour tous i < j};

donc @ (C(£2)) est fermé dans X, et donc ®(C(€2)) est un espace polonais. Par définition
de la topologie de C(f2) et de la topologie produit sur X, on voit (exo) que ® est un
homéomorphisme de C(2) sur ®(C(2)) ; donc C(£2) est polonais. O

COROLLAIRE 4.5. Soit K un espace topologique compact. S’il existe une famille
dénombrable (f;)ier de fonctions continues sur K qui sépare les points de K, alors
K est métrisable.

Démonstration. Soit ® : K — C! I'application définie par ®(z) := (fi(x))ies. Alors
® est continue, et elle est injective car les f; séparent les points de K. Comme K est
compact, on en déduit que K est un homéomorphisme de K sur ®(K). Ainsi, K est
homéomorphe & une partie de C! et est donc métrisable. ]

PROPOSITION 4.6. Tout espace topologique métrisable séparable est homéomorphe
a une partie de [0, 1]N.

Démonstration. Soit E un espace topologique métrisable séparable. Soit § une dis-
tance définissant la topologie de E telle que §(z,y) < 1 pour tous z,y € F, et soit
D = {z; i € N} un ensemble dénombrable et dense dans E. On définit ® : E — [0, 1]V
par

O(x) := (5(x,zi))ieN.

Alors @ est continue, et elle est aussi injective : en effet, si x # y, on peut trouver i € N
tel que 6(z;, z) < d(x,y)/2, et alors §(z;, x) < §(z;,y) car 6(z;,y) = o(x,y) — d(z,2;) >
§(z,y)/2; donc ®(x) # ®(y). Enfin, ! : ®(E) — F est continue. En effet, supposons
que (Z,)neN soit une suite de points de E telle que ®(x,,) — ®(z) ot x € E ; autrement
dit, 6(z;, xn) — 0(zi,x) pour tout i € N. Si (z,,) ne tendait pas vers x, on pourrait
trouver une sous-suite (z,,) telle que §(zp,,z) = ¢ > 0 pour tout k. En choisissant
i € N tel que (z;, ) < &/2, on aurait alors 0(zp,, zi) = d(Tn,,z) — (2, ) > /2 pour
tout k, ce qui est absurde puisque 6(z;, z,,) — 0(2;, ) quand n — 0.
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4.2. Produits de compacts. Le théoreme suivant est sans doute le résultat le
plus important concernant la compacité.

THEOREME 4.7. (Tychonoff)
Tout produit de compacts est compact : si (X;)ier est une famille quelconque d’espaces
topologiques compacts, alors X := Hiel X, est compact.

Démonstration. On a vu en exo que X est séparé. Soit (2p,)pcp une s.g. dans X :
on veut montrer que (z,) possede une valeur d’adhérence.
Pour tout & # J < I, on posera Xj := [[,.;Xi. En particulier, on a X; = X
et Xy = X, pour tout i € I.Si J € J' < etz = (2(i))ey € Xy, on pose
Z|J = (Z(Z))ZGJ
Soit

&= {(J, 2); 3 #J <1 ,ze Xyet z est une valeur d’adhérence de (($p)u)pep}.

FAIT 0. L’ensemble £ est non vide.

Preuve du Fait 0. Soit iy € I. Comme X, est compact, la s.g. (zp(i0))pep possede
une valeur d’adhérence z € X, ; et alors ({ip}, 2) € &. O

On définit une relation d’ordre < sur £ de la fagon suivante :
(J,2) < (J,2) ssi JcJ et z|'J = 2.
Fait 1. &€ possede un élément maximal pour <.

Preuve du Fait 1. D’apres le Lemme de Zorn, il suffit de montrer que 'ordre <
est inductif. Soit C = {(Js,2s); s € S} une partie de £ totalement ordonnée pour <.
Posons J := | J,cg Js. Comme C est totalement ordonnée, il existe un z € X ; bien défini
tel que z;, = z; pour tout s € S (exo). Montrons que z est une valeur d’adhérence

de ((acp)|J)peP. Soit V' un voisinage de z dans X; = [[,.; X;, et soit pp € P : on

cherche p > po tel que (z;,); € V. Soient iy,...,i, € J et Viy,...,V; ouverts dans
Xy X5, tels que z € “Vy x .-+ x V; 7 < V. Comme C est totalement ordonné,
on peut trouver s € S tel que {i,...,i.} S J;. Comme 2|7 = zs, on peut considérer

“Vi, x ---x V;” comme un voisinage de zs dans X, = Hier X, ; et comme z4 est une
valeur d’adhérence de ((mp)us), on peut trouver p > po tel que ()7, € “Viy x---x V..
En considérant maintenant & nouveau “V;, x --- x V; 7 comme une partie de X, on a
alors (xp); € “Vi, x---x V3,7 = V. Ainsi z est bien une valeur d’adhérence de (()7),
donc (J, z) € £; et par définition, (J, z) majore tous les éléments de C.

FAIT 2. Si (J,2) € £ et J # I, alors (J, z) n’est pas maximal pour <.

Preuve du Fait 2. Comme z est une valeur d’adhérence de ((x,)|;), on peut trouver
une sous-s.g. (uy )ycpr de (zp) telle que (u,);; — 2. Maintenant, soit ig € I\J. Comme
X, est compact, on peut trouver une sous-s.g. (vy)yrepr de (u,) et un point ag € Xy,
tels que vy (ip) — ap. Si on définit 2 € X; g, par Z); := z et Z(ig) := ao, alors
(vp)|J0tio} — 2- Donc Z est une valeur d’adhérence de ((zp))70(i,)) car (vyr) est une
sous-s.g. de (z); et donc, (J U {ip}, Z) appartient a £ et majore strictement (J,z). O

On peut maintenant terminer la preuve du Théoréeme de Tychonoff. Par les Faits 1 et
2, on peut trouver un élément de &€ de la forme (I, z). Cela signifie que z € X; = X et
que z est une valeur d’adhérence de ((zp)r) = (zp). O
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COROLLAIRE 4.8. Soit I un ensemble quelconque, et soit (fp)pep une s.g. de fonc-
tions, fp, : I — C. On suppose que (f,) est simplement bornée, i.e. que pour tout
i€l las.g. (fp(i))pep < C est bornée. Alors (f,) posséde une sous-s.g. (gy )pepr qui
converge simplement vers une fonction f: I — C. Si de plus I est dénombrable et si
(frn)nen est une suite de fonctions simplement bornée, alors (fy,) posséde une sous-suite
(fny,) qui converge simplement sur I.

Démonstration. Pour i € I, soit M; := sup {|f,(i)|; p € P} et K, := D(0,M;) < C.
Alors on peut considérer les f, comme des éléments de X := [ [,_; K;, qui est compact ;
d’ou la lére partie. Si de plus I est dénombrable, alors X est compact et métrisable,
ce qui donne la 2éme partie. ]

EXERCICE. Démontrer directement la 2eme partie du Corollaire 4.8, sans utiliser
la topologie produit. (La formule magique est : “procédé diagonal”.)

EXEMPLE 1. (Théoreme d’Ascoli)
Soit K un espace topologique compact, et soit F < C(K). On suppose que la famille
F est simplement bornée, et que de plus F est équicontinue en tout point, autrement
dit que pour tout z € K et pour tout € > 0, on peut trouver un voisinage ouvert V, de
z dans K tel que Ve e V. Vf e F : |f(z) — f(2)| < e. Alors toute suite (fn)neny S F

possede une sous-suite uniformément convergente.

Démonstration. L’adhérence de F dans (C(K), | - ||on) Vérifie les mémes hypotheses
que F (exo); donc on peut supposer que F est une partie fermée de C(K). Il s’agit
alors de montrer que F est un compact de C(K). On va le faire en montrant que toute
suite généralisée (f,) = F possede une sous-s.g. qui converge dans C(K).

Soit (fp)pep une s.g. d’éléments de F. Alors (fp) est simplement bornée, donc elle
possede une sous-s.g. (g,/)pep qui converge simplement vers une fonction f : K — C.
On va montrer qu’en fait g,, — f uniformément, ce qui terminera la preuve.

Soit € > 0. Par équicontinuité de F et par compacité de K, on peut trouver z1,...,2yx €
K et des ouverts V; 3 z; tels que Vi u---uVy = K et Vi Vo € V; Vp' € P/
|9y () — gp(2:)] < €. Comme g,y — [ simplement, ceci entraine que Vi Vo € V;
|f(2zi) — f(x)| < . Ensuite, comme g,/ (z;) — f(x;) pour i =1,..., N et comme P’ est
filtrant, on peut trouver p € P’ tel que Vp' > p Vi : |gy(2) — f(zi)] < e. Un coup
d’inégalité triangulaire montre alors que Vp' > p Vi Vo € V; @ |gy(x) — f(z)| < 3e;
autrement dit Vp' > p Ve € K @ |gy(z) — f(z)] < 3¢ puisque Vi U --- U Vy = K.
Donc, en effet, g,y — f uniformément. O

EXEMPLE 2. Pour n € N, soit f, : [0,27] — C définie par f,(t) := ™. Alors
la suite (fy,) est simplement bornée, mais ne posseéde pas de sous-suite simplement
convergente.

Démonstration. Supposons qu'il existe une sous-suite (fp,) qui converge simple-
ment vers une fonction f : [0,27] — C, i.e. €™ — f(t) pour tout ¢ € [0,27]. Alors
f est borélienne et |f(t)| = 1, donc f est intégrable sur [0,27]. Par le Lemme de
Riemann-Lebesgue, on en déduit que Séw f(t)e~™tdt — 0 quand k — co. Mais par
ailleurs, f(t)e="! — |f(t)|*> = 1 pour tout t € [0,27] et |f(t)e”"*!| = 1; donc, par
convergence dominée, S[Q)W f(t)e metdt — gﬂ 1dt = 2m. On obtient donc une contra-
diction. m
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5. L’espace de Cantor

DEFINITION 5.1. L’espace de Cantor est ’espace A := {0, 1} de toutes les suites
infinies de 0 et de 1, muni de la topologie produit.

FarT 5.2. L’espace A est compact et métrisable.

Démonstration. C’est évident puisque {0, 1} est certainement compact métrisable
et que N est dénombrable. O

LEMME 5.3. Notons S l’ensemble de toutes les suites finies de 0 et de 1. Pour
s = (80,...,5n), posons W := {a € A; o commence par s}. Alors les Wy sont ouverts
et fermés dans A, et forment une base pour la topologie de A.

Démonstration. On a Wy = {a e A; a(i) = s; pouri=0,... ,n}, donc Wy est
ouvert et fermé car les projections canoniques a — (i) sont continues de A dans {0, 1}
et que les singletons {s;} sont ouverts et fermés dans {0,1}. Si &« € A et si V est un
voisinage ouvert de o dans A, alors on peut trouver un ouvert élémentaire “Vjx- - - x V},”
tel que aw € “Vp x --- x V;,” <V (les V; sont des ouverts de {0,1}). Alors a(i) € V; pour
i=0,...,n;donc, sionpose s := (a(0),...,a(n)),onaae Wy < “Voyx---xV,,” < V.
Ainsi, les W, forment une base pour la topologie de A. O

COROLLAIRE 5.4. L’espace A est totalement discontinu : les seules parties
connexes de A sont O et les singletons.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que si A © A contient au moins 2 points
a # (3, alors A n’est pas connexe. Par le lemme, on peut trouver s € S tel que a € W
et B & Ws. Alors Wy n A est ouvert et fermé dans A, non-vide et différent de A ; donc
A n’est pas connexe. O

ProPOSITION 5.5. Tout espace topologique X complétement métrisable et sans
point isolé contient une “copie” de A, i.e. il existe un compact K € X homéomorphe
a A.

Démonstration. Soit d une distance définissant la topologie de X et telle que (X, d)
soit complet. Comme X n’a pas de point isolé, il contient au moins 2 points; et donc,
on peut trouver deux ouverts non vides Vp, Vi < X tels que Vo n' Vi = &, avec de plus
diam(Vp) < % et diam(V7) < % On peut faire de méme dans Vg et V1, et ainsi de suite.
De facon précise, en notant S I’ensemble de toutes les suites finies de 0 et de 1, on
construit une famille (V5)ses d’ouverts non vides de X telle que pour tout s € S, les
choses suivantes aient lieu :

s VsouVsi S Vset Voo n Vo = 5

o diam(V;) < 271l oul |s| est la longueur de s.
Si a € A alors, par le théoréme des fermés emboités, l'intersection (), Viao,...,an) €8t
non vide et réduite & un point z,. On peut donc poser j(a) := x4, ce qui définit un
application j : A — X.
L’application j : A — X est continue. En effet, soit @ € A quelconque. Si V' est un
voisinage ouvert de j(a) = w4, alors on peut trouver n € N tel que Vi, 4, SV car
diam(V(4,,....a,)) — 0 quand n — co. Si on pose s := (ao,...,qy), alors toute suite
B € A qui commence par s est telle que j(8) = 23 € Vs < V'; donc Wy est un voisinage
ouvert de « tel que j(W;) € V.
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L’application j est de plus injective. En effet, si a # (5, soit n le plus petit indice tel
que ay, # By Alors Vi, an) O Vigo,...8.) = D, et donc j(a) = x4 # x5 = j(8) puisque
Za € Viag,....an) €6 28 € Vig,,... 80)-

Comme A est compact, on peut maintenant conclure que K := j(A) € X est un
compact homéomorphe a A. O

COROLLAIRE 5.6. Tout espace polonais non dénombrable contient une copie de A.

Démonstration. Soit X un espace polonais non dénombrable. Il suffit de montrer
que X contient un fermé non vide I’ sans point isolé. En effet, F' est alors un espace
completement métrisable et sans point isolé, donc contient une copie de A par la
proposition.

FarT. Notons O I'ensemble de tous les points x € X possédant un voisinage ouvert
dénombrable. Alors O est un ouvert de X, et O est dénombrable.

Preuve du Fait. Pour tout = € X, choisissons un voisinage ouvert V, de x qui soit
dénombrable. Alors V, < O pour tout z € O, puisque V, est dénombrable et est un
voisinage de chacun de ses points. On a donc O = |, Vz, ce qui prouve que O est
un ouvert de X. Enfin, O est dénombrable par la propriété de Lindel6f (exo). O

Soit F':= X\O. Par le Fait, F' est un fermé de X et F' # & car X est non dénombrable.
De plus, si z € F, alors tout voisinage ouvert V de x dans X est non dénombrable,
par définition de F'; en particulier, V' n F n’est pas réduit & {z} car sinon V =
(V n F)u (V nO) serait dénombrable. Donc F' n’a pas de point isolé.

REMARQUE. Soit j : A — R I'application définie par
o0
2C¥i

jla) = Z i+l

1=0

Alors j est injective et continue, donc K3 := j(A) est homéomorphe & A. L’ensemble
K3 est 'ensemble triadique de Cantor.

Démonstration. Exo. O

THEOREME 5.7. Tout espace compact métrisable est image continue de A. Autre-
ment dit : si K est un espace compact métrisable, alors il existe une surjection continue

o:A—» K.
Démonstration.
FarT 1. Il existe une surjection continue de A sur [0, 1].

Preuve du Fait 1. Soit s : A — R P'application définie par

s(a) := ZE) ;(ﬁ

L’application s est continue car les sommes partielles de la série sont des fonctions
continues de a € A et la série converge normalement sur A. De plus, s est & valeurs
dans [0,1] car 3,2, 27""! = 1. Enfin, s(A) = [0,1] car tout nombre z € [0, 1] possede
un développement en base 2. O
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FAIT 2. A est homéomorphe & AN,

Preuve du Fait 2. Soit (i,j) — n;; une bijection de N x N sur N, de réciproque
n = (in, jn). Définissons ® : AN — A comme suit : si 7 = (Zg, 1,...) € AV, alors

O(2) := (Zi, (Jn)) ey
Alors ® est une bijection de AN sur A, de réciproque A 3 o — (Zg,Z1,...), ol
Zi(j) := a(n; ). De plus, ® est continue car chaque application Z — Z;(j) est continue,
et ®~! est continue car chaque application o — «(n) est continue. Donc ® est un
homéomorphisme de AN sur A. O

FarT 3. Il existe une surjection continue de A sur [0, 1]".

Prewve du Fait 3. Fait 14+Fait 2 (exo). O

FAIT 4. Si F est un fermé de A, il existe une rétraction continue de A sur F,
i.e. une application continue r : A — F telle que r(8) = 8 pour tout 5 € F.

Preuve du Fait 4. Soit d la distance sur A définie par
o6} . .
|8() — a(i)|
d =)y —— .
(v, B) ;) 5

La distance d définit la topologie de A (exo); en particulier, si @ € A est fixé, la
fonction 8 +— d(a, 3) est continue sur le compact F', donc il existe au moins 1 point
B € F tel que d(«, B) = dist(a, F). De plus, comme lapplication {0,1}N 5& — > 5
est injective (exo0), on voit que si « est fixé, alors

d(a, B) = d(a, B') = |B(i) — a(i)| = |8'(i) — a(i)] pour touti = B =4
Donc, pour tout o € A, il existe ezactement 1 point 5 € F tel que d(a, §) = dist(a, F).

On note ce point r(«). Par définition, on a r(8) = § pour tout 8 € F. De plus, le
graphe de l'application r : A — F' est fermé dans A x F', car

rl@)=8 < BeF et VB eF : d,pB)<da,ps).

Donc le graphe de r est compact, et donc r est continue (exo classique). O

On peut maintenant finir la preuve du théoreme. Soit K un espace compact métrisable
quelconque. Alors K est métrisable séparable, donc est homéomorphe a une partie de
[0,1]Y. On peut donc supposer que K < [0, 1]N. Soit s : A — [0,1]" une surjection
continue donnée par le Fait 3. Alors F' := s71(K) est un fermé de A; donc le Fait 4
fournit un rétraction continue r : A — F. Alors ¢ := sor : A — K est une surjection
continue de A sur K (micro-exo). O

EXERCICE. Montrer que ’espace vectoriel engendré par les fonctions 1y, s € S est
dense dans C(A); et en déduire que si K est un espace métrique compact quelconque,
alors ’espace de Banach C(K) est séparable.






Chapitre 3

Espaces vectoriels topologiques

1. Généralités
1.1. Groupes topologiques, espaces vectoriels topologiques.

DEFINITION 1.1. Un groupe topologique est un groupe (G, -) muni d’une topo-
logie T séparée telle que les applications (g,h) — g-h et g — g~ soient continues
respectivement de G x G dans G et de G dans G. Un espace vectoriel topologique
est un espace vectoriel X sur K =R ou C muni d’une topologie T séparée telle que les
applications (x,y) — = + y et (A, z) — Ax soient continues respectivement de X x X
dans X et de K x X dans X.

Remarque. Evidemment, si X est un evt, alors (X, +) est un groupe topologique,
commutatif.

EXEMPLE 1. Tout evn est un evt.

Démonstration. Exo. O
EXEMPLE 2. Soit X un espace vectoriel sur K = R ou C, et soit (| - |;)ier une
famille de semi-normes sur X. On note 7 la topologie définie par les | - [;. Alors
(X,7) est un evt si et seulement si la famille (|| - [;) est séparante, i.e. telle que

Vee X\{0} 3i : |z|; #0.

Démonstration. La continuité des opérations est laissée en exo. Supposons que la
famille (|| - ||;) soit séparante, et montrons que (X, 7) est séparé. Soient x,y € X avec
x # y. Comme (|| - ||;) est séparante, on peut trouver i € I tel que ¢ := ||y — z|; est
> 0. Alors V,, := Bj(z,6/2) et V}, := B;(y,0/2) sont des voisinages ouverts de = et y
tels que V; NV}, = &. Inversement, supposons que (X, 7) soit séparé. Soit x € X\{0}

quelconque. Comme 7 est séparée, on peut trouver ii,...,i, € I et € > 0 tels que
x ¢ By, i, (0,e). Alors ||z|;, > ¢ > 0 pour au moins 1 indice k; ce qui montre que la
famille (|| - ||;) est séparante. O

EXEMPLE 3. Le cercle T := {z € C; |z| = 1} est un groupe topologique (pour la
multiplication).

EXEMPLE 4. Soit X un espace de Banach, et soit GL(X) := {T' € £(X) inversibles}.
Alors (GL(X),| - |) est un groupe topologique (pour la composition).

Démonstration. C’est “bien connu”. O

EXERCICE. Soit X un evt. Montrer que pour tout a € X, 'application z — = + a
est un homéomorphisme de X sur X, et que pour tout A € K\{0}, I'application x — Az
est un homéomorphisme de X sur X.

65
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1.2. Petites choses utiles. Dans ce qui suit X est unevt. Pour A, B< X,ue X
et A € K, on pose
A+B:={x+vy; z€ A ye B},
u+ A:={u+uz; ze A},
A = {Az; z e A}.

Ezxercice. Montrer que si O € X est ouvert, alors O + B est ouvert pour tout
BcX.

FAIT 1. Soit @ € X. Un ensemble V' < X est un voisinage (ouvert) de a si et
seulement si V = a + W ou W est un voisinage (ouvert) de 0.

Démonstration. Par définition d’un evt, 'application 7, : £ — x + a est un
homéomorphisme de X sur X. Donc, si V' est un voisinage ouvert de a, alors W :=
V —a = 7,1(V) est un voisinage ouvert de 0; et si W est un voisinage ouvert de 0,
alors a + W = 7,(V) est un voisinage ouvert de a. O

Farr 2. Si W € X est un voisinage de 0 alors W est absorbant : pour tout = € X,
on peut trouver A < o tel que Va = A : xz € alV.

Démonstration. Comme rz — 0 quand » — 07, on peut trouver § > 0 tel que
rez € W pour tout 0 < r <6, i.e. z € (1/r)W. Alors A := 1/§ convient. O

FAIT 3. Si W est un voisinage de 0 dans X, alors on peut trouver un voisinage W’
deOtelque W+ W cWet W —W < W.

Démonstration. Par continuité des applications (z,y) — z+y et (x,y) — x —y en
(0,0) et par définition de la topologie produit, on peut trouver Uy, V1, Us, Vo voisinages
ouverts de 0 dans X telsque U1 +Vi € Wet Us—Vo € W. Alors W/ := Ui nVinUan Vs
convient. O

FAIT 4. Si W est un voisinage de 0 dans X, alors on peut trouver un voisinage W’
de 0 tel que W/ < W.

Démonstration. Soit W’ un voisinage ouvert de 0 tel que W' —W' < W ; montrons
que W' convient. Soit x € W’ quelconque. Comme x + W' est un voisinage ouvert de
zyona (x+W)nW # & DonczeW —W'; et donc z e W. O

FArT 5. Si W est un voisinage de 0 dans X, alors on peut trouver un voisinage
W' de 0 tel que W’ < W et qui est équilibré, i.e. tel que AW’ < W’ pour tout A € K
vérifiant |A| < 1. Si de plus W est convexe, on peut imposer que W’ soit lui aussi
convexe.

Démonstration. Posons A := {\ € K; || < 1}, qui est un compact de K. L’en-
semble {(A\,z) € X x A; Az ¢ W} est un fermé de A x X car W est ouvert dans
X et laplication (A\,xz) — Az est continue. Comme A est compact, on en déduit
(exo) que l'ensemble F' := {z € X; IN e A : Az ¢ W} est un fermé de X. Donc
W' :={rxeX; VAeA : AxeW} = X\F est ouvert; et on vérifie sans peine que W’
convient (exo). O

Remarque. Les Faits 1, 3, 4 sont valables dans n’importe quel groupe topologique
commutatif (G, +, 7).
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1.3. Métrisabilité, compléete métrisabilité.

PROPOSITION 1.2. Soit X un evt. On suppose que X est métrisable. Alors il existe
une distance d sur X qui définit la topologie de X et qui est de plus invariante par
translations : pour tous x,y,a € X, on a d(x + a,y + a) = d(z,y).

Démonstration. Fixons une distance p définissant la topologie de X. Soit également
W un voisinage de 0 équilibré. On posera W (0) := {0}, W (1) := W et, pour k € N*,

W(k)=W+---+W.
k fois

Notons que W (k) contient kWW. Comme W est un voisinage de 0 (donc un ensemble

absorbant...) on en déduit que pour tout u € X, on peut trouver k € N* tel que

ue W(k).

En utilisant les “petites choses utiles”, on peut construire par récurrence une suite de

voisinages de 0 équilibrés notée (W(2_"))n21 telle que, pour tout n € N*, on ait
we ™ +wEe ™ cw@e )y et W2 < B(0,1/n).

Notons D I’ensemble des nombres réels dyadiques, i.e. ’ensemble des nombres réels
positifs de la forme

s=k+ Zn: Q; 2*i,
i=1
otkeNeta;=0o0ul. Pour s =k+ > 2" €D, on pose
W(s):=W(k)+a W2+ +a,W(2™).
Par le choix des W (27") et la définition des W (k), on voit (exo) que
Vs,s' €D : W(s)+W(s') S W(s+s).
On en déduit que si s,t € D et s < t, alors W(s) € W (t) : en effet, on peut écrire
t=s+ s avec s’ € D, donc W(t) 2 W(s) + W(s") 2 W(s) puisque 0 € W(s').
FAIT. Soit ¢ : G — R™" la fonction définie par
¢(u) :=inf {s € D; ue W(s)}.
Alors ¢ possede les propriétés suivantes.
(i) ¢(u+u') < ¢p(u) + ¢(u’) pour tous u,u’ € X.
(ii) ¢(0) =0 et Pp(u) > 0 si u # 0.
(i) ¢(—u) = ¢(u) pour tout u € X.
(iv) Pour tout n € N* et pour tout u € X, on a les implications
Pp(u) <27 = ueW(2™") = ¢(u) <27

Preuve du Fait. La fonction ¢ est bien définie car on a observé plus haut que pour
tout u € X, on peut trouver k € N* tel que u e W(k).
(i) Soient u,u’ € X. Pour tout € > 0, on peut trouver s,s’ € D tels que : s < ¢(u) + ¢
etueW(s); s <o) +ecetu e W(s). Alors u+u' € W(s) + W(s') € W(s + ¢),
et donc ¢(u + u') < s+ 5" < ¢(u) + ¢p(u') + 2e. Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a
donc ¢(u + u') < ¢(u) + o(u').
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(ii) Il est clair que ¢(0) = 0. Si u # 0, on peut trouver n € N* tel que p(u,0) = 1/n.
Alors u ¢ W(27™) puisque W(2™") < B(0,1/n); donc u ¢ W (s) pour s < 2~" puisque
W(s) < W(2™™), et donc ¢(u) = 27" > 0.

(iii) On a ¢(u) = ¢(—u) car tous les ensembles W (s) sont équilibrés, donc symétriques
(W(s) = =W(s)).

(iv) Si w € W(27"), alors ¢(u) < 27" par définition de ¢. Si ¢(u) < 277", alors
on peut trouver s € D tel que s < 27" et u € W(s); donc u € W(2™™) puisque
Wi(s) < W(2™). O

On peut maintenant terminer la preuve de la proposition. Pour z,y € X, posons

d(z,y) := ¢z —y).

En utilisant les propriétés (i), (i), (iii) du Fait, on montre sans difficulté que d est
une distance sur X (exo). De plus, il est clair par définition que d est invariante par
translations : si x,y,a € X, alors

d(z +a,y+a)=¢((x+a)— (y+a)) = d(xz —y) = d(z,y).

Pour montrer que d définit la topologie de X, il suffit de montrer qu’une suite (z;) € X
converge vers 0 pour d si et seulement si elle converge vers 0 pour la distance initiale
p. Supposons que d(zg,0) — 0. Pour € > 0 donné, on peut trouver n € N* tel que
1/n < e, puis K tel Vk = K : d(x,0) < 27" Alors ¢(zx) < 27" pour tout k > K,
donc z € W(27") par (iv), et donc p(zk,0) < 1/n < e puisque W(27") < B(0,1/n);
donc p(zk,0) — 0. Inversement, supposons que p(xg,0) — 0, i.e. p — 0 pour la
topologie de X. Soit € > 0, et soit n € N tel que 27" < . Comme W (27") est un
voisinage de 0, on peut trouver K tel que Yk > K : € W(27"). Alors ¢(z) < 27"
pour tout k > K, i.e. d(xy,0) < 27" < ¢; donc d(xy,0) — 0. O

Remarque. En fait, la proposition est valable pour tout groupe topologique commu-
tatif (G,+,7); mais la preuve donnée ne “passe” pas telle quelle : on n’est pas certain
que pour tout z € G, on puisse trouver k € N* tel que x € W (k), et donc la fonction ¢
n’est peut-étre pas bien définie.

REMARQUE 1.3. Si X est un evt dont la topologie est définie par une suite de
semi-normes (|| - |)ien, alors X est métrisable et on définit une distance compatible
avec la topologie de X et invariante par translations en posant

0
d(x,y) := Y, 2 " min (1, |y — ).
i=0

Démonstration. Exo. O

REMARQUE 1.4. Soit (G, +) un groupe commutatif. Si d est une distance invariante
par translations sur G, alors

Vo, y, 2,y € G ¢ d(x+y, 2" +y) <d(z,2') +d(y,y).
En particulier, on a d(z + y,0) < d(z,0) + d(y,0) pour tous z,y € G.

Démonstration. On ad(x+y, 2’ +y') = d(x—2',y' —y) < d(z—2',0)+d(0,y —y) =
d(z, ') + d(y, y'). O
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PROPOSITION 1.5. Si (G, +,7T) est un groupe topologique commutatif complétement
métrisable, alors G est complet pour toute distance d compatible avec sa topologie et
mvartante par translations.

Démonstration. Fixons une distance d compatible avec la topologie de G et inva-
riante par translations. Dans la suite, on notera (G, d ) le complété de I'espace métrique
(G d) ; autrement dit, (G,d) est un espace métrique complet qui contient G avec

deG’ = d, et G est dense dans G. On va montrer que G = G, ce qui donnera le
résultat.

FAIT. On peut munir (@, d ) d’une structure de groupe topologique (commutatif)
qui prolonge celle de G.

Démonstration. Munissons G x G de la distance produit associée a d, que l'on
notera p :

p((x7 ZL'/), (ya y/)) = max(d(x7 y)a d($/7 y,)) .
On vérifie sans difficulté (exo) que le complété de (G x G, p) est (G x G, p), on pest la
distance produit associée a d. De plus, l’apphcatlon (x,y) — x + y est uniformément

continue de (G x G, p) dans (G,d) < (G d) En effet, si (z,2'), (y,9') € X x X, alors,
par la Remarque 1.4, on a

dz +y,2" +y) <d(z,2) +dy,y) < 2p((z,2), (v, 9));

donc Papplication (x,y) — x +y est en fait 2-lipschitzienne. Comme (é, d ) est complet
et que G x G est dense dans G x @, on en déduit que Papplication (z,y) — x + y se
prolonge de maniere unique en une application continue de G x G dans G , qu’on notera
encore (z,y) — x + y. De méme, l'application x — —zx se prolonge contintiment & G.
On vérifie alors que G muni de la loi + et de la topologie définie par d est un groupe
topologique (exo) O

On sait maintenant que G est un groupe topologique complétement métrisable, et que
G c G est complétement métrisable pour la topologie induite (qui est définie par
d). D’apres le Théoréme d’Alexandrov (Remarque 4.3 du Chapitre 2), G est un Gg
de G et bien sur G est toujours dense dans G. On en déduit que si a est un point
quelconque de G, alors a + G < G est également un Gg dense de G, car ’application
x — a + x est un homéomorphisme de G sur G. D’apres le Théoréme de Baire, on a
donc Gn(a+G)# . Ainsiae G— G, et donc ae G ' puisque G est un sous-groupe
de G. Ceci étant vrai pour tout a € G on a donc bien G = G. O

COROLLAIRE 1.6. Soit X un evt métrisable. Les choses suivantes sont équivalentes.
(1) X est complétement métrisable.

(2) Toute suite (xp)neny S X telle que x4 —xp — 0 quand p,q — o0 converge dans
X.

Démonstration. Soit d une distance invariante par translations définissant la to-
pologie de X. Comme d(z,y) = d(x — y,0) pour tous z,y € X, on voit que les suites
(x,) € X vérifiant 'hypotheése de (2) sont exactement les suites de Cauchy pour la
distance d. Donc (2) est vérifiée si et seulement si X est complet pour d; ce qui est
équivalent a (1) par la Proposition. O
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COROLLAIRE 1.7. Soit X un evt complétement métrisable, et soit d une distance
invariante par translations définissant la topologie de X. Soit aussi (xy)ken une suite
de points de X . Si la série Y d(xy,0) est convergente, alors la série Y, xy converge dans
X, i.e. les sommes partielles Sy, := > ;_, T convergent dans X .

Démonstration. Comme (X, d) est complet, il suffit de montrer que la suite (S),)
est de Cauchy dans (X, d); ce qui découle de I'invariance par translations : si p < ¢,
alors

d(Sq,Sp) = d(Sq — Sp,0) = d(zpt1 + -+ + 24,0)
< d(xpy1,0) + -+ - + d(zg,0)

p,q—>0

0.

1.4. Espaces localement convexes, espaces de Fréchet.

DEFINITION 1.8. Soit X un euvt.

(1) On dit que X est localement convexe si tout point a € X posséde une base
de voisinage formée d’ensembles ouverts convezes.

(2) On dit que X est un espace de Fréchet si X est localement convexe et
completement métrisable.

REMARQUE. Tout sous-ev d’un espace localement convexe est localement convexe.
Tout sous-ev fermé d’un espace de Fréchet est un espace de Fréchet.

Démonstration. Exo. O

ExXEMPLE 1. Tout evt X dont la topologie est définie par une famille de semi-
normes (|| - [|;)ier est localement convexe.

Démonstration. Si a € X, toutes les “boules” B;, _; (a,e) sont des ensembles
convexes. O

EXEMPLE 2. Si Q est un ouvert de R, alors C(f2) est un espaces de Fréchet.

Démonstration. On a vu au Chapitre 2 que C(Q2) est completement métrisable. De
plus, C(Q2) est localement convexe puisque sa topologie est engendrée par une famille
de semi-normes. 0

EXEMPLE 3. Si Q est un ouvert de R, alors C*(Q) est un espace de Fréchet.

Démonstration. L’espace C*(2) est localement convexe puisque sa topologie est
engendrée par une famille de semi-normes.
Soit (K;)ien une suite exhaustive de compacts pour €2, i.e. une suite croissante de
compacts de € telle que tout compact K < {2 est contenu dans I'un des K;. Pour
f e C®(Q), posons

[ flli == sup {|0*f(2)[;z € Ki, |a] <i};

autrement dit, avec les notations du Chapitre 2, | - |; = | - ||k, ;- Si K est un compact
quelconque de et si n € N, alors on peut trouver i tel que K € K; et n < i, et donc tel
que | - [xn < - [i- On voit ainsi que la convergence pour toutes les semi-normes | - |;
suffit & assurer la convergence pour toutes les semi-normes | - |x . Par conséquent,
la topologie de C*(Q2) est engendrée par les | - |;, i € N; et par la Remarque 1.3, cela
montre que C* () est métrisable.



1. GENERALITES 71

Soit (f,) une suite dans C* () telle que f; — f, — 0 quand p, ¢ — 0. Alors, pour tout
o € N9, la suite (0 f,) vérifie le critere de Cauchy uniforme sur tout compact K < €,
donc converge uniformément sur tout compact. Par un théoreme bien connu de calcul
différentiel, on en déduit qu’il existe une fonction f € C*(Q) telle que 0*f, — 0“f
uniformément sur tout compact. Autrement dit, (f,) converge dans C*(2). On a ainsi
montré que C*(2) est complétement métrisable. O

EXEMPLE 4. Soit  un ouvert de R%. Si K est un compact de Q, alors Pespace
Dr () := {p € C*(Q); supp(p) € K} est un espace de Fréchet quand on le munit de
la topologie induite par C*(£2).

Démonstration. 11 suffit d’observer que Dk (2) est un sous-espace fermé de C*(12)
(micro-exo). O

EXEMPLE 5. Si © est un ouvert de C, alors H(Q2), l'espace des fonctions holo-
morphes sur (), est un espace de Fréchet quand on le munit de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact.

Démonstration. Dapres le Théoréme de convergence de Weierstrass, H(Q2) est un
sous-espace fermé de C(2). O

1.5. Applications linéaires continues.

LEMME 1.9. Soient X et Y des evt, et soit T : X — Y wune application linéaire.
Les choses suivantes sont équivalentes.

(i) T est continue ;
(ii) T est continue en 0 ;

(ii’) Pour tout voisinage V de 0 dansY', il existe un voisinage W de 0 dans X tel
que TW) < V.

Démonstration. 11 est clair que (i) = (ii) et que (ii) <= (ii’). Inversement, sup-
posons T' continue en 0. Soit a € X quelconque, et soit (z,) une suite généralisée
convergeant vers a. Alors z, —a — 0, donc T'(x, —a) — 0 par continuité de T" en 0, et
donc T'(xp) — T'(a) puisque T'(xp — a) = T(zp) — T(a). O

COROLLAIRE 1.10. Soit X un evt et soit Y un espace vectoriel normé. Une ap-
plication linéaire T : X — Y est continue si et seulement si elle est bornée sur un
voisinage de 0, i.e. il existe un voisinage W de 0 dans X et une constante C' tels que

VeeW : |Tz|| <C.

Démonstration. L’implication (T' continue) = (7" bornée sur un voisinage de 0)
est laissée en exo. Inversement, supposons qu’il existe un voisinage W de 0 et une
constante C' tels que Vo e W : |[Tz|| < C. Si e > 0 est donné, alors W, := & W est
un voisinage de 0 tel que ||T'(x)|| < € pour tout x € W,. Donc T est continue en 0, et
donc continue. 0

COROLLAIRE 1.11. Soit X un euvt, et soit ® : X — K une forme linéaire. Alors ®
est continue si et seulement ker(®) est fermé dans X.

Démonstration. Si ® est continue, alors ker(®) = ®~1({0}) est évidemment fermé.
Inversement, supposons que ® ne soit pas continue (donc en particulier ® # 0), et
montrons que ker(®) n’est pas fermé. On va en fait montrer que ker(®) est dense dans
X, ce qui donnera le résultat puisque ker(®) # X
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FAIT. Pour tout voisinage W > de 0 dans X, on a ®(W) = K.

Preuve du Fait. On peut supposer que W est équilibré. Comme ® n’est pas conti-
nue, elle n’est pas bornée sur W, i.e. ®(W) est une partie non bornée de K. Mais (W)
est aussi un ensemble équilibré par linéarité de ® (micro-exo); donc (W) = K (autre
exo). O

Montrons maintenant que ker(®) est dense dans X. Soit x € X quelconque. Par le
Fait, pour tout voisinage W de 0, on peut trouver w € W tel que ®(w) = —®(x). Alors
z 1= x+w € ker(®) par linéarité de ®; donc (x + W) nker(®) # ¢J pour tout voisinage
W de 0, et donc x € ker(®). O

EXERCICE. Soit X un evt, et soit p une semi-norme sur X. Montrer que p est
continue si et seulement si il existe un voisinage W de 0 tel que p est bornée sur W.

PROPOSITION 1.12. Soit X un evt dont la topologie est définie par une famille de
semi-normes (| - ||)ier, soit Y un evn, et soit T : X — 'Y wune application linéaire. Les
choses suivantes sont équivalentes.

(1) T est continue.
(2) Il existe iy,...,i, € I et une constante C' tels que
Voe X : |T(2)] < C max(|a]i, .. i)

Démonstration. Supposons T' continue, et montrons que (2) est vérifiée. Soit W :=
{yeY; |ly| < 1}. C’est un voisinage de 0 dans Y, donc on peut trouver un voisinage W’

de 0 dans X tel que T(W') € W. Soient i1,...,i, € I et € > 0 tels que By, (0,¢) S
W’'. On a ainsi I'implication suivante pour tout v € X :

max ([[ul, ... uli,) <& = [T(u)] <L
Posons alors C' := 1/e et montrons que |T'(z)| < C max(|z[;,...,|z[;) pour tout
z € X. Posons p(z) := max(||z|;,...,|z[:). Si p(z) = 0, alors p(Az) = Ap(z) = 0

pour tout A > 0, donc |T'(Az)|| < 1, i.e. |[T(x)|| < 1/A; donc |T(x)| = 0 en faisant
A — 0, et donc I'inégalité souhaitée est certainement vraie. Si p(z) # 0, on peut poser

U:=¢€ ﬁ, et on obtient I'inégalité souhaitée “par homogénéité” (exo).

Inversement, si (2) est vérifiée, alors T est certainement continue en 0 (micro-exo),
donc continue. O

REMARQUE. Si la famille de semi-normes (|| - ||);er est filtrante, i.e. si pour tous
i1,...,%, € I on peut trouver i € I tel que | - |; = | - |i, pour k =1,...,r, il revient au
méme de dire qu’il existe i € N et une constante C tels que Vz € X : ||T'(2)| < C|z|;.

Démonstration. Micro-exo. O

EXEMPLE 1. Soit un ouvert de R? et soit 7" : D(2) — C une forme linéaire. Alors
T est une distribution sur {2 si et seulement si la restriction de T' & chaque sous-espace
Dk (£2) est continue.

Démonstration. Dire que T est une distribution signifie, par définition, que pour
tout compact K < €2, il existe une constante C' et un entier n tels que Vo € Dg(Q) :
IT(p)] < Csup{|0®p(z)]; |a] < n,z € Q}. Mais si ¢ € Dg(Q), alors le “sup”
précédent est égal au “sup sur K”, autrement dit & |¢| k. Donc le résultat est clair
par le Corollaire 1.12 (exo). O



1. GENERALITES 73

EXEMPLE 2. Si T : C*(2) — C est une forme linéaire continue sur C*(£2), alors sa
restriction a D(2) est une distribution a support compact. Inversement, toute distribu-
tion a support compact se prolonge de maniére unique en une forme linéaire continue

sur C*(Q).

Démonstration. Par I'Exemple 1, Tpq) est une distribution. Comme 7" est conti-
nue sur C*(12), on peut trouver une constante C, un compact K < € et un entier
n tels que Vf € C*(Q) : |T(f)| < Csup{|0®f(2)|; |a] < n,z € K}. En particu-
lier, si p € D(QQ) est identiquement nulle au voisinage de K, alors T'(¢) = 0 puisque
0%p(z) = 0 sur K pour tout o € N¢; donc le support de T' en tant que distribution est
contenu dans le compact K.

Inversement, soit S : D(2) — C une distribution & support compact, et notons K < 2
le support de S. Choisissons une fonction x € D(Q2) telle que x(z) = 1 au voisinage
de K. Alors (S,¢) = (S, xp) pour toute ¢ € D(2) par le choix de x. Notons L le
support de x, qui est donc un compact de €. Si f est une fonction quelconque de
C*(Q), alors la fonction y f appartient a Dr,(€2). De plus, on vérifie sans trop de peine
que lapplication f +— x f est continue de C*(Q2) dans D, (1) : il faut utiliser le fait que
si a € N?, alors 0%(xf) est combinaison linéaire de fonctions de la forme 0%y @7 f avec
des coefficients indépendants de x et f (exo). Comme S est une distribution, on en
déduit que la formule T'(f) := (S, xf) définit une forme linéaire continue sur C*(12),
qui prolonge S. Le prolongement est unique car D(2) est dense dans C*(£2). O

NOTATION. Si X et Y sont des evt, on note £(X,Y’) I'ensemble des applications
linéaires continues T': X — Y, et on pose L(X) := L(X, X). On rappelle que si X et
Y sont des evn, alors £(X,Y") est toujours muni de la norme définie par

|7 ()|
il s=sup { 50 o 2 0} = sup (I @)l ol = 1) = sup{T @)l 1l < 13
1.6. Quotients. On sait bien qu’il est parfois utile de quotienter... Les lemmes
suivants résument ce qu’il faut savoir sur les evt quotients.

RAPPEL. Soit X un espace topologique, soit Z un ensemble abstrait, et soit 7 :
X — Z. On munit Z d’une topologie en décrétant qu'un ensemble O € Z est ouvert
si et seulement si 7~1(O) est un ouvert de X. Cette topologie s’appelle la topologie
quotient associée a m. Par définition, ’application 7 : X — Z est continue. Si Y est
un espace topologique, alors une application f: Z — Y est continue si et seulement si
fom: X — Y est continue.

Démonstration. Exo. O

EXEMPLE. La topologie du cercle T := {z € C; |2 = 1} est la topologie quotient
définie par I'application R 3t — e,

Démonstration. Exo. O

LEMME 1.13. Soit X un evt. St E € X un sous-espace vectoriel fermé de X, on
note X /E l’espace vectoriel quotient, et m: X — X/E la surjection canonique.

(1) Muni de la topologie quotient, E/X est un evt.

(2) La surjection canonique m : X — X /E est une application (linéaire continue
et) ouverte : pour tout ouvert V< X, l'ensemble w(V') est ouvert dans X /E.
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(3) SiY est un autre evt et si T : X — Y est une applicatz'on linéaire continue,
alors il existe une unique application linéaire T : X/ker(T) — Y telle que
Tor= T ; et cette application linéaire T est mjective et continue.

Démonstration. (2) Soit V un ouvert de X Par définition de 7, on a 7 (7w (V)) =
E +V (micro-exo) ; autrement dit 7= (7(V)) = |Jcp(e + V). Donc 771 (7(V)) est un
ouvert de X (réunion d’ouverts), et donc 7r(V) est ouvert dans X /E.

(1) La continuité des opérations est laissée en exo (un peu fastidieux, et pas tres
palpitant ; on a besoin de (1)). Montrons que X /E est séparé. Soient z,2' € E/X tels
que z # 2', et choisissons x,2' € X tels que 7(z) = z et w(a’) = 2'. Alors x — 2’ ¢
puisque 7(z) # 7(z'). Comme E est fermé dans X, on peut donc trouver un voisinage
V de 0 dans X tel que (z —2’' +V —V) n E = . Alors W := (V) est un voisinage
ouvert de 0 dans X /E par (1), et 0 ¢ z—2'+W —W par linéarité de 7. Donc U := z+W
et U' := 2/ + W sont des voisinages de u et v’ tels que U n U’ = ¥, ce qui prouve que
X/E est séparé.

(3) est évident. O

LEMME 1.14. Soit X un espace vectoriel normé, soit E < X un sous-espace vec-
toriel fermé et soit w: X — X /E la surjection canonique.

(1) La topologie de X /E est engendrée par la norme quotient, qui est définie comme
suit : st z€ X/E, alors

|z x/ := inf {[z; =(x) = 2}
Autrement dit :

Voe X ¢ ||m(x)|x/e = inf {|z + ul; ue E} = dist(z, E).

(2) On a n(Bx(a,r)) = Bxg(n(a),r) pour tout a € X et pour tout r > 0. En
particulier, |r| = 1.

(3) Si X est un espace de Banach, alors X /E est un espace de Banach.

(4) SiY est un autre evn et siT € L(X,Y), alors Uapplication linéaire T : X /ker(T) —
Y associée vérifie |T| = |T|.

Démonstration. (1) Le fait que la norme quotient soit effectivement une norme sur
X/E est laissé en exo (il est important que E soit fermé); montrons qu’elle définit
la topologie quotient. Par définition de la norme quotient, on a |7 (z)|x/p < [z
pour tout x € X, donc l'application linéaire w : X — X /FE est continue de X dans
(X/E,| - |x/g) avec |x| < 1. Donc, tout ouvert pour | - |x/g est ouvert pour la
topologie quotient, par définition de la topologie quotient. Par ailleurs, la définition de
la norme quotient montre que l'image de toute boule ouvert B(a,r) € X est la boule
ouverte B(m(a),r) pour la norme quotient : en effet, dire que z € X/E appartient
a B(n(a),r), i.e. que |z — m(a)|x/p < r, signifie qu’on peut trouver u € X tel que
m(u) = z—m(a) et ||ul| < r, autrement dit 7(a+u) = z et |u| < 7, ce qui revient a dire
que z € 7T(B (a,'r)). Comme tout ouvert de X est réunion de boules ouvertes, on en
déduit que 7 : X — (X/E, |- ||X/E) est une application ouverte. Si maintenant O < X
est ouvert pour la topologie quotient, alors O = W(W*I(O)) car 7 est surjective, donc

O est ouvert pour | - | x/g puisque 771(O) est un ouvert de X.
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(2) La lere partie a été démontrée dans la preuve de (1). En particulier (B(0,1)) =
B(0,1), ce qui entraine que ||| = 1 (exo).

(3) C’est un exo classique : on montre que si (z)ren est une suite d’éléments de X /FE
vérifiant Y, [ z|| < o0, alors la série Y z; converge dans X /E.

(4) Si z € X/FE alors, pour tout ¢ > 0, on peut trouver z = z. € X tel que |z| <
(I +¢)|z| et m(x) = z. Alors Tz = Tz, donc |Tz| < |T] |z] < (1 + ¢)|z[. C’est vrai
pour tout € > 0, donc |T'z|| < |1 ||z|. Ainsi, T" est continue et |T'| < |7T'[|. Mais comme
T =Tr, onaaussi |[T| < |7 || <|T]- O

EXEMPLE. La preuve “la plus courte” du Théoreme de Riesz.

Soit X un evn dont la boule unité fermée Bx est compacte. Alors la boule ouverte
Bx(0,1) est précompacte, donc on peut trouver zy,...,zxy € X tels que Bx(0,1) <
Ui]\il Bx(x;,1/2). Soit E := Vect(z1,...,2n), qui est un sous-espace vectoriel fermé
de X car de dimension finie, et soit 7 : X — X/E la surjection canonique. Comme
zi € E,onaw(z;) = 0et donc w(Bx (w,1/2)) = By /g(m(x:),1/2) = Bx,g(0,1/2) pour
i=1,...,N. Donc By/p(0,1) = 7(Bx(0,1)) < U~ 7(Bx(zi,1/2)) = Bx/x(0,1/2).
Cela impose X /E = {0} (micro-exo); donc X = E et donc dim(X) < co.

2. Théorémes de Hahn-Banach
2.1. Fonctionnelles sous-linéaires.

DEFINITION 2.1. Soit X un espace vectoriel sur K =R ou C. Une fonctionnelle
sous-linéaire sur X est une application p : X — R vérifiant les propriétés suivantes.

(i) p(Az) = Ap(x) pour tout x € X et tout A = 0 ; en particulier, p(0) = 0.
(ii)) p(x +y) < p(x) + p(y) pour tous x,y € X.

Exemple 1. Une forme R-linéaire ¢ : X — R est une fonctionnelle sous-linéaire.

Exemple 2. Une semi-norme est une fonctionnelle sous-linéaire. En particulier, une
norme est une fonctionnelle sous-linéaire.

LEMME 2.2. Soit X un evt, et soit C < X une partie convexe de X telle que 0 € C.
On définit une fonctionnelle sous-linéaire pc : X — R™ en posant

po(x) := inf {a > 0; g € C} )

On dit que pc est la fonctionnelle de Minkowski du convere C. On a pc(x) < 1
pour tout x € C, po(x) = 1 pour tout x € X\C, et pc(x) > 1 pour tout x € X\C. Si
de plus C' est équilibré, alors pc est une semi-norme continue. Enfin, si C est ouvert,
alors C = {x € X; p(x) < 1}.

Démonstration. Si x € X est quelconque, alors I'ensemble {o > 0; z/a € C} est
non vide car C est absorbant (c’est un voisinage de 0) ; donc pco(z) est bien défini pour
tout z € C.

Il est facile de voir que po(Az) = Apc(x) pour tout x € X et pour tout A > 0. On a de
plus pc(0) = 0 car % € C pour tout a > 0. Donc po(Ax) = Apc(z) pour tout A = 0.
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Soient z,y € X, et soient a, 3 > 0 tels que = € C et % € C. En écrivant

z+y a 5 vy x Y
= — S=A=+(1-A) 5,
a+f a+fa a+pp Q@ ( ) I5;
on voit que % est combinaison convexe de deux éléments de C, et par conséquent
21% € C. Par définition de pc, on en déduit

po(z+y) <a+p,
pour tous «a, 3 > 0 tels que £ € C et % € C. En passant indépendemment & la borne

supérieure en « et en (3, on obtient donc po(z +y) < po(z) + pe(y). Ainsi, po est une
fonctionnelle sous-linéaire.

Siz = { € C, alors certainement po(z) < 1. Si po(z) < 1, alors on peut trouver o < 1
et y € C tels que z = ay; et donc x € C par convexité puisque 0 € C. Si x ¢ C, alors
on peut trouver r < 1 tel que 7z ¢ C car X\C est un ouvert de X et rx — x quand
r — 17. Alors, comme 0 € C' et comme C est convexe, on a sx ¢ C' pour tout s > r;
autrement dit x/a ¢ C pour tout a < 1/r. Donc po(x) = 1/r > 1.

Si C' est équilibré, alors po(wz) = po(x) pour tout z € X et pour tout w € K vérifiant
|w| = 1 (micro-exo). Donc po(Az) = |A| po(x) pour tout x € X et pour tout A € K
puisqu’on peut écrire \x = wtx avec |w| = 1 et t = |[A\| = 0; et donc pc est une
semi-norme. Comme la semi-norme pc est bornée sur C' (qui est un voisinage de 0),
elle est continue (exo déja posé).

On sait déja que {z € X; pc(x) < 1} < C. Si maintenant C' est ouvert et si x € C,
alors on peut trouver r > 1 tel que rz € C car rz — x quand r — 17 ; donc po(z) <
1/r < 1. O

Remarque. Si X est un evn et si C' = B(0,1), alors pc = | - |-

COROLLAIRE 2.3. Un evt X est localement convexe si et seulement si sa topologie
est engendrée par une famille de semi-normes.

Démonstration. Une implication a déja été vue. Inversement, supposons que X soit
localement convexe. Notons W la famille de tous les voisinages ouverts de 0 convexes
et équilibrés. Par le Lemme 2.2, on sait que si W € W, alors py est une semi-norme
continue sur X. On va montrer que la topologie de X est engendrée par la famille
(pw)wew. Pour cela, il suffit de montrer qu’une suite généralisée (x4)4ep S X converge
vers 0 si et seulement si py(zg) — 0 pour tout W € W (exo). Si xg — 0, alors
pw(zq) — pw(0) = 0 pour tout W € W car py est continue. Inversement, supposons
que pw(zg) — 0 pour tout W € W. Soit V un voisinage de 0 quelconque dans X.
Comme X est localement convexe, on peut trouver W € W tel que W < V (micro-
exo ; retourner voir les “petites choses utiles”) ; et comme py (z4) — 0, on peut trouver
dp € D tel que pw(z4) < 1 pour tout d > dy. Alors xg € W < V pour tout d > dy, ce
qui prouve que xq — 0. ]

2.2. Hahn-Banach “abstrait”.

THEOREME 2.4. Soit X un espace vectoriel sur R, et soit p : X — R une fonction-
nelle sous-linéaire. Soit également E un sous-espace vectoriel de X, et soit ¢ : E — R
une forme linéaire majorée par p, c’est-a-dire vérifiant o(x) < p(x) pour tout x € E.
Alors il existe une forme linéaire ® : X — R définie sur X tout entier, qui prolonge @
et reste majorée par p.
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Démonstration. On dira qu'une forme linéaire ® : Z — R définie sur un sous-
espace vectoriel Z € X tel que Z < E est un prolongement admissible de ¢ si ®|p = ¢
et ®(z) < p(z) pour tout z € Z. Le sous-ev Z s’appelle le domaine de ® et se note
dom(®). Par exemple, ¢ est un prolongement admissible de ¢ avec dom(p) = E; et ce
qu’on cherche est un prolongement admissible ® de ¢ tel que dom(®) = X.

Notons £ ’ensemble des prolongement admissibles de ¢. On définit une relation d’ordre
< sur £ comme suit :

b <P < dom(®P) < dom(®’) et & prolonge P.

Farr 1. &€ possede un élément maximal pour <.

Preuve du Fait 1. C’est une “application directe” du Lemme de Zorn, qu’on laisse
en exo. ]

FAIT 2. Si ® € £ et Z := dom(®P) # X, alors ® n’est pas maximal pour <.

Preuwve du Fait 2. Soit e € X\Z, et soit Z' := Z ®Re. Soit également ¢ € R, et soit
@' : 7' — R la forme linéaire définie par

O’ (2 +te) :=P(2) +ct  pour tout 2’ =z +tee 7.

Par définition, ®’ prolonge ® et dom(®’) est strictement plus grand que dom(®). Donc
il suffit de montrer qu’on peut choisir ¢ de facon & avoir ®' € £, i.e.

(2.1) Vze ZVteR : ®(z) + ct < p(z + te).

L’inégalité (2.1) est satisfaite pour t = 0 car ® < p sur Z. Donc il suffit de montrer
qu’il existe un nombre réel ¢ tel que

Vze ZVA>0 : ®(z) £ e < p(z £ Ae).

En divisant par A et en remplacant z par z/\, cela revient & montrer qu’il existe ¢ € R
tel que

VzeZ : ®(z) tc<p(z+te),
autrement dit
VzeZ : &(z) —p(z—e) <c<p(z+e)—d(z).
Il s’agit donc de voir si on a
sup {®(u) — p(u—e); ue Z} < inf {p(v+e) — ®(v); ve Z};

ou encore : Yu,v € Z : ®(u) —p(u—e) < p(v+e) — ®(v). Cest effectivement le cas
car si u,v € Z, alors

O(u) + P(v) = P(u+v) <plut+v) <plu—e)+plv+e).
]

La preuve du théoréeme est maintenant terminée : Par les Faits 1 et 2, il existe un
prolongement admissible ® de ¢ tel que dom(®) = X. O
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2.3. Prolongement des formes linéaires continues.

THEOREME 2.5. Soit X un evt sur K =R ou C. Soit également E un sous-espace
vectoriel de X, et soit ¢ : E — K une forme linéaire continue. Alors il existe une
forme linéaire continue ® : X — K telle que ®|p = ¢. De plus, si X est un euvn,

on peut imposer que |®| = ||| ; et on dit alors que ® est un prolongement de
Hahn-Banach de .

Démonstration. Commencons par le cas plus familier ot X est un evn. On traite
séparément le cas réel et le cas complexe.

Casl. K=R.

Posons C' := ||®|. En appliquant le Théoréeme 2.4 avec p(z) := C |z, on obtient une
forme linéaire ® : X — R qui prolonge ¢ et vérifie ®(z) < C||z|| pour tout =z € X.
On a alors aussi —®(z) = ®(—2z) < C| —z| = C |z, dou |®(z)| < C|x| pour tout
x € X. Donc ® est continue et |®| < C = |¢|. Mais comme @ prolonge ¢, on a aussi
[@] = [ef, don [@] = [e]. 0

Cas 2. K=C.

On utilise le fait suivant.

Fair 2.6. Soit Z un espace vectoriel sur C. Si 0 : Z — R est une forme R-linéaire,
il existe une unique forme C-linéaire Oc : Z — C telle que Re(0c) = 0 ; elle est donnée
par la formule

Oc(z) = 0(x) — i6(ix).
Démonstration. Exo d’algebre. O

Posons gr = Re(yp). Alors pr : E — R est une forme R-linéaire continue, et on a
ler| < [¢ll car |pr(x)| < |p(x)] pour tout z € E. D’apres le cas 1, il existe donc une
forme R-linéaire continue g : X — R qui prolonge ¢ et vérifie | Pr| < [l¢]. Soit
® : X — C l'unique forme C-linéaire telle que Re(®) = Pg. On a Re(<I>|E) = (Pr)|E =
¢r = Re(p), donc @5 = .

Il reste a voir que ® est continue et [®| = |¢|. Si z € X, alors il existe un nombre
complexe w tel que |w| = 1 et |[P(x)] = wP(z). On a alors |P(z)] = P(wz) =
Re(®(wx)) puisque |®(z)| € R; autrement dit |®(x)| = Pg(wz). On en déduit |P(z)| <
|Pg|| [lwz| = [¢| |z] pour tout x € X, donc ® est continue ||| < [p|. L’inégalité

inverse est évidente puisque ® prolonge .

Supposons maintenant que X soit un evt localement convexe quelconque. Par ce qui
précede, on voit qu’on peut supposer que X est réel. Comme la forme linéaire ¢ : E — R
est continue, on peut trouver un voisinage ouvert W de 0 dans E tel que |p(w)| < 1

pour tout w € W ; puis un voisinage ouvert W de 0 dans X tel que W =W n E.
De plus, comme X est localement convexe, on peut suposer (quitte a diminuer W)

que W est convexe et équilibré. Soit alors p := pg, la fonctionnelle de Minkowski
de W. Par le Lemme 2.2, on sait que p est une semi-norme (continue) sur X et que
W = {z € X; p(z) < 1}. De plus on a |¢(z)| < p(z) pour tout = € E. En effet, si
on avait |¢(x)| > p(x), on pourrait trouver ¢ € R tel que p(z) < ¢ < |¢(x)|; alors
w := x/c vérifierait d’une part p(w) < 1, donc w € WnE = W, et d’autre part
|p(w)| > 1, ce qui est absurde. Par le Théoreme 2.4, on peut donc trouver une forme
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linéaire ® : X — R prolongeant ¢ telle que ®(x) < p(z) pour tout x € X ; et comme p
est une semi-norme, on a en fait |®(z)| < p(z) pour tout x € X (exo). En particulier
|®(z)| < 1 pour tout 2 € W ; donc ® est bornée sur un voisinage de 0, et donc @ est
continue. O

NOTATION. Si X est un evt sur K, on note X* I’ensemble des formes linéaires
continues ® : X — K; autrement dit, X* = £(X,K). Les éléments de X™* se noteront
souvent avec des étoiles : x*, y* 2% .... Si 2* € X* et x € X, on écrit (z*,x) au lieu

de z*(z).

COROLLAIRE 2.7. Soit X un evt localement convexe. Pour tout x € X\{0}, on peut
trouver x* € X* telle que {(x*,x) # 0. Si de plus X est un evn, alors on peut trouver
x* e X* telle que |z*| =1 et (x*,x) = ||z].

Démonstration. Fixons xy € X\{0}, et posons F := Kzxg. Soit également ¢ > 0,
et soit ¢ : Kzg — K l'unique forme linéaire telle que ¢(xg) = c¢. On a p(Azg) = cA
pour tout Azg € Kz, donc ker(p) = {0}. En particulier ker(y) est fermé dans Kz, et

donc ¢ est continue d’aprés un exo déja posé. Si X est un evn, on prend ¢ := |zg] :
alors |p(Azo)| = |A|zol| = | Azo|| pour tout Azg € E; donc o] = 1. D’ot le résultat
en prolongeant ¢ par Hahn-Banach. O

COROLLAIRE 2.8. Si X est un evt localement convexe, alors X* sépare les points
de X :siu,ve X etu#wv, on peut trouver z* € X* telle que {(x*,uy # {x*,v).

Démonstration. Micro-exo. O

COROLLAIRE 2.9. Soit X wun evt localement convexe, et soit E un sous-espace
vectoriel de X. Posons

Et = {® e X*; ®(u) =0 pour tout u € E}.

Pour tout a € X tel que a ¢ E, on peut trouver ® € X* telle que ® € E+ et ®(a) # 0.
En particulier, E est dense dans X si et seulement si E+ = {0}. (Critére dual de
densité.)

Démonstration. Comme E est un sous-espace fermé de X, on peut considérer I'evt
quotient X/E. Soit # : X — X — FE la surjection canonique. Comme a ¢ E, on a
7(a) # 0. De plus, comme X est localement convexe, on vérifie sans peine que X /E est
localement convexe (exo). Donc on peut trouver ¥ e (X/E)™ telle que ¥(r(a)) # 0.
Alors ® := Wor e X* est telle que ® € E+ et ®(a) # 0. O

Preuve sans quotient. Soit F := Ka@® E, et soit ¢ : F — K I'unique forme linéaire
telle que p(a) = 1 et ¢ =0 sur E. On a ker(¢) = E (micro-exo) ; donc ¢ est continue.
Comme X est localement convexe, on peut prolonger ¢ en une forme linéaire continue
® e X*; qui convient. 0

EXEMPLE 1. Soit X un evn. Si E € X est un sous-espace de dimension finie,
alors E admet un supplémentaire fermé : il existe un sous-espace fermé F' < X tel que
X=FEQ®F.
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Démonstration. Soit (e1,...,eq) une base de E, et soient ¢1,...,¢0q = F — Kles
formes linéaires définies par les relations p;(e;) := ¢; ;. Comme dim(E) < oo, les ¢;
sont continues ; donc on peut les prolonger en ®4,..., P45 € X*. Sion définit7: X —» F
par

d
mw(x) = Z D,(z) ey,
i=1
alors 7 est linéaire continue, et m est une projection de X sur E, i.e. w(x) = x pour
tout x € E (exo0). On a donc X = E @ ker(7) ; et donc F' := ker(w) convient. O

EXEMPLE 2. Soit 2 := {\ € C; || > 1}. Pour tout A € Q, soit fy : [-1,1] - C la
fonction continue définie par fi(t) := L5 Alors E := Vect {f; A € Q} est dense dans
C([—1,1]). Plus généralement, si A < 2 est un ensemble ou bien non borné, ou bien

possedant un point d’accumulation dans 2, alors Fj := Vect {f\; A € A} est dense
dans C([—1,1]).

Démonstration. 11 suffit de montrer que Ey = {0}. Soit donc ® € (C([-1; 1]))*
vérifiant ®(f)) = 0 pour tout A € A : on veut montrer que ¢ = 0.

Si A € Q, on peut écrire

>| =

1 Stk
) = -1 Z NEHL
k=0

]. Donc, en notant t* la fonction [—1,1] 3

—_ y‘ﬁ_

ou la série converge normalement sur [—1,

t— tk, on a

= k+17
k=0 A

ou la série converge dans C([—1,1]). Comme & est une forme linéaire continue sur

C([-1,1]), on en déduit

0 1\ A1 1
D(fa) = Z Ck X ()\> =F (A) )

k=0
ol ¢ = O(tF) et F(z) = Y cx2"™!. Comme la suite (cx) est bornée (|cx| <
1@ [[t*]ec = |®]), la fonction F est holomorphe dans le disque unité D = {|z| < 1}.
Par hypothese sur @, on a F (%) = 0 pour tout A € A. De plus, ensemble {1/\; X € A}
possede un point d’accumulation dans D par hypotheése sur A. D’apres le principe des
zéros isolés, on a donc F' = 0, d’ou ¢ = 0 pour tout k € N. Comme ¢ = <I>(tk), on
a donc ®(P) = 0 pour toute fonction polynomiale P par linéarité, d’ott & = 0 car les
fonctions polynomiales sont denses dans C([—1,1]). O

EXEMPLE 3. (fonctions holomorphes & valeurs vectorielles)
Soit X un espace de Banach complexe. Si Q) est un ouvert de C, une fonction F' = Q2 —
X est dite holomorphe si elle est C-dérivable en tout point de €.

(1) La formule de Cauchy est valable pour les fonctions holomorphes a valeurs
vectorielles : si F': ) — X est holomorphe et si par exemple D est un disque
ouvert tel que D < €2, alors

1 F(§)

VzeD : F(z)zﬁ aDE*ng'
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(2) De méme, le Théoreme de Liouville est valable : si F' : C — X est une fonction
holomorphe et bornée, alors F' est constante.

Démonstration. Le point clé et que si F': £ — X est holomorphe alors, pour toute
forme linéaire continue x* € X*, la fonction z* o F' : 2 — C est holomorphe, avec
(x* o F)'(2) = (a*, F'(2)). Cela permet d’obtenir “par scalarisation” des résultats sur
les fonctions holomorphes & valeurs vectorielles en utilisant les résultats correspondants
sur les fonctions a valeurs complexes.

(1) Soit z € D = D(z,r). L’intégrale curviligne vectorielle {, %EZ) d€ a un sens car la

fonction & — % d¢ est continue sur 0D a valeurs dans l’espace de Banach X. Par la
formule de Cauchy scalaire, on a

*
op§— % op §—2
donc ,Sa D g d¢ = F(z) d’apres le Théoreme de Hahn-Banach.

(2) Pour toute z* € X* la fonction z — (z*, F(z)) est holomorphe sur C et bornée
(ex0) ; donc cette fonction est constante par le Théoréme de Liouville classique. Ainsi,
on a

Va* e X* 1 (z¥ F(2)) = (z* F(0)),
et donc F(z) = F(0) par Hahn-Banach. O

2.4. Séparation des ensembles convexes.

RAPPEL. Si X est un evt, les éléments de X* se noteront x*, y*, z*,... Six* e X*
et z € X, on écrit (z*, z) au lieu de z*(z).

DEFINITION 2.10. Soit X un evt réel, soient A, B < X wvérifiant An B = &, et
soit x* € X*\{0}.

(i) On dit que x* sépare strictement A de B si on a
inf {(z*,u); uwe A} > sup {(z*,v); ve B};
autrement dit, s’il existe o, B € R tels que
&*uy = B >a={*v) pour tous ue A, ve B.
(ii) On dit que z* sépare A de B au sens large si on a
inf {(z*,u); ue A} = sup {(z*,v; ve B}.

REMARQUE. Le fait que z* sépare strictement A et B s’interpréte géométriquement
de facon tres simple : si on choisit A € R tel que supg x* < A < inf 4 z*, alors A et B
sont situés “de part et d’autre” de I'hyperplan fermé H) := {:U € X; (z*,x) = )\}.

THEOREME 2.11. Soit X un evt localement convexe réel, et soient A, B deuz parties
convexes de X telles que An B = (.

(1) Si A est compact et si B est fermé, alors il existe une forme linéaire continue
x* e X*\{0} qui sépare strictement A de B.

(2) Si B est ouvert, alors il existe z* € X*\{0} qui sépare A de B au sens large.

Démonstration. (1) On distingue deux cas.
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Cas 1. A est réduit a 1 point {a}.

Dans ce cas, on cherche z* € X* telle que (z*,a) > sup{<1:*, x); x € B}. Par transla-
tion, on peut supposer que 0 € B.

FAIT. On peut trouver un ouvert convexe Q < X tel que B < Q et a ¢ Q.

Prewve du Fait. Comme a ¢ B et que B est fermé, X\B est un voisinage ouvert de
a. Par continuité de I'application (z,y) — x — y et comme X est localement convexe,
on peut donc trouver un voisinage ouvert convexe V de 0 tel que a + V —V < X\B,
i.e. (@+V —=V)n B = . (Si X est un evn, il suffit de prendre pour V une boule B(0,¢)
avec € > 0 assez petit.) Alors 2 := B + V convient : il est ouvert et convexe (exo); on a
BcQcar0eV;eta¢ Qcar (a+V)nQ=Feta+V est un voisinage de a. [0

Soit po la fonctionnelle de Minkowski de €2,
pa(z) = inf{a > 0; e Q}
«@

On sait que pq est une fonctionnelle sous-linéaire. On a po(z) < 1 pour tout x € Q, et
pa(a) > 1 car a ¢ Q. Soit ¢ : Ra — R 'unique forme linéaire telle que ¢(a) = pa(a).
Siz = Aa € Ra, on a p(z) = Apo(a); donc p(z) < 0 < po(z) si A < 0, et p(z) =
pa(Aa) = pa(z) si A = 0. La forme linéaire ¢ est donc majorée par pg. D’apres le
théoreme de Hahn-Banach, on peut trouver une forme linéaire ® : X — R prolongeant
¢ et majorée par po. On a alors ®(a) = pa(a) > 1, et ®(z) < pa(x) <1lsize B < O.
Enfin, |®(z)| = ®(+z) < 1 pour tout z € Q N (—Q). Comme W := Q N (—Q) est un
voisinage de 0, on en déduit que ® est continue. Ainsi, x* := & convient.

CaAs 2. Cas général.
On applique le premier cas a A := {0} et
B:=B—-A-= {v—u; (u,v) € A x B}.

L’ensemble B est convexe car A et B sont convexes. Comme A est compact et B
fermé, on vérifie (exo) que B est également fermé dans X. Enfin, on a 0 ¢ B puisque
An B=¢. Par le Cas 1, on peut trouver z* € X* telle que

0 = (x*,0) > sup {(z*,v —w); (u,v) € A x B}.
Visiblement, cette x* convient.

(2) Par la preuve de (1), on voit qu'il suffit de traiter le cas ou A est réduit & un point
{a}, et qu’on peut de plus supposer que 0 € B. Comme plus haut, on peut trouver une
forme linéaire continue ® : X — R telle que ®(a) = pp(a) = 1 et ®(z) < pp(z) pour
tout z € X. Alors ® # 0, et ®(a) = P(v) pour tout v € B puisque pp(v) < 1; donc
z* := ® convient. O

Remarque. Pour (2), il n’est en fait pas nécessaire de supposer que X est localement
convexe : la preuve fonctionne dans un evt X quelconque.

COROLLAIRE 2.12. Soit X un evt localement convexe réel.

(1) Si C < X est un ensemble convezre fermé et si a € X est tel que a ¢ C, alors
on peut trowver z* € X* telle que {(z*,a) > sup {{z*,v); ve C}.

(2) Si Q < X est un ouvert convexe et si a € X est tel que a ¢ ), alors on peut
trouver x* € X*\{0} telle que (z*,a) > sup {(z*,2); 2 € Q}.
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Démonstration. On applique le théoreme avec A := {a} et B := C ou . O

COROLLAIRE 2.13. Soit X un espace vectoriel normé réel, et soient A,B < X
deuzr ensembles convexes. Si A et B sont a distance strictement positive, autrement
dit sl existe € > 0 tel que ¥(u,v) € Ax B : |lu—v| = ¢, alors il existe x* € X* qui
sépare strictement A de B.

Démonstration. Par hypothese, ’ensemble B — A ne rencontre pas la boule ouverte
B(0,e); donc 0 ¢ Q := (B—A)+ B(0,¢). Comme 2 est un ouvert de X (exo), on peut
trouver z* € X*\{0} telle que 0 = (z*,0) > (z*, z) pour tout z € Q. Comme z* # 0,
on peut trouver x € B(0,¢) tel que o := {(z*,x) > 0. Alors (z*,v) — (x*,uy + a =
{(x*,v —u+x) < 0 pour tout u € A et pour tout v € B, puisque z := v —u + x € Q.
Donc inf {{x*,u); u € A} = sup {(z*,v); v € B} + «, et donc =* sépare strictement A
de B. O

COROLLAIRE 2.14. Soit X un evt localement convexe réel, et soit E < X. Notons
conv(E) I’enveloppe convexe de E, i.e. le plus petit conveze C' = X contenant E. Pour
a€ X, on a l’équivalence suivante :

a€conv(E) < Va*e X* : (z¥ a) <sup {(z*,v); ve E}.

Démonstration. L’implication = est laissée en exo; et < est une conséquence de
2.12 : prendre C := conv(E). O

COROLLAIRE 2.15. Soit X un evt localement convexe réel. St C < X est un en-
semble convexe fermé, alors C est intersection de demi-espaces fermés.

Démonstration. Par le Corollaire 2.12, pour tout point a € X\C, on peut trouver
un demi-espace fermé H tel que C € H et a ¢ H. Donc, C' est l'intersection de tous
les demi-espaces fermés qui le contiennent. O

COROLLAIRE 2.16. Soit X un evt localement convexe complexe, et soit C < X un
ensemble convexe fermé. Si a € X et a ¢ C, alors on peut trouver x* € X* telle que
Re(z*,a) > sup {Re (z*,v); ve C}.

Démonstration. D’apres le Corollaire 2.12, on peut trouver une forme R-linéaire
continue ¢ : X — R telle que ¢(a) > sup {¢(v); v e C}; et on a vu qu'il existe une
unique x* € X* telle que Rex™ = ¢. O

ExXEMPLE 1. Convexes et intégrales.

LEMME 2.17. Soit (2,B,P) un espace de probabilité, et soit f : Q — R? une
fonction intégrable. Soit également C < R un ensemble convexe fermé. Si on a f(t) €
C pour presque tout t € Q, alors SQ fdPeC.

Démonstration. Par le Corollaire 2.15, il suffit de prouver le résultat dans le cas
ot C' est un demi-espace fermé, i.e. C = {x € R?; (z*,z) < a} ot % € (R%)* et a € R.
Et dans ce cas, c’est évident :

<a;L deP’> _ L (a*, () dP(t) < LadIP’(t) .
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EXEMPLE 2. Fonctions convexes et fonctions affines.

PROPOSITION 2.18. Soit E un evt localement convexe réel, et soit f : E — R
une fonction convexe continue. Pour tout point xg € E, il existe une fonction affine
continue ¢ : E — R telle que (o) = f(xo) et Vx e E : o(z) < f(z).

Démonstration. Fixons zg € E, et posons
Q:={(z,\) e ExR; A> f(x)}.

Comme f est convexe continue, 2 est un ouvert convexe de Z := E x R. De plus, le
point a := (azo,f(xo)) n’appartient pas a 2. D’apres 2.12, on peut donc trouver une
forme linéaire continue non nulle ® : £ x R — R telle que ®(a) > ®(z) pour tout
z € ). La forme linéaire ® est donnée par

D(z,\) = (&%, )+ A,
ol x* € E* et ¢ est une constante. Par définition de ®, on a ainsi
(2.2) &* xoy + cf (xo) = {x™*,2) + A

pour tout x € E et pour tout A > f(x). Si on avait ¢ = 0, on en déduirait {z*, o) >
{(x*,x) pour tout x € E, d'ou z* = 0, ce qui est exclu puisque ® # 0. Si on avait
¢ > 0, alors (2.2) conduirait & une contradiction en faisant tendre A vers +oo0. On
a donc ¢ < 0; et quitte a diviser par —c, on peut supposer ¢ = —1. Ainsi, on a
(x*,z0y — f(x0) = {x*,x) — X pour tout x € E et pour tout A > f(z). En fixant z et
en faisant tendre A vers f(x), on en déduit

(@*,zo) — f(20) = (2, 2) — f(x)
pour tout x € E. Par conséquent, il suffit de poser ¢(z) := f(xg) + {(z*,x — x0). g
Remarque. Si on note Gy le graphe de f et H le graphe de la fonction affine ¢,

alors H est un hyperplan affine de £ x R, qui “touche” Gy au point (aco, f (mo)), et qui
est situé “en dessous” de Gy. On dit que H est un hyperplan d’appui a Gy au point

(fL’O, f(xO)) :
EXEMPLE 3. Enveloppe convexe des matrices orthogonales.

PROPOSITION 2.19. Toute matrice A € Mg(R) = L(R?) telle que |A| < 1 est
combinaison convexe de matrices orthogonales.

Démonstration. Fixons A € My(R) avec |A|] < 1. On veut montrer que A €
conv(Og4(R)). On sait que O4(R) est un compact de My(R). Done, conv(Og(R)) est
également un compact de My(R) : ¢’est une conséquence du Théoréme de Carathéodory.

En particulier conv(Oq(R)) = conv(O4(R)). D’apres le Théoréme de séparation des
convexes, il suffit donc de montrer que pour toute forme linéaire ® : My(R) — R, on a

(2.3) ®(A) <sup{®(V); V € O4(R)}.
On sait (ou pas) qu’on peut trouver une matrice B € My(R) telle que

VM € My(R) : ®(M) = trace(MB).
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D’apres le Théoreme de décomposition polaire, on peut trouver U € O4(R) et P > 0
telles que B = U P. Comme la matrice P est = 0, elle est diagonalisable en base ortho-

normée et ses valeurs propres sont > 0; on peut donc trouver une b.on. (fi,..., fq)
de R% et A1,..., g =0 tels que Pf; = \;f; pour i = 1,...,d. On a alors
d d
O(A) = trace(AUP) = > . CAUPf;, fiy = Y AKAUfi, £i).
i=1 i=1

Comme |A| < 1, on a CAUf;, fiy < AU fi| | fil < |Ufil |fill = 1 pour i = 1,...,d;
donc, comme les A; sont = 0 :

d
Z A; = trace(P).

Mais trace(P) = trace(U'UP) = (U_ ); donc (2.3) est bien vérifiée. O
3. Théoréme de Banach-Steinhaus

DEFINITION 3.1. Soit X un euvt, et soit B < X. On dit que B est borné s’il est

“absorbé par tout voisinage de 07 : pour tout voisinage W de 0 dans X, on peut trouver
a € R tel que B < alW.

EXEMPLE 1. Supposons que X soit localement convexe, et soit (| - |);er une famille
de semi-normes engendrant la topologie de X. Alors un ensemble B < X est borné
si et seulement si toutes les semi-normes | - |; sont bornées sur B, autrement dit :
pour tout ¢ € I, on peut trouver une constante M; telle que Yx € B : |z|; < M;. En
particulier, si X est un espace vectoriel normé, alors B € X est borné si et seulement
si il est borné au sens usuel, i.e. il existe une constante M telle que Yz € B : |z < M.

Démonstration. Supposons B borné. Pour tout ¢ € I, I'ensemble B;(0,1) est un
voisinage de 0, donc on peut trouver o € R* tel que B € a B;(0,1) = B;(0,«). Alors
|z|; < a pour tout x € B, donc la semi-norme || - ||; est bornée sur B. Inversement,
supposons que toutes les semi-normes | - |; soient bornées sur B, avec “témoins” M;.
Soit W < X un voisinage de 0 quelconque. On peut trouver iy, ...,4, € [ et € > 0 tels
que Bj, ... (0, 5) < W. Posons M := max(Mil,...,Mir). Size B, alors w:= 5z
vérifie |wls, = 57 |@lli, < e pour k =1,...,r, ie. we By ;(0,6) = W. Donc, si on
pose « := %, on voit que B < aW. O]

EXEMPLE 2. Tout ensemble fini B < X est borné.

Démonstration. Soit B = {x1,...,zn} € X fini, et soit W un voisinage de 0. Pour
k =1,...,N, on peut trouver r; > 0 tel que rzy € W pour tout 0 < r < rg, car
rx — 0 quand r — 07. Si on pose 7 := min(ry,...,7%), alors rB € W ; donc B € aW
avec « 1= 1/r. O

EXEMPLE 3. Si (Z,)nen est une suite d’éléments de X qui converge dans X, alors
lensemble B := {x,; n € N} est borné.

Démonstration. Par translation, on peut supposer que z, — 0 (exo). Soit W un
voisinage de 0 dans X, qu’on peut supposer équilibré. Comme z,, — 0, on peut trouver
N e N tel que Vn > N : x, € W; puis, comme {z1,...,xy} est fini, on peut trouver
v € R tel que xp € YW pour k = 1,..., N. Si on pose « := max(y, 1), alors B < aW
car W est équilibré (micro-exo). O
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Exercice 1. Toute réunion fini d’ensembles bornés est un ensemble borné.
Ezercice 2. Si B € X est borné, alors a + B est borné pour tout a € X.

Ezxercice 3. Montrer qu’un ensemble B € X est borné si et seulement si la chose
suivante a lieu : pour toute suite (Ay)neny € K tendant vers 0 et pour toute suite
(zn) € B, on a que Az, — 0.

THEOREME 3.2. Soient X un evt completement métrisable, Y un evt, et (T})er
une famille d’applications linéaires continues, T; : X — Y. On suppose que pour tout
x € X, Uensemble {T;(x); i € I} est borné dans Y. Alors les choses suivantes ont lieu.

(1) La famille (T;)ier est équicontinue : pour tout voisinage W de 0 dans Y, il
existe un voisinage V de 0 dans X tel que Vie I : T;(V) < W.

(2) Pour tout ensemble borné B < X, l'ensemble {T;(x); i € I,x € B} est borné
dans Y.

Démonstration. (1) Soit W un voisinage de 0 dans Y, et soit W’ un voisinage de
0 équilibré tel que W’ — W’ < W (micro-exo : ca existe). Si # € X alors, comme
I'ensemble B, := {T;(x); i € I} est borné et comme W' est un voisinage de 0 équilibré,
on peut trouver n, € N* tel que B, < n,W’, et donc a fortiori B, < n,W’. Donc, si
on pose pour n € N* :

F,:={xeX;Viel : Ty(zx) e nW'},

alors |J,,en Fn = X. De plus, les F,, sont des fermés de X car les T; sont continues.
Comme X est completement métrisable, on peut appliquer le Théoréme de Baire : il
existe un entier N tel que Fy est d’intérieur non-vide. On peut donc trouver a € X et
un voisinage ouvert V' de 0 dans X tels que

Veea+ V' Viel : Tj(x)e NW'.

Comme W' est équilibré et donc symétrique (=W’ = W’), la méme chose vaut pour
x € —(a + V') par linéarité des T;. Toujours par linéarité des T; et comme V' — V' =
(a+ V') —(a+ V'), on en déduit que

VoV —V'Viel : Ty(x)e N (W —W).

Donc, si on pose V = % (V' = V'), qui est bien un voisinage ouvert de 0 dans X
(micro-exo), alors V' convient : T;(V) € W pour tout i € I.

(2) Soit B < X un ensemble borné, et posons B := {Tj(z); = € B,i € I}. Soit W un
voisinage de 0 quelconque dans Y. Par (1), on peut trouver un voisinage V' de 0 dans
X tel que T;(V) € W pour tout ¢ € I. Comme B est borné, on peut ensuite trouver
a € R tel que B < aV. Alors B c aW par le choix de V et par linéarité des T;
(micro-exo) ; donc B est borné. O

COROLLAIRE 3.3. Soient X un espace de Banach, Y un espace vectoriel normé,
et (T;)ier une famille d’applications linéaires continues, T; : X — Y. Si la famille (T;)
est simplement bornée, alors elle est bornée en norme. Autrement dit : si Vx € I
sup;; | Tix| < o0, alors sup,e; | 1] < o0.

Démonstration. On applique (2) en prenant pour B la boule unité fermée de X. O
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COROLLAIRE 3.4. Soit (T),)nen une suite d’applications linéaires continues, T, :
X =Y, ou X est un evt complétement métrisable et Y est un evt. On suppose que la
suite (Ty,) est simplement convergente, autrement dit que T,,(x) converge dansY pour
tout x € X. Alors T := lim,, T;, est une application linéaire continue.

Démonstration. 1l est clair que T est linéaire. Soit W un voisinage de 0 dans Y :
on cherche un voisinage V' de 0 dans X tel que T(V) € W. Dans ce qui suit, on fixe
un voisinage W’ de 0 dans Y tel que W’ < W.

Pour tout x € X, ’ensemble {T),(x); n € N} est borné dans Y puisque la suite (T;,(z))
est convergente. Par (1), on peut donc trouver un voisinage V' de 0 dans X tel que
VneN : T,(V) € W. Comme T(z) = limT,(x) € T(V) pour tout x € V, on en
déduit T(V) S W/ < W. O

EXEMPLE 1. Soit Q un ouvert de R?, et soit (7, )nen une suite de distributions sur
Q. On suppose que lim,_,o Ty, (¢) existe pour toute ¢ € D(). Alors la forme linéaire
T := lim T}, est une distribution.

Démonstration. Il faut montrer que pour tout compact K < 2, la restriction de T’
a Dg () est continue; et ceci est clair puisque la restriction de chaque T, & Dk ()
est continue et que l'espace Dk (2) est complétement métrisable. O

EXEMPLE 2. Divergence des séries de Fourier.

Soit Cor 'espace des fonctions f : R — C continues et 27-périodiques. Si f € Cor,
on note ci(f), k € Z ses coeflicients de Fourier :

o) = = [ ryear.

T on o

Pour n e N, on pose
n

Suf(t) = D en(f)e™.

k=—n

PROPOSITION 3.5. Il existe une fonction f € Cor telle que la suite (Snf(()))neN
n’est pas bornée. En particulier, S, f(0) + f(0) quand n — oo.

Démonstration. On rappelle que si f € Cor, alors

VneNVzeR : S,f(x) =Dy = f(x) := i f(t)Dn(x_t)%tr’

—T
ou D,, est le noyau de Dirichlet :
o sin(n + )t
D, (t) := Z ekt — —2 277,

e sin 5

En particulier :

50f0) = [ 5Du0) 5.
Dans la suite, on munit Cor de la norme | - [|o, qui en fait un espace de Banach car

c’est un sous-espace fermé de (¢{*(R), | - ).
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FarT 1. Pour n € N, soit ®,, : Co — C la forme linéaire définie par &, (f) :=
Spf(0). Alors (®,, est continue et)

T dt

.1 = 1Dl = | 1Da(0)] 3
Preuve du Fait 1. On a |®,(f)| < §7_[f(¢)||Dn(t)] %tr < ||fllo % [|Dnll1 pour toute
| € Car, donc ®,, est continue et |®,[ < |Dy|:1. Inversement, on peut (exo) construire
une suite (fi)ken S Cor telle que kaHOO = 1 pour tout ket limg o fi(t) = signe(Dy(t))

pour tout t € [—m,7]. Alors ®,(f;) = §*_fe()Dn(t) & — §7_|Dyu(t)| L = |Dnls
quand k — o0, par convergence domlnee Comme | fxlloo = 1 pour tout k, on en déduit
[@n]l = [ Dnllr- O

FAIT 2. On a limy, o | Dyl = 0

Prewve du Fait 2. Comme |sin(u)| < u pour tout u > 0, on a
T | i 1 (n+d)m |
t
f D (¢ j dt}lj |sm(n+2)|dt:1j 2 \smu|du,
7r

2r © w Jy t 0 U
d’ot1 le résultat car SSO

sin(n + §)t

13
2

[sinal g,y — o, 0

sin

La preuve de la proposition est maintenant terminée : par les Faits 1 et 2, la suite de
formes linéaires (®,,),en n'est pas bornée en norme; donc elle n’est pas simplement
bornée, par Banach-Steinhaus. C’est exactement la conclusion souhaitée. ]

4. Théorémes de I’application ouverte et du graphe fermé

THEOREME 4.1. Soient X et Y deur evt complétement métrisables, et soit T €
L(X,Y). On suppose que T est surjective. Alors, pour tout voisinage W de 0 dans X,
l’ensemble T(W) est un voisinage de 0 dans'Y .

Démonstration. La preuve repose sur le fait suivant.

FAIT. Pour tout voisinage U de 0 dans X, 'ensemble T'(U) est un voisinage de 0
dans Y.

Preuve du Fait. Soit U’ un voisinage de 0 équilibré tel que U’ — U’ < U. On a

X =Upens nU', donc Y = T(X) = U,,enx n T(U'), et a fortiori Y = |, e+ n T(U").
D’apres le Théoreme de Baire (applicable car Y est complétement métrisable), I'un des
ensembles fermés nT'(U’) est d’intérieur non-vide. Donc T'(U’) est d’intérieur non-vide
(micro-exo). Notons O l'intérieur de T'(U’). Alors V := O — O est un voisinage ouvert
de 0, et V< T(U'") — T(U"). De plus, on a T(U') — T(U") < T(U") — T(U’) (ex0), et
TU") —TU") = T(U" —U') par linéarité de T; donc V < T(U), ce qui prouve le
Fait. U

Soit maintenant W un voisinage de 0 quelconque dans X . Soit également d une distance
définissant la topologie de X et invariante par translations. Choisissons r > 0 tel que
Bx(0,2r) < W, et posons By := Bx(0,7). Par le Fait, on sait que T(Bj) est un
voisinage de 0 dans Y. Pour démontrer le théoréme, il suffit donc de montrer que
T(By) < T(W). Dans la suite, on posera B,, := Bx (0,27 "r) pour tout n € N. On fixe
également une distance dy définissant la topologie de Y. Enfin, on se donne une suite
(€n)n=1 < ]0,00[ tendant vers 0.
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Soit y € T'(By) quelconque : il s’agit de trouver z € W tel que T'(z) = y.

Comme Vi := T'(Bj1) n By (0,1) est un voisinage de 0 dans Y par le Fait, ’ensemble
y — V4 est un voisinage de y, et donc (y — V1) n T(By) # &. Ainsi, on peut trouver
xo € By tel que y — T'(zp) € V1 ; autrement dit

y—T(x9) € T(B1) et dy (y — T'(z0),0) < ;.

En répétant ce raisonnement avec y —1'(xp) au lieu de y et By au lieu de By, on obtient
un point z1 € By tel que y — T'(xg) — T'(z1) € T(B2) et dy(y — T'(z9) — T(21),0) < e2;
autrement dit, par linéarité de T :

y—T(zo+z1) € T(B2) et dy (y — T(z0 + 21),0) < ea.
Et ainsi de suite : par récurrence, on construit une suite (x,)ney S X telle que pour
tout n € N, les choses suivantes aient lieu :

(i) zp € By, i.e. d(x,,0) < 27"r;
(ii) dy(y —T(xo+x1+--+ xn),O) < Ep+l;

(iil) y—T(xo+x1 + -+ xp) € T(Bpt1)-
Comme la série > d(xg,0) est convergente, que la distance d est invariante par trans-
lations et que (X, d) est complet, la série Y] x; converge dans X d’apres le Corollaire
1.7. Posons x := > ;7 xx. Alors T'(z) = y par (ii) et par continuité de 7. De plus, en
utilisant (i) on vérifie (exo) quon a d(z,0) < Y77 ,27%r = 2r; donc z € W puisque
Bx(0,2r) c W. O

COROLLAIRE 4.2. (Théoreme de majoration a priori)
Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit T € L(X,Y). On suppose que T est
surjective. Alors, il existe une constante C' < o telle que :

VyeY dJxe X wérifiant Tx=y et |z|<C|y|.

Démonstration. Notons Bx la boule unité fermée de X. Par le Théoreme, T'(Bx)
est un voisinage de 0 dans Y, donc contient une boule fermée B(0, ¢). Ainsi, pour tout
y € Y vérifiant |y| < ¢, on peut trouver z € X tel que |z < 1 et T(x) = y. Par
homogénéité, on en déduit le résultat souhaité ave C := 1/c (exo). O

COROLLAIRE 4.3. (Théoreme de I’application ouverte)
Soient X et'Y des evt complétement métrisables. Si T € L(X,Y) est surjective, alors
T est une application ouverte : pour tout ouvert O < X, l’ensemble T(O) est un ouvert

deY.

Démonstration. Soit y € T'(O) quelconque, et soit x € O tel que T'(z) = y. Comme
O est un voisinage de x, on peut écrire O = x + W ou W est un voisinage de 0. Alors
T(0O) =y + T(W) par linéarité de T'; donc T'(O) est un voisinage de y puisque T (W)
est un voisinage de 0. Ceci étant vrai pour tout y € T(O), on en déduit que T(O) est
un ouvert de Y. O

COROLLAIRE 4.4. (Théoreme d’isomorphisme de Banach)
Soitent X et'Y des evt complétement métrisables. Si T € L(X,Y) est bijective, alors
Uapplication linéaire T~' 1Y — X est continue.

Démonstration. Conséquence “immédiate” du Théoreme de 'application ouverte
(micro-exo). O
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COROLLAIRE 4.5. (Théoreme du graphe fermé)
Soient X et Y des evt complétement métrisables, et soit T : X — Y wune application
linéaire. Soit G := {(w,Tx); S X} le graphe de T'. Si G est fermé dans X x Y,
alors T est continue.

Démonstration. L’espace X x Y muni de la topologie produit est un evt (exo), et
il est completement métrisable car X et Y le sont. Donc G est un evt completement
métrisable puisque c¢’est un sous-espace vectoriel de X X Y et qu’on suppose qu’il est
fermé dans X x Y.
Soit J : X — Gp Papplication linéaire définie par J(z) := (x,Tz). Par définition, J est
bijective, avec J~!(z,Tx) = x pour tout (x, Tx) € Gr. Comme la projection canonique
mx : X xY — X est continue, on voit que J ! est continue. Comme G et X sont des
evt completement métrisables, on en déduit que J = (J~1)~! est continue. Et donc T
est continue car T' = 7wy o J. O

REMARQUE 1. La réciproque du théoreme du graphe fermé est vraie et a peu pres
évidente : le graphe de n’importe quelle application continue f : X — Y est toujours
fermé dans X x Y.

Démonstration. Exo. O

REMARQUE 2. Soit T': X — Y linéaire. Pour montrer que le graphe de T est fermé,
il suffit de vérifier la chose suivante : pour toute suite (z,) € X telle que x,, — 0 et
telle que la suite (T'x,) converge dans Y, on a que T'z,, — 0.

Démonstration. Exo. O

EXEMPLE 1. Projections continues.

LEMME 4.6. Soit X un evt completement métrisable. Si E et F sont des sous-
espaces fermés de X tels que X = EQF, alors les projectionsp: X > Eetq: X —> F
associées a cette décomposition sont continues.

Démonstration. Pour montrer que p : X — FE est continue, on applique le Théoreme
du graphe fermé, ce qui est possible car X et F sont complétement métrisables. Soit

(p) € X une suite telle que =, — = € X et px, — z € E. Alors pz = z, et
Ty, — pTy — ¢ — z. Comme x,, — pxy, € ker(p) = F et comme F est fermé dans X, on a
donc x — z € F = ker(p), et donc z = pz = pz. O

EXEMPLE 2. Non-surjectivité de la transformation de Fourier.

Si f € LY(R), sa transformée de Fourier est la fonction f : R — C définie par
flz) = J Ft)e =tat.
R

On sait que f est continue bornée, avec |f|o < ||f]1. De plus, le Lemme de Riemann-

Lebesgue dit que f(x) — 0 quand z — +o0. Ainsi, en notant Cy(R) I’ensemble des
fonctions continues g : R — C tendant vers 0 a l'infini, la transformation de Fourier

est un opérateur borné de L*(R) dans (Co(R), || - |o0)-

PROPOSITION 4.7. La transformation de Fourier F : L*(R) — Co(R) n’est pas

surjective. Autrement dit : il existe une fonction g € Co(R) qui n'est la transformée de
Fourier d’aucune f € L'(R).
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Démonstration. Par la formule d’inversion de Fourier, on sait que F : L'(R) —
Co(R) est injective. Supposons que F soit surjective. Alors, comme L!(R) et Co(R) sont
des espaces de Banach, .E est inversible; donc on peut trouver une constante ¢ > 0
telle que Vf € LY(R) : |f|lw = c|f]1. Montrons que cela mene & une contradiction.

Pour 0 < ¢ < 1, soit g : R — R la fonction continue valant 1 sur [—1 + ¢,1 — €], nulle
en dehors de [-1 —¢,1+¢], et affine sur les intervalles [-1—¢, —1+¢] et [l —¢,1+¢].

On a (exo)
1
9e = 52 L ce* o1

Un calcul direct donne alors

9e(t) =

[ DO

sint sin(et)

= fe(t).

5 12 ’
On en déduit (exo) que f. = g- € L*(R); et donc, par la formule d’inversion de Fourier
et comme g, est une fonction paire, que g. = % Tf; Donc, en posant k := ¢/27, on
doit avoir
lgelloo = & | fellr pour tout € > 0.

2
e
Il > 1 jzg | sint| y | sin(et)| it > 2 Jze | sint| g =20
& 0 t t ™ Jo t
D’ou la contradiction cherchée. O

Cependant, on a |gc[|oc = 1; et comme sinu > = u si u € [0, 5],







Chapitre 4

Mesures

1. Mesures complexes
1.1. Définition ; variation totale.

DEFINITION 1.1. Soit (©,B) un espace mesurable. Une mesure complexre sur
(©,B8) est une fonction p : B — C dénombrablement additive : pour toute suite
(Ag)ken d’ensembles mesurables deuz a deuz disjoints, la série Y u(Ay) converge et on
a ,u(UZO:O Ak) = Yo 1(Ax). Une mesure réelle est une mesure complexe prenant
ses valeurs dans R.

Remarque 0. Une mesure positive p sur (£2,B) est une mesure complexe au sens
de la définition si et seulement si c’est une mesure finie.

Remarque 1. Si p est une mesure complexe, alors Re(u) et Im(p) sont des mesures
réelles. Donc, toute mesure complexe p s’écrit u = p1 + tue, ol w1 et o sont des
mesures réelles.

Remarque 2. Si p est une mesure complexe et si (Ag)gen est une suite d’ensembles
mesurables deux a deux disjoints, alors la série Y] u(Ay) converge absolument.

Démonstration. 11 découle de la définition que pour toute permutation o : N — N,
la série >’ M(Ag(k)) doit converger ; et ceci entraine la convergence absolue de la série

2 (Ak) O
Remarque 3. Si p est une mesure complexe, on a toujours p(J) = 0.

Démonstration. Si on prend Ay := & pour tout k € N, on voit que la série > u()
doit converger. O

Remarque 4. L’ensemble de toutes les mesures complexes sur (£2,B) est un C-
espace vectoriel, qu’on notera M (Q2,8), ou plus simplement M (£2) en “oubliant” la
tribu B. On note aussi Mg(§2) 'ensemble des mesures réelles (qui est un R-espace
vectoriel), et M, (2) ’ensemble des mesures positives finies.

EXEMPLE. Soit m une mesure positive sur (£,8). Pour toute h € L'(€2,m), on
définit une mesure complexe sur (£2,B) en posant

u(A) = J hdm pour tout A € B.
A

Cette mesure se note u = hm.
Démonstration. Si (Ag)ken est une suite d’ensembles mesurables deux a deux dis-
joints et si A := | J;_, Ay, alors
a0

pn(A) = jQIAfdmz JQ,;)IAkfdm:,;JQ 1a, fdm = Z p(Ag),

k=0
93
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ol on a utilisé le Théoreme de convergence dominée pour intervertir la somme et
I'intégrale. g

EXERCICE. Montrer que si hi, ho € L'(€2,m) et si hym = hom alors hy = hy. En
déduire que si h e L*(£2,m), alors la mesure p := hm est réelle si et seulement si h est
m-pp a valeurs réelles, et que p est positive si et seulement si h(x) = 0 pp.

TERMINOLOGIE. On appellera partition mesurable d'un ensemble mesurable A cQ
toute famille (F;);er d’ensembles mesurables deux a deux disjoints telle que [ J
A. (On ne demande pas que les E; soient # ¥.)

ze]

THEOREME 1.2. Soit p une mesure compleze sur (Q,B). Pour tout A € B, posons

|pe|(A) := sup {2 |u(E Ep)nen partition mesurable de A} .

Alors || est une mesure positive finie sur (2,B), qu’on appelle la variation totale de
. On a YA eB : |u|(A) = |u(A)|, et |p| est la plus petite mesure positive possédant
cette propriété.

Démonstration. (i) Montrons que |u| est une mesure. Comme pu(f) = 0, on a
visiblement |p|() = 0. Soit (Ag)ken une suite d’ensembles mesurables deux a deux
disjoints, et soit A := |Jpeny Ak Si (En)nen est une partition mesurable de A alors
(En N Ak )nen est une partition mesurable de Ay pour tout k € N. Donc

B
VheN : Y [u(En n Ap)| < |ul(Ap).
n=0

De plus, comme E, € Aon a E, = Jj_ o(En N Ay), et la réunion est disjointe ; donc

2 (En N Ag) pour tout n € N.
k=0

On en déduit

Z |u(En)| = Z Z p(En 0 Ag)
n=0 n=0 [k=0
< D )0 (B Ap))

3
Il
o
>
Il
o

I
18
18

1(Bn o Ap)| < ) [l (Ag).-

>
Il
o
3
Il
o

Ceci étant vrai pour toute partition mesurable de A, on a donc

(A 2 1l (A%,

Inversement, montrons qu'on a ¥, |p/(A k) < |p|(A). Soit K := {k e N; |u|(Ax) > 0},
et soit A := Ukex Ak Comme Ac A ona |u|(A) < |u|(A) car la définition de |yl
entraine que |u| est une fonction croissante (exo). Donc, quitte & remplacer A par g,
on peut supposer que |u|(Ag) > 0 pour tout k € N. Soit € > 0, et soit (¢;)ken une suite
de nombres réels telle que 0 < tj, < |u|(Ag) pour tout k et Y, i = Ypg [l (Ax) —e.
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Pour tout k € N, on peut choisir une une partition mesurable (Ej ,,)nen de Ay, telle que
Z%O:O |W(Egn)| > ti. Alors (Ej )k nen est une partition mesurable de A; donc

ul(A) = Y D [(EBrn)l = Dt = ) |ul(Ar) — <.
k=0 k=0

k=0n=0
Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit |u|(A) = D77 |ul(Ax)-

(ii) Montrons maintenant que la mesure |u| est finie. Supposons que |u|(2) = o, et
cherchons a obtenir une contradiction.

FArT. Soit H € B et supposons que |u|(H) = oo. Alors, on peut trouver deux
ensembles mesurables A, H' € H tels que An H' = ¢, |u|(A) > 1 et |u|(H') = .

Preuve du Fait. Soit R € Rt a fixer ultérieurement. Comme |u|(H) = o0, on peut
choisir (E,)nen, partition mesurable de H telle que Y., |u(Ey)| > R, puis N € N

tel que 3 |u(E,)| > R. On a alors par exemple > |Re u(E,)| > R/2. Donc, en
posant I := {n € [0, N]; Reu(E,) >0} et J := {n € [0, N]; Rep(E,) <0}, on a

Re (Z u(En)> —Re (Z M(E@) > R/2.

nel neJ

On peut donc par exemple supposer que

e

nel

> R/4.

Autrement dit, en posant E :=J,,.; En, on a

nel

EcCcH et |u(E)| > R/A4.
On en déduit
[W(H\E)| = [u(H) = p(E)| = |p(E)| — [u(H)| > R/4 = [u(H)|.
Si on a choisi au départ R tel que R/4 > 1+ |u(H)|, on aura ainsi
(WE)[>1 et |u(H\E)[> 1.

Enfin, comme |p| est une mesure, on a o0 = |u|(H) = |p|(E)+ |p|(H\E), donc |u|(E) =
o0 ou |u|(H\E) = oo. Il suffit donc de poser A := E et H' := H\FE, ou le contraire. [J

En posant Hy := et en appliquant le Fait de maniere répétée, on construit par
récurrence deux suites d’ensembles mesurables (Ag)r=0 et (Hg)r=o0 telles que pour
tout k € N, les propriétés suivantes soient satisfaites :

o Apu Hpy € Hys
e Ay nHpyy = 05

o |u(A0)] > 1 et |ul(Hip1) = o0,

Par construction, les Ay sont deux a deux disjoints : si k <[ alors A; € H; € Hj,1 et
Hii1 n Ay = &, donc A 0 A; = & ; mais la série >, u(Ax) ne converge pas puisque
|(Ag)| > 1 pour tout k. Comme p est supposée étre une mesure complexe, on aboutit
ainsi a une contradiction.

(iii) Par définition, on a |u|(4) = |u(A)| pour tout A € B car (A, I, J,...) est
une partition mesurable de A (!) Soit m une mesure positive telle que VA € B
m(A) = |u(A)]. Si A € B et si (E,)nen est une partition mesurable quelconque de
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A, alors m(A) = > m(E,) = > |w(Ey)|; done m(A) > |u|(A) par définition de
|l (A)- O

REMARQUE. La mesure p est > 0 si et seulement si |u] = p.

Démonstration. Si |u| = p, alors certainement p > 0. Inversement, si p = 0 alors
i = |p| par la propriété de minimalité de |u]. O

COROLLAIRE 1.3. Soit p1 une mesure réelle sur (€2, B). Si on pose put = £ (|u|+ p)
et u= = %(M — ), alors pt et u= sont des mesures positives finies telles que p =
ut—p et wt+p = |pl. On dit que u™ est la partie positive de u, et que p~ est
la partie négative de p.

Démonstration. Par définition, u* et u~ sont des mesures réelles telles que p =
pt—p et pt 4+ p = |pl. De plus, on a put(A) = 5(|p|(A) = [u(A)]) = 0 pour tout
A €8, donc T est une mesure positive; et de méme pour . O

COROLLAIRE 1.4. Toute mesure complexe est combinaison linéaire de 4 mesures
positives finies.

EXEMPLE. Soit m une mesure positive sur (£2,B), soit h € L' (2, m), et soit u :=
hm. Alors |u| = |h|m. Si h est une fonction réelle, alors u* = h™m et u= = h™m.

Démonstration. 11 est assez clair que v := |h|m est une mesure positive telle que
VAe®B : v(A) = |u(A)|; donc || < |h|m. Inversement, montrons que pour tout
AeB,onal,|hldn < |u|(A). Soit § une fonction mesurable telle que |0(z)| =1 et
|h| = 6h. On peut trouver une suite (¢p)nen de fonctions étagées a valeurs complexes
telle que |¢n| < 1 et @p(z) — 0(x) pour tout = € Q. Alors §, p,hdm — §, |h|dm par
convergence dominée ; donc il suffit de montrer qu'on a |, onhdm| < |p|(A) pour tout
n € N. Si on écrit @, = Zfil a;1g, ou les E; forment une partition de © et ;| < 1, on
obtient |§ , pphdm| < K| Joy] ‘SAmEi hdm| < YK |[W(AnE;)| < |u|(A) par définition

de |p|. Ainsi, on a bien |u| = |hlm. Si h est réelle, on a donc u™ = %(!h! + h)m et
1~ = 3(|h| — h)m, autrement dit u* = h*m et p= = h~m. O

1.2. Intégration par rapport a une mesure complexe.

DEFINITION 1.5. Soit f : Q@ — C wune fonction mesurable bornée. Pour toute
mesure réelle p sur (£2,B), on pose SQ fdp:= SQ fdut — SQ fdu=. Pour toute mesure
complexe pu s’écrivant p = py + ipe avec pi, po réelles, on pose SQ fdu = SQ fdu +

EXEMPLE 1. Si f est une fonction étagée et si on écrit f = Zl]qul arlg,, alors
N
So fdp = Xy cnp(Ei).
Démonstration. Exo. O

EXEMPLE 2. Soit m une mesure positive sur (2,B), et soit u := hm, ou h €
LY(£2,m). Pour toute fonction mesurable bornée f : 2 — C, on a So fdp =S fhdm.
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Démonstration. Par 'Exemple 1, le résultat est vrai pour une fonction f étagée :
. N N N
si f = Dp_qlp,, alors §o fdu = 3 app(Er) = X5_; ag SEk hdm = {q fhdm.
Pour une fonction f mesurable bornée quelconque, on peut trouver une suite (fp,)nen
de fonctions étagées telle que f, — [ uniformément sur Q. Alors SQ fndy — SQ fdu
(ex0), d’ou le résultat. O

REMARQUE. L’application (u, f) — {q, f du est bilinéaire.
Démonstration. Exo. O
1.3. Norme d’une mesure complexe.

LEMME 1.6. Pour toute mesure u € M(S), posons |u|ar := |u|(Q2). Alors || - |am
est une norme sur M(Q).

Démonstration. Pour toute partition mesurable (E,)nen de €2, application p —
Yoo l(Ey)| est une semi-norme sur M (£2). Comme un sup de semi-normes est encore
une semi-norme (exo), on en déduit que || - |as est une semi-norme. Enfin, si |ula = 0,
i.e. |u|(2) =0, alors |u| = 0 car || est une mesure positive, donc p = 0 car |u(A)| <
|i|(A) pour tout A € B. O

EXEMPLE. Si p := hm, oll m est une mesure positive et h € L'(Q,m), alors
lellar = (2] Ly (0,m)-
Démonstration. On a vu que |p| = |hlm, donc [u|(Q) = {, || dm. O

2. Théoréme de Lebesgue-Radon-Nikodym

DEFINITION 2.1. Soit m une mesure = 0 sur (Q,B), et soit u une mesure compleze.
(a) On dit que p est singuliére par rapport a m, et on écrit u L m, s’il existe
un ensemble mesurable D < Q tel que m(D) = 0 et u est portée par D, i.e.
w(A) = p(A n D) pour tout A€ B (ou encore : u(B) = 0 pour tout B € B tel que
BnD=g).
(b) On dit que p est absolument continue par rapport a m, et on écrit 1 < m, si
Uimplication suivante a lieu pour tout ensemble mesurable A < Q : m(A) =0 =

u(A) = 0.

EXEMPLES. Sih e L'(Q2,m), alors 1 := hm « m. Si m = A1, la mesure de Lebesgue
sur R, alors 6, L. m pour tout a € R.

REMARQUE. Si m est une mesure > 0 sur (£2,B), la seule mesure complexe p telle
que p L met p < mest p=0.

Démonstration. Exo. O

THEOREME 2.2. Soit m une mesure = 0 et sigma-finie sur (2,B), et soit p une
mesure compleze.

(1) On peut écrire de maniére unique p sous la forme p = XA+ v, ot \ et v sont des
mesures complexes telles que A « m et v L m. De plus, si p = 0 alors A = 0 et
v = 0. L’écriture p = A + v est la décomposition de Lebesgue de la mesure .

(2) La mesure X est de la forme A = hm, pour une certaine h € L'(Q,m).
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Démonstration. Comme p est combinaison linéaire de mesures positives finies, on
peut se contenter de démontrer le théoréme pour p > 0 (et finie).
Par ailleurs, 'unicité dans (1) est facile & démontrer : si p = A\ + v1 = Ay + 5 avec
Ai « m et v; L om, alors la mesure Ao — A\; = v — 15 est a la fois « m et L m (exo),
donc Ay — A1 = 0 = 11 — . Il suffit donc de prouver la partie “existence” de (1), et
(2). On va en fait démontrer les deux choses en méme temps.

CAs 1. On suppose que la mesure m est finie.

L’idée est de chercher A sous la forme A = hm, ou h est la “plus grande fonction
possible”. Posons

H:={h:Q — [0,00] mesurable; hm < p}
- {h>0; VAe®B J hdm<u(A)}.
A
Comme g > 0, 'ensemble H contient h := 0, et donc H # . On peut donc poser

Q := sup {f hdm; he H};
Q
et on a a < () < oo.
Farr 1. I existe une fonction h € H telle que SQ hdm = a.

Prewve du Fait 1. On remarque d’abord que si hy, ho € H, alors h := max(hi, he) €
H. En effet, on a h = 1ghy 4+ 1gehg, ot E := {h; = hy}, donc VAe B : {, hdm =
Saphidm+S§, oohadm < p(AnE)+ p(An ES) = pu(A).
On en déduit qu’il existe une suite croissante (hy)neny S H telle que SQ hp,dm — «a :
si (up) est une suite d’éléments de H telle que SQ Uy dm — «, on peut prendre h, :=
max(ug, . .., Up). Alors la fonction h := sup,,cy h, convient (exo). O

Comme h € H, la mesure hm est positive, finie, et hm < p. Donc v := p — hm est une
mesure positive bien définie.Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que v L m.

Pour £ > 0, posons

¢.:={EeB; v(E) <em(E)}.
Notons que si E € €., alors m(E) > 0. Cependant, il n’est pas immédiatement apparent
que & # .

FAIT 2. Soit € > 0. Si A € B vérifie m(A) > 0, alors on peut trouver E € &; tel
que F < A.

Preuve du Fait 2. Comme m(A) > 0, on a {;,(h+¢14) dm = a+em(A) > a; donc
la fonction h + €14 n’appartient pas a H. Par définition de H, on peut donc trouver
B e B tel que {(h +¢ela)dm > p(B). On a ainsi p(B) — {5 hdm < em(An B), i.e.
v(B) < em(A n B). Comme v est une mesure > 0, on a donc a fortiori v(A n B) <
em(An B), donc E := A n B convient. O

FarT 3. Pour tout € > 0, on peut trouver E € &, tel que m(Q\F) = 0.

Preuve du Fait 3. Par le Lemme de Zorn, il existe une partie § de €. qui est formée
d’ensembles deux a deux disjoints et mazximale relativement & cette propriété. Comme
m(F) > 0 pour tout F' € § puisque § S €. et comme la mesure m est (sigma-)finie,
§ est nécessairement dénombrable (exo); donc on peut écrire § = {Fy; k € K}, ou
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K < N. Posons E := | .k Fk- Comme les F}, sont disjoints, on a v(E) = Y, V(Fi) <
Dk EM(Fy) = em(E); donc E € §.. Si on avait m(Q\E) > 0, on pourrait trouver
graace au Fait 2 un ensemble E € &, tel que E < O\ |,y Fi. Alors § U {E£} serait une
partie de €. contenant strictement § et formée d’ensembles deux a deux disjoints, ce
qui contredirait la maximalité de §. ]

Par le Fait 3, on peut choisir pour tout n € N* un ensemble E, € €, tel que
m(Q\E,) = 0. Posons alors

D:= L:Jl(Q\En) =0\ (_]1 E,.

Par définition de D, on a m(D) = 0. De plus,

1
v(\D) < v(E,) < . m(E,) < —m(2) pour tout n > 1,

S

et donc v(Q\D) = 0 car la mesure m est finie. Comme la mesure v est = 0, on a donc
v(B) = 0 pour tout B € Q\D, et donc v L m puisque m(D) = 0.

CAs 2. La mesure m est seulement sigma-finie.

On se rameéne au Cas 1 grace au fait suivant.
FAIT 2.3. Il existe une mesure positive finie m’ telle que m' <« m et m « m/.

Démonstration. Comme la mesure m est sigma-finie, on peut trouver (exo) une
suite (Fj)g>1 d’ensembles mesurables deux & deux disjoints tels que m(Ey) < oo pour
tout k et = J;_; Ex. En supposant m(E}y) > 0 pour tout k, posons alors

L ok

o kz—Il m(Ek)lEk
La fonction w est une fonction mesurable positive bien définie, et w(x) > 0 pour tout
reQ Ona fowdn = » 1 27% =1, donc la mesure m’ := wm est finie; et m’ <« m
par définition. Inversement, si A € B vérifie m/(A) = §, wdm = 0, alors m(A) = 0 car
w(x) > 0 pour tout x € A; donc m « m’. O

Si on applique le Cas 1 & la mesure m’ donnée par le Fait 2.3, on voit qu’on peut
éerire p = A+ v ou A <« m' et v L m/. Mais alors A « m car m’ « m; et v L m car
m < m'. O

COROLLAIRE 2.4. (Théoreme de Radon-Nikodym)
Soit m une mesure positive sigma-finie sur (2,B), et soit u une mesure complezxe. Si
w < m, alors u = hm pour une certaine h € L'(Q,m).

Démonstration. C’est évident par le théoreme. O

COROLLAIRE 2.5. Une variable aléatoire réelle X est “a densité” si et seulement
st sa loi Px est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

COROLLAIRE 2.6. Si p est une mesure complexe sur (2,B), alors p = h|p| pour
une certaine fonction mesurable h : Q — C telle que |h(x)| = 1.

Démonstration. Comme |u(A)| < |p|(A) pour tout A € B, on a certainement
p < |p|. Donc pu = h|u| pour une certaine h € LY(Q,|u|). Alors |u| = |h||p|; donc
|h| = 1 au sens de L'(|u|); et quitte & redéfinir ~ sur un ensemble |u|-négligeable, on
peut supposer que |h(z)| = 1 pour tout x € Q. g
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COROLLAIRE 2.7. Si p est une mesure réelle sur (2,B), alors il existe une partition
mesurable (ET,E~) de Q) telle que VA€ B : ut(A) = p(An E1) = |u[(An EY) et
p(A) = —pu(An E7) = |u|/(An E7). En particulier, u* est portée par E* et u~ est
portée par E~, et donc ut L p~.

Démonstration. Comme p est réelle, on peut écrire p = h|u| pour une certaine
fonction mesurable h :  — R telle que Vo € Q : h(z) = +1. Posons E* := {h = 1}
et E= := {h = —1}. Alors (E*,E7) est une partition mesurable de Q. On a u* =
s(ul+p) =31+ h)|p| = 1gp+|p|, donc VA e B ¢ pF(A) = |u|(An ET); et comme
h =1sur ET, on aaussi y(An EY) =, . hdlu| = |u|/(A~ ET). Méme type de
raisonnement pour g~ . g

COROLLAIRE 2.8. L’espace M () est complet pour la norme || - ||as.
Démonstration. La preuve repose sur le fait suivant.

FAIT. Si (fin)nen est une suite de mesures complexes sur €2, alors il existe une
mesure positive finie m telle que Yne N : p, <« m.

Preuve du Fait. On peut supposer que p, # 0 pour tout n € N. On peut donc

poser m =y, % |tn|, et on vérifie que m convient. O
Remarque. Si on veut juste une mesure m sigma-finie (ce qui suffit pour la suite)
il suffit de poser m := >, |4n].

Soit maintenant (i, )neny une suite de Cauchy dans M (). Par le Fait et le Théoreme
de Radon-Nikodym, on peut trouver une mesure positive finie m et une suite (h,) <
LY(Q,m) telles que Vn € N : p, = hym. Alors ||hy — hpl1 = |pg — pplar pour tous
p,q € N; donc la suite (hy,) est de Cauchy dans L'(Q,m), et donc elle converge dans
LY(£2,m) vers une fonction h puisque L'(Q, m) est complet. Donc p,, — p := hm pour
la norme de M (£2). O

3. Formes linéaires continues sur LP

Dans cette section (€2,8,m) est un espace mesuré fixé une fois pour toutes. Bien que
ce ne soit pas strictement indispensable, on suppose que

la mesure m est sigma-finie.

Pour 1 < p < o, on pose LP := LP(Q2,m). Si p < o0, on pose || f[, := ({, |f\pdm)1/p
pour toute fonction mesurable f: Q — C (méme si f ¢ LP).

RAPPEL. Soit p,q € [1,00] des exposants conjugués (% + % = 1). Pour toutes

fonctions mesurables f,g: Q — C, on a || fglli < |flp|glq- En particulier : si f € LP et
ge L4, alors fge L.

Démonstration. Holder. O

LEMME 3.1. Soit p € [1,0], et soit q exposant conjugué. Pour g € L%, on note
O, : LP — C la forme linéaire définie par ®4(f) := SQ fgdm. Alors ®, est continue et

|41l = lgllq-
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Démonstration. Par Holder, ®, est continue et |®,4]| < [g[lq- Il reste & montrer
I'inégalité inverse |®g4| = |g|4. Bien entendu, on peut supposer que g # 0.

Dans ce qui suit, on fixe une fonction mesurable 6 : 2 — C telle que

0(x)]=1 et fg=]gl|

Supposons que p = 1, et donc ¢ = 0. Soit a < ||g| . Par définition de la norme | - ||o,
lensemble E, := {|g| > a} vérifie m(E,) > 0. Comme la mesure m est sigma-finie,
on peut donc trouver un ensemble mesurable E € E, tel que 0 < m(E) < co. Alors
fi=1gf e L' et f # 0. On a |f|y = §5|0ldm = m(E), et 4(f) = §,0g9dm =
§zlgldm = am(E) = o f|1. Donc ||®] > a; et comme o < [|g|, est quelconque, on
en déduit @] = g -

Supposons maintenant que p = o, et donc ¢ = 1. Alors f := 60 € L™ avec | f| = 1, et
Dy(f) = S 09dm = { |gldm = |g|1; donc | Dg] = [g]-

Supposons enfin que 1 < p,q < c0. Posons f := 0|g|?~!. Comme p + q = pq et |0 = 1,
ona [f|P = |g[Pa™V) = |g|7; donc f e LP et ||, = HgHZ/p. Par ailleurs, comme g = |g|,
on a aussi fg = gflgli™t = [g|?; donc @y(f) = g |g/%dm = |g|§. Par conséquent,

@ a—1
@] > T42 = lgllg * = gl O

REMARQUE. Le fait que la mesure m soit sigma-finie a servi uniquement pour le
cas p = 1.

COROLLAIRE 3.2. Si g1,92 € LY et 51 &y = ®y,, alors g1 = ga.

Démonstration. L’application g +— ®, étant linéaire, on a ®4,_, = 0, et donc
lg2 = g1lq = 0. O

COROLLAIRE 3.3. (“principe de dualité” dans LP)
Soit 1 < p < w0 d’exposant conjugué q, et soit f: Q — C une fonction mesurable. Soit
également C € R*. On suppose que

Vg e LY étagée : f |fgldm < C|g|q-
Q

Alors on peut conclure que f € LP et | f|, < C.

Démonstration. Supposons d’abord que p < oo. Comme la mesure m est sigma-
finie, on peut trouver une suite croissante d’ensembles mesurables (€2,),>0 telle que
m(Qy,) < o pour tout n et | Jo_ 2 = Q. Pour n € N, posons f, := |f|lg,, ou
E, = Q, n{|f] < n}. Alors f, = 0, la suite (f,) est croissante et f,(z) — |f(z)]
pour tout z € Q. Donc | f,|, — | f|p par convergence monotone. Par ailleurs, on a
fn € LP pour tout n € N, car | f,| < nlg, et m(€,) < o0. De plus, on a {, | fng|dm <
§o | fgldm < C'|g|, pour toute g € L7 étagée. Comme les fonctions étagées sont denses
dans L9, on en déduit que la forme linéaire continue ®¢, : LY — C vérifie Dy, || < C.
Par le lemme, on a donc | f,[, < C, pour tout n € N. Donc | f|, = lim, e | frlp < C.
Si p = o, la preuve est la méme en considérant les fonctions f, := |f|1(<n} (on
n’a pas besoin des €2,). On a f, € L® pour tout n € N, et | f,[lcc < C par le lemme.
Comme f,(x) — |f(z)| pour tout = € Q, on en déduit que |f(z)| < C pp, i.e. fe L®
et | e < C. O
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COROLLAIRE 3.4. (Inégalité de Minkowski intégrale)
Soit f :  — C une fonction mesurable. On suppose que f est de la forme f(x) =
§ Fi(x) dv(t), ot (A, T, v) est un autre espace mesuré sigma-fini et la fonction (x,t) —
Fy(xz) est mesurable. Pour tout 1 < p <0, on a | f[, < §, |Fllp dv(t).

Démonstration. On peut évidemment supposer que C := §, |Fi|,dv(t) < co.
D’apres le principe de dualité, il suffit de montrer que

Weﬂ:LUWm<CMM

C’est une majoration “automatique” : par Fubini+Holder,

[ 1gs1am = [ 1| [ Fi@ane

< [ (1m0t ama) ) avto
< [ 1Al gl (o) = C gl

dm(x)

0

THEOREME 3.5. Si 1 < p < o, alors toute forme linéaire continue sur LP est du
type ®,. Autrement dit, si ® : LP — C est une forme linéaire continue, alors il existe
une unique g € L1 telle que

VfeL? : ®(f) zjgfgdm.

Démonstration. L’unicité découle du Lemme 3.1. Pour ’existence, on va distinguer
2 cas.

CAS 1. La mesure m est finie.

Dans ce cas, on a 14 € LP pour tout A € 8. On peut donc poser
p(A) = ®(14).

La fonction p est une mesure complexe sur (€2,9). En effet, si (Ag)ren est une suite
d’ensembles mesurables deux a deux disjoints, alors

oo)
1U/;.O:0 Ay T Z 1Ak’
k=0

ou la série converge dans LP car p < o (exo). Comme ® € (LP)*, on a donc

H (G Ak) =@ (1Uf=oAk> - i ©(1a,) = i 1(A)-

k=0 k=0 k=0
De plus, la mesure p est absolument continue par rapport a m : si m(A) = 0, alors
14 =0dans LP = LP(Q,m), donc pu(A) = &(14) = 0.
Par le Théoreme de Radon-Nikodym, on a donc g = gm pour une certaine g €
LY(©2,m). Ainsi,

(I)<1A):f gdmzj 1agdm pour tout A € B;
A Q
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et donc, par linéarité :

(3.1) O(f) = f fgdm pour toute fonction f étagée.
Q

On en déduit en particulier qu'on a |{, fgdm| < |®| | f|, pour toute fonction f étagée;
donc, d’apres le “principe de dualité” (Corollaire 3.3 ou on a échangé p et ¢), on peut
affirmer que g € L9. La forme linéaire ®4 est donc bien définie et continue sur L”. Par
(3.1), on a ®(f) = ®,4(f) pour toute fonction f étagée; donc & = &, car les fonctions
étagées sont denses dans LP. Ceci termine la preuve dans le cas ou la mesure m est
finie.

CAs 2. La mesure m est seulement sigma-finie.

Soit (2, )nen une suite croissante d’ensembles mesurables telle que Uf:o Q,, = Q. Pour
n € N, notons LP(Q,) 'espace LP(Qy,m)q,). On considere LP(Q,) comme un sous-
espace de LP = LP(§2,m) en prolongeant par 0 les éléments de LP(£,) ; autrement dit,
on identifie LP(§2,) & {f € LP; f = 0 pp sur Q\£,,}. Pour tout n € N, la restriction de
® & LP(2,) est une forme linéaire continue de norme < ||®|. D’apres la Cas 1, il existe
donc une unique g, € LY(Qy) telle que Vf € LP(Q,) : @(f) = §, fgdm = §, fgdm,
et on a ||gnllre,) < [|®[. Par unicité, on a g, = g, pp sur 2, si n < m. Donc il
existe une fonction mesurable pp définie g : Q@ — C telle que Vn e N : g = g,
pp sur Q,. On a alors ®(f) = {, fgdm pour toute f € |,y L (). De plus, on a
110, 9lq = llgnllLa@,) < [|®] pour tout n € N, donc g € L? et |g[, < ||®] (ex0). Comme
Unen LP(§2,) est dense dans LP car p < oo (autre exo), on en déduit que & = ¢,. O

REMARQUE. On peut montrer que si 1 < p < o0, alors on n’a en fait pas besoin de
supposer que la mesure m est sigma-finie.

COROLLAIRE 3.6. Si 1 < p < o0, alors (LP)* s’identifie isométriquement a L1, o
q est l’exposant conjugué de p.

REMARQUE. “En général”, le résultat est faux pour p = oo0. Plus précisément,
s’il existe une suite (E,),en d’ensembles mesurables deux a deux disjoints tels que
m(E,) > 0 pour tout n € N, alors L' n’est pas le dual de L®, i.e. il existe des formes
linéaires continues sur L* qui ne sont pas de la forme ®, avec g € L.

Démonstration. Pour toute suite a € £*(N), posons
0
fo = Z anlp, € L®.

n=0
L’application a — f, est linéaire, et comme m(E,) > 0 pour tout n € N, on a | fa|o =
|allg=. Donc I'application a — f, est une isométrie, et en particulier cette application
est injective.
Soit maintenant ¢ < ¢*(N) le sous-espace vectoriel constitué par toutes les suites a
admettant une limite dans C, et soit Z := {fy; a € ¢} € L*; autrement dit, Z est le
sous-espace vectoriel de L™ constitué par toutes les fonctions f € L® s’écrivant sous
la forme

0
f= Z aplg, , avec a = (a,) € c.
n=0
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FaIT. Il existe une forme linéaire continue ® : L*® — C telle que

e}
Vf= Z anlp, € Z : ®(f) = lim ay,.
n—0oo
n=0

Preuve du Fait. Si f = f, € Z, on peut poser ¢(f) := lima, car a est uniquement
déterminée par f. Alors [p(f)| < sup,cy an| = ||f]w; donc ¢ est une forme linéaire
continue sur (Z, | - |s), d’ou le résultat par le Théoreme de Hahn-Banach. O

Montrons que la forme linéaire ® donnée par le Fait n’est pas du type ®,. Supposons
qu'il existe g € L! telle que

o0
Vf = EanlEneZ : J fgdm:nlirrgoan.
Q —>

n=0
Alors
J gdm = ®(1g,) =0 pour tout n € N.

Mais par ailleurs, comme g € L', on a par convergence dominée :

n=0

0 o)
j fgdm = Z anf gdm pour toute f = > aplp, € Z.
Q n=0 n

Donc {(, fgdm = 0 pour toute f € Z, autrement dit Vf € Z : ®(f) = 0; mais ceci est

faux car
o0
) (2 1En> :nh_{rgol = 1.

n=0

4. Formes linéaires continues sur C({2)

Dans cette section,  est un espace topologique compact métrisable. On note C(2)
Pespace des fonctions continues f : Q2 — C muni de la norme | - ||oo. De plus, on note
Cr(€2) Pensemble des f € C(Q2) a valeurs réelles, et C,(Q2) 'ensemble des f € C(Q2) &
valeurs réelles > 0. On note aussi M (£2) ensemble des mesures boréliennes complexes
sur Q, Mg(£2) 'ensemble des mesures réelles, et M, (£2) ’ensemble des mesures positives
finies.

LEMME 4.1. Soit € M(Q). Notons L, : C(Q) — C la forme linéaire définie par

L= | ran
Alors Ly, est continue et |L,| = |u|ar = [1](£2).

Démonstration. Ecrivons p = hlu|, ou |h(z)|

fo fhdlul, done |L, ()] < Sg Al dlul = Sg |f] dlud
me et |Ly,| < [u](€).

L’inégalité inverse |L,| = |p|(€2) est plus délicate. Le point clé est le fait suivant.

1. Si f e C(Q), alors L,(f) =
|10 |121(€2). Done L, est conti-

ll

FArT 4.2. Soit me M, (). Si 0 : Q — C est une fonction mesurable bornée, alors,
pour tout € > 0, on peut trouver une fonction f € C(Q) telle que |floo < [0]s et

m({|f -0 =¢}) <e.
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Prewve du Fait. Comme 6 est (mesurable et) bornée on peut trouver une fonction
étagée 0 telle que |0 — 0]y < e et |0(z)] < |0(z)| pour tout = € Q. Ecrivons § =
Zfi 1¢ily,, ou les A; forment une partition mesurable de 2. Soit également n > 0 a
choisir. Comme €2 est métrisable, il est “bien connu” que la mesure m est réguliere :
pour tout borélien A < 2, on peut trouver un fermé E tel que £ € A et m(A\F) < n.
On peut donc trouver, pour ¢ = 1,..., N, un compact E; € A; tel que m(A4;\E;) < n.

Soit E = Uf\i 1 Ei. Comme les E; sont des fermés de 2 deux a deux disjoints, la
fonction ¢ := 5‘ £ (qui est constante sur chaque E;) est continue sur E. D’apres le
Théoreme de Tietze-Urysohn, on peut prolonger ¢ en une fonction f continue sur €2
telle que | f|o = |@]ow. Autrement dit, on peut trouver une fonction f € C(Q2) telle
que f(z) = ¢ sur E; pour i = 1,...,N et |f|o < maxicien |ci| = [0]w. Alors
1 £l < 6], et comme f = 6 sur E = UN, Ei, on a |f — 0] < & sur E. Donc
m({|f — 6] = ¢}) <m(Q\E) = SV m(A\E;) < Nip < e si on prend 1) < ¢/N. O

Soit € > 0. On applique le Fait avec m := |u| et 6 := h = %, ot h: Q — C est telle que
|h(z)| = Let u = h|p|: celafournit f € C(2) telle que | floo < et |u|({|f—0] =¢}) <e.
Alors

L) = |[ gl =| [ ona| - |[ (7 -0y il
= 1u(@) = || =

>mwn—Lv—mam

= [pl(Q) = (elul () + 2¢).
Comme € > 0 est arbitraire, on en déduit | L, | = |p|(2). O

COROLLAIRE 4.3. Si 1, o € M(Q) et si L, = Ly,, alors pp = pio.

DEFINITION 4.4. Soit L : C(2) — C une forme linéaire. On dit que L est réelle
st on a L(f) € R pour toute f € Cr(Q2) ; et on dit que L est positive si on a L(f) =0
pour toute f € CL(Q).

Remarque 1. Toute forme linéaire positive est réelle.
Démonstration. C’est clair puisque Cr(€2) = C4(2) — C+ (). O

Remarque 2. Une forme linéaire L : C(2) — C est réelle si et seulement si L(f) =

L(f) pour toute f € C(Q).

Démonstration. Exo. O

EXEMPLE. Soit ue M(Q). Alors p est réelle si et seulement si la forme linéaire L,
est réelle; et pu est > 0 si et seulement si L, est positive.

Démonstration. Il est clair que si p est réelle alors L, est réelle, et que si pest > 0
alors L, est positive.
Ecrivons 1 = 1 + ipa, avec py et uo réelles. Si L, est réelle, alors Yf € Cr(2)
Ly (f) = Im(Lyu(f)) = 0; donc Ly, = 0 par linéarité de Ly,, et donc pp = 0 par le
Corollaire 4.3. On montre de méme que si L, est positive, alors p > 0. ]
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LEMME 4.5. Soit L : C(Q2) — C une forme linéaire. Alors L est positive si et
seulement si elle est continue avec ||L|| = L(1).

Démonstration. Supposons L positive. Alors L est en particulier réelle, donc L(f) =
L(f) pour toute f € C(R), ce qui entraine que V.f € C(Q) : L(Re(f)) = Re(L(f)).
Soit f € C() quelconque, et choisissons w € C tel que |w| = 1 et |L(f)| = wL(f).
Alors |L(f)| = Re(L(wf)) car [L(f)| € R, et donc |L(f)| = L(Re(wf)) puisque L est
réelle. Maintenant, la fonction g := ||f|o 1 — Re(wf) est réelle = 0; donc L(g) > 0,
ie. |floL(1l) = L(Re(wf)) = |L(f)]. Donc L est continue et |L| < L(1). Mais
L) < [L] 1] = [ L], done | L] = L(1).

Inversement, supposons que L soit continue avec |L|| = L(1), et montrons que L est
positive. On peut supposer que |L| = 1 = L(1). Il suffit de montrer que si f € C(Q2)
vérifie 0 < f < 1, alors L(f) € [0, 1]. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors on
peut trouver un disque ouvert D = D(a,r) € C tel que [0,1] € D et L(f) ¢ D (faire
un dessin). Comme f(€2) < [0,1] € D, la fonction f —al € C(2) vérifie |f —al|en < r.
Donc |L(f—al)| < r puisque |L| = 1. Mais comme L(1) = 1,ona L(f—al) = L(f)—a,
et donc |L(f —al)| = r puisque L(f) ¢ D; d’ot une contradiction.

Autre preuve. Supposons comme plus haut que |L|| = 1 = L(1). Montrons d’abord
que L est réelle, i.e. que L(f) € R pour toute f € Cr(€2). Ecrivons L(f) = a + ib, et
supposons par exemple b = 0. Supposons également que | f|, = 1. Comme f est réelle,
on a | f +in|% = ||f|% + n? = 1+ n? pour tout n € N. Donc |L(f + in)|?> < 1 + n?
puisque |L| = 1. Mais L(f +in) = a + i(b+n), donc |L(f +in)|*> = a®> + (b + n)? =
a®+b? +2nb+n?. On obtient ainsi 2nb < 1 —a? —b? pour tout n € N. Comme le second
membre ne dépend pas de n, on en déduit b < 0, et donc b = 0 puisqu’on suppose
que b > 0. Montrons maintenant que L est positive. Soit f € C4(£2), et supposons
| fllo < 1. Alors 0 < f < 1, donc |1 — flo < 1. Comme [L| =1 = L(1), on a donc
|IL(f)| <let|1—L(f)|=|L(1—f)] <1.Maist:= L(f) est un nombre réel puisque L
est réelle; donc on a nécessairement 0 < ¢ < 1. Ainsi L(f) = 0 pour toute f € C4(Q)

telle que | f|lo < 1; donc L est positive.
O

LEMME 4.6. Soit L : C(2) — C une forme linéaire.

(1) L s’écrit de maniére unique sous la forme L = Li + iLg, ot Ly et Lo sont des
formes linéaires réelles, qui sont continues si L est continues.

(2) Si L est réelle et continue, alors on peut écrire L = L™ — L™, ou LT et L™ sont
des formes linéaires positives (décomposition de Riesz).
Démonstration. (1) On se convainc assez vite qu’on doit nécessairement poser
1 — 1 —
Li(f)i= 5 (LN + L) et Lo(f)i= 5 (L) - L();
et on vérifie que Ly et Lo ainsi définies conviennent.

(2) On peut supposer que ||L| = 1. Pour toute f € Cr(Q2), on a ainsi
(4.1) LA < 1 flloo = 1T lloo + 1 lleo-

Posons alors

E = {(f.f); [ € Cal)} < Ca(Q) x Ca(Y),
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qui est un sous-espace vectoriel de Cr(§2) x Cr(£2), et soit p : Cr(R2) x Cr(2) — R la
fonction définie par
p(u,v) o= [ut oo + 07 -

On vérifie sans difficulté que p est une fonctionnelle sous-linéaire (exo). Si on définit
¢: E — Rpar o(f, f):= L(f), alors ¢ est une forme R-linéaire, et (4.1) dit que ¢ est
majorée par p. D’apres le Théoreme de Hahn-Banach, on peut donc trouver une forme
R-linéaire @ : Cr(£2) x Cr(£2) — R telle que @z = ¢ et ® < p. Autrement dit, on peut
trouver deux formes R-linéaires ®1, @5 : Cr(2) — R telles que

VieCr() « O1(f) + P2(f) = L(f) et

V(u,v) € Cr(Q) x Cr(Q) : ®1(u) + Po(v) < [ut|w + v ||oo-

En prenant v := 0, on voit que ®(u) < |ut|s pour toute u € Cr(€2). Donc ®;(u) < 0
pour toute u < 0; autrement dit, ®1(u) = 0 pour toute u € C4(£2). De méme, $2(v) <0
pour toute v € C4 (). Ainsi, ®; et —Py sont des formes R-linéaire positives sur Cr(£2).
On peut donc prolonger ®; et —®5 en des formes C-linéaires positives LT et L™ sur
C(2) en posant LT (f +1ig) := L1(f) +iL1(g) et L™ (f +ig) := —Pa(f) — iP2(g). Alors
L(f) = ®1(f)+P2(f) = LT (f)—L (f) pour toute f € Cr(Q), et donc L = LT—L~. O

Remarque. Voici une autre fagon de démontrer (2). On commence par définir L™

sur C4 () en posant
L*(f) :=sup{L(u); 0 <u< f}.

Comme L est continue, le “sup” est bien un nombre réel, donc la définition a un sens;
etona LT(f)=0et LT(f) = L(f) pour toute f € C+(Q). Il est clair également qu’on
a LT(\f) = AL*(f) pour toute constante A > 0. Le point clé est de montrer que L™
est additive, i.e. LT(f +g) = LT(f) + LT (g) pour toutes f,g € C+(Q2). L’inégalité
Lt(f) + L™ (g9) < L*(f + g) découle directement de la définition (exo). L’inégalité
inverse se prouve en montrant que si u € C(f2) vérifie 0 < u < f + g, alors on peut
écrire u = uy + ug ot uy,ug € C(Q) et 0 < uy < f, 0 < ug < g : il suffit d’écrire
u=f—(f—u)=(f—(f—w)T)+ (f—u)" et de vérifier que cela convient.
Le reste est ensuite de la routine. On prolonge L™ en une forme R-linéaire sur Cg(2)
en posant LT(f) := LT(fT) — L*(f™), puis en une forme C-linéaire sur C(Q2) en
posant LT (f1 +ifs) := L*(f1) + iLT(f2). Alors L™ est une forme linéaire positive, et
L™ := L* — L aussi puisque L*(f) > L(f) pour toute f € C,(Q) par définition.

COROLLAIRE 4.7. Si L : C(Q) — C est une forme linéaire continue, alors L est
combinaison linéaire de 4 formes linéaires positives.

On peut maintenant énoncer et démontrer le résultat principal de cette section,
qu’on appelle souvent le Théoréme de représentation de Riesz

THEOREME 4.8. Toute forme linéaire continue sur C(QY) est du type L. Plus
précisément : si L : C(2) — C est une forme linéaire continue, alors il existe une
unique pu € M(Q) telle que

VfeC(Q) : L(f) = Jﬂfdu.
De plus, p est réelle si L est réelle, et p est = 0 si L est positive.

Démonstration. L’unicité découle du Lemme 4.1. Pour ’existence, on va distinguer
2 cas.
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CAs 1. Q est I'espace de Cantor A := {0, 1}".

Soit L : C(A) — C une forme linéaire continue sur C(A) : on cherche une mesure
complexe p € M(A) telle que L = L,. Par la Lemme 4.6, on peut supposer que la
forme linéaire L est positive ; et on cherche alors on cherche une mesure p positive et
finie.

Notons 2 la famille de tous les ensembles W < A a la fois ouverts et fermés. 1l est clair
que 2 est une algebre de parties de A, i.e. 2 est stable par réunions finies, intersections
finies et complémentation.

FarT 1. L’algebre 2 engendre la tribu borélienne de A.

Preuve du Fait 1. On a vu que 2l est une base pour la topologie de A. Donc, tout
ouvert O € A est réunion d’éléments de 2. Comme A est métrisable séparable, on en
déduit que tout ouvert de A est réunion dénombrable d’éléments de 2. (En fait, il n’est
pas trés difficile de montrer que 2 est dénombrable.) Donc la tribu o(2() contient tous les
ouverts. O

Si W e 2, alors la fonction 1y est continue sur A, i.e. 1y € C(€2). On peut donc
poser
a(W) := L(1w) pour tout W e 2;

et on a a(W) = 0 car L est une forme linéaire positive et 1y = 0.

FAIT 2. La fonction a : 2 — R™ est une mesure sur A : si (Wy)gen est une suite
d’éléments de 2 deux & deux disjoints telle que | Ji_, Wi € 2, alors a(Uzo:o Wk> =
Do (W)

Preuve du Fait 2. Comme W := UZO:O Wi est fermé dans A, donc compact, et que
les W}, sont ouverts, on peut trouver K € N tel que W = Ui(:o Wy ; autrement dit, la
réunion dénombrable est en fait une réunion finie. Alors W), = J pour tout k > K

car les Wy, sont disjoints ; et donc a(Wy) = 0 pour tout k > K. De plus, toujours par
disjointude, on a 1U£(:0 W, = Zi(:o 1w, . Donc

K

K K 0
a(W)=1L (Z 1Wk> = > L(tw,) = X a(Wi) = D) a(Wh).
k=0

k=0 k=0 k=0

FAIT 3. Vect {1y; W € 2} est dense dans C(A).

Preuve du Fait 3. Posons A := Vect {IW; W e 2[} Comme 2 est stable par inter-
sections finies, A est stable par produit. Donc A est une sous-algebre de C(A), qui est
clairement auto-conjuguée. De plus, 'ensemble {1y; W € A} sépare les points de A
car 2 est une base pour la topologie de A. A fortiori, I'algebre A sépare les points de
A. Donc on peut appliquer le Théoreme de Stone-Weierstrass. [l

Preuve directe, sans Stone-Weierstrass. Soit f € C(A), et soit € > 0. On cherche
une fonction ¢ € Vect {1y; W e A} telle que [ — fllo <e.
Comme f est continue, on peut trouver pour tout z € A un voisinage V, de x tel que
diam(f(Wz)) < &. De plus, on peut supposer que V, € 2 car 2 est une base pour la
topologie de A. Alors A = | J,.A V& ; donc, par compacité, on peut trouver z1,...,zy €
Atels que A =V, u---U V. Sionpose Wy := Vg, et W=V, \(Vo, -0V, )
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pour 1 < ¢ < N, alors les W; sont dans 2, forment une partition de A (en supposant
W; # &), et diam(f(Wi)) < €. Si on choisit un point w; € W; pour ¢ = 1, ..., N, alors
la fonction ¢ := Zf\i 1 f(wi) 1y, convient : si x € A est quelconque, alors z € W; pour
un unique i € [1, N], et |f(z) — o(2)| = | f(z) — f(w;)| < diam(f(W;)) <e. O

On peut maintenant conclure la preuve du Cas 1. Par les Faits 1 et 2 et le théoréeme
“standard” de prolongement de mesures, la mesure a : A — R se prolonge en une
mesure borélienne positive finie . Par définition de u, on a L(1y) = u(W) pour tout
W e . Donc L(f) = § fdu = L,(f) pour toute f € Vect {1y; W € 2} par linéarité ;
et donc L = L, d’apres le Fait 3 puisque L et L, sont continues.

Cas 2. ) compact métrisable quelconque.

On sait qu'’il existe une surjection continue s : A — Q. Alors appplication J : C(2) —
C(A) définie par Jf := f o s est une isométrie linéaire de C(€2) dans C(A), par surjec-
tivité de s (exo).

Soit maintenant L : C(£2) — C une forme linéaire continue. D’apres ce qui précede, on
définit une forme linéaire continue ¢ : J(C(€2)) — C en posant ¢(Jf) := L(f) pour
toute f € C(€2). On a donc

VfeC(Q) : L(f) = p(fos).
D’apres le Théoreme de Hahn-Banach, ¢ se prolonge en une forme linéaire continue

® : C(A) — C; et par le Cas 1, ® est de la forme L, pour une certaine mesure
ve M(A). Ainsi, on a

VfeC(Q) : L(f) = f (fos)dv.
A
Soit alors p € M(Q2) la mesure image de v par s :
w(A) = I/(S_I(A)) pour tout borélien A < Q.

Par définition, on a SQ fdp=§ A(f o 8)dv pour toute fonction borélienne étagée f :
) — C. Par approximation, ceci est encore vrai pour toute fonction borélienne bornée
f:Q — C; et donc en particulier pour toute f € C(f2). On a donc montré que
L(f) =\, f dp pour toute f € C(Q), ce qui termine la preuve du théoréme. O

COROLLAIRE 4.9. L’espace (C(Q))* s’identifie isométriquement a M ().

COROLLAIRE 4.10. Toute forme R-linéaire continue L : Cr(2) — R est de la forme
L,, pour une unique mesure j1 € Mg(S2).

Démonstration. La forme linéaire L se prolonge de maniére unique en une forme
C-linéaire continue L : C(Q) — C par la formule L(f1 + if2) := L(f1) + iL(f2). Cette
forme linéaire L est réelle puisqu’elle prolonge L, donc elle est donnée par une mesure
réelle; d’ou le résultat. ]

REMARQUE 4.11. Le Théoreme de représentation de Riesz reste vrai dans le cas
d’un espace topologique compact §2 pas forcément métrisable, avec exactement le méme
énoncé, a un petit point de “détail” pres : ce qu’on doit noter M () est I’ensemble des
mesures boréliennes complexes réguliéres sur €. Par définition, une mesure complexe
w est dite réguliere si sa variation totale m := |u| est réguliere au sens habituel, i.e.
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pour tout borélien A € et pour tout € > 0, on peut trouver un fermé E et un
ouvert V tels que E € A <V et m(V\E) < e. (Il est “bien connu” que si  est un
espace topologique métrisable, alors toute mesure borélienne positive finie m sur € est
réguliere, donc il n’y avait pas lieu d’introduire cette terminologie pour ce qui nous a
occupé ; mais on a fortement utilisé la régularité quand on a montré qu’une mesure
p € M(RQ) est entierement déterminée par la forme linéaire L,.) Il est possible de
donner une preuve du Théoreme de représentation de Riesz suivant le méme scénario
que celle faite dans le cas métrisable ; mais les “détails techniques” sont plus délicats.

5. Intégrale vectorielle

Dans cette section (2,8, m) est un espace mesuré et X est un espace de Banach.
Une fonction f : Q@ — X est dite mesurable si elle est mesurable de (£2,8) dans
(X,B(X)), out B(X) est la tribu borélienne de X.

REMARQUE 5.1. Si f : Q@ — X est mesurable, alors la fonction positive | f]| est
mesurable.

Démonstration. Par composition. O

NOTATIONS. On note £(€2, X) I'ensemble de toutes les fonctions mesurables ¢ :

) — X s’écrivant
N
p = Z ri 1,
i=1

oux,...,xny € X et m(E;) < oo pour i = 1,..., N. Pour une telle fonction ¢, on note
SQ pdm 1'élément de X défini par

N

JQ pdm =Y m(E;)z;.

i=1
(On vérifie que ceci a bien un sens, i.e. que Zf\i 1 m(E;)z; ne dépend que de ¢ et pas
de la facon d’écrire ¢ sous la forme ¢ = Zf\i 12i1E,.)

FarT 5.2. £(, X) est un espace vectoriel, l’application ¢ — SQ pdm est linéaire
de £(Q, X) dans X, et on a |§,pdm| < {, |¢| dm pour toute p € £(Q, X).

Démonstration. Les 2 premiers points sont évidents. Pour la majoration, on écrit

Y = Zfil u; 1, avec des E; deux a deux disjoints : alors |¢| = Zi\il |zi| 1g,, donc
N

So leldm = 332, |zl m(Ey) = [§q ¢ dm|. O

FAarT 5.3. Si f : Q — X est mesurable et si ¢ € E(, X), alors f+ ¢ est mesurable.

Démonstration. 1l suffit de le prouver pour ¢ = zlg, oux € X et £ €B. Si B est
un borélien de X et si ¢ € (2, alors

(f+¢)(t)eB < (te Eet f(t)eB—xz) ou (t¢ Fet f(t)e B).
Donc (f + ¢)"1(B) = (Em f_l(B—x)) v (EC N f_l(B)>, et donc (f + @) 1(B) est

mesurable. 0

DEFINITION 5.4. On dit qu’une fonction f : Q) — X est m-mesurable si f est pp
égale a une fonction mesurable f : Q — X.
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Remarque. Si f : Q — X est m-mesurable, on pose {,, | f|dm := {, | £ dm, on f
est n’importe quelle fonction mesurable telle que f = f pPp.

DEFINITION 5.5. Soit f : Q — X. On dit que [ est a image essentiellement
séparable s’il existe un sous-ensemble séparable Z < X tel que f(t) € Z pp.

Remarque. Quitte a remplacer Z par vect (Z), on peut toujours supposer que Z
est un sous-espace vectoriel fermé de X.

EXEMPLE. Si € est un espace topologique séparable, alors toute fonction continue
f Q2 — X est a image essentiellement séparable.

Démonstration. Soit D € X un ensemble dénombrable dense. Alors Z := f(D) est

un sous-ensemble séparable de X, et on a f(2) = f(D) € Z par continuité de f. O

LEMME 5.6. Soit f : Q — X wune fonction m-mesurable. On suppose que f est a
image essentiellement séparable, et que §g, | f| dm < oo. Alors les choses swivantes ont
lieu.

1) Il existe une suite (on)neny S E(Q, X) telle que n— f|dm — 0. On dit qu’une
( Pn)neN 7 que § ¢ q
telle suite (@) est une suite approximante pour f.

2) La limite lim,,_, n dm existe dans X pour toute suite approximante (@, ) pour
Q¥ ®
f, et elle est la méme pour toutes les suites approrimantes.

Démonstration. (1) Il suffit de montrer que pour tout € > 0, on peut trouver une
fonction ¢ € £(Q, X) telle que §, [¢ — f||dm < e. On fixe donc € > 0.

Quitte a remplacer f par une fonction mesurable égale a f pp, on peut supposer que f
est mesurable. Soit Z € X un sous-espace fermé séparable tel que f(t) € Z pp. Quitte
A redéfinir f en posant f(t) := 0 pour t € f~1(X\Z), on peut supposer que f(t) € Z
pour tout ¢t € €. Donc, quitte a remplacer X par Z, on peut supposer d’emblée que
I’espace de Banach X est séparable.

Pour k € N, posons , := {x € Q; 27% < |f(t)| < k}. Les Q) sont mesurables, la suite
() est croissante, et | J;—, Q% = {t; f(t) # 0}. Comme la fonction | f| est intégrable
sur €, on en déduit que SQ\Qk | f]| dm — 0 quand k — co. Donc on peut choisir k € N

tel que SQ\Qk | f] dm < /3. Notons que m(€)y) < oo d’apres 'inégalité de Markov.

Soit 7 > 0 & choisir. Comme X est séparable, on peut trouver une suite (B;);en de
boréliens de X telle que les B; forment une partition de X et diam(B;) < n pour tout
i € N. Pour i € N, posons E; := Q. n f~1(B;). Les E; sont mesurables, deux & eux
disjoints, et | J,cn Fi = Qf. Comme SQk | f] dm < oo, on peut donc trouver N € N tel

que SQI@\U]'\LO g I flldm < &/3. De plus, on peut évidemment supposer que les E; sont
non vides. Choisissons un point t; € E; pour i = 0,..., N, et posons

N
0= 1gf(t:).
i=0



112 4. MESURES

Alors ¢ € £(Q, X); et par définition, on a ||p(t) — f(t)|| < n sur Uﬁio Eiet o(t) =0
sur Q\ Ui]\io E;. Donc

| ir=tam= | yfpams |17 eldm
Q Q\Ui:o E; U E;

i=0 i

=f fdm+f fdm+f If — ol dm
O\Qy, Q\UY, B N o Ei
< 2e/34+nm(Q).

Donc, si on choisit 7 tel que nm(Q) < €/3, la fonction ¢ convient.

(2) Si (¢n) est une suite approximante pour f, alors la suite (SQ ©n dm)neN est de

Cauchy dans X car [{, oqdm —§o opdm| < § llog — @plldm < § lloq — f| dm +
S0, |f —¢p| dm pour tous p, ¢ € N. Donc lim,, .o ¢n, existe dans X puisque X est supposé
complet. Si (1) est une autre suite approximante pour f, alors {, |¢n — ¢ | dm — 0
car [¢on — ¥n| < |lon — f| + | f — ¢ul ; donc on doit avoir lim §;, ¢, = lim {;, . O

EXERCICE. Soit f : @ — X une fonction m-mesurable telle que §, | f| dm < co.
Montrer que f est a image essentiellement séparable si et seulement si on peut trouver
une suite (@, )neny € E(Q, X) telle que ¢, (t) — f(t) pp.

DEFINITION 5.7. Soit f : Q — X. On dit que f est m-intégrable au sens
de Bochner si f est m-mesurable, & image essentiellement séparable, et si on a
So If dm < o0. On pose alors §, fdm = lim §, on dm, ot (@) est nimporte quelle
suite approzimante pour f.

EXEMPLE. Supposons que ) soit un espace topologique et que m soit une mesure
borélienne. Si ) est séparable et si la mesure m est finie, alors toute fonction continue
bornée f : ) — X est m-intégrable au sens de Bochner.

PROPOSITION 5.8. Notons L'(Q2,m, X) l’ensemble des fonctions f : @ — X m-
intégrables au sens de Bochner.

(1) LY (2, m, X) est un espace vectoriel et 'application f — Sﬂfdm est linéaire de
LY(Q,m, X) dans X.

(2) Si fe L' (Q,m,X), alors |§g, fdm| < g, || f] dm.

(3) Si'Y est un autre espace de Banach et si L € L(X,Y), alors Lo f € L'(Q,m,Y)
pour toute f € L'(Q,m, X), et

(o) - o0

Démonstration. (1) On se contente de montrer que si f,g € L'(Q,m, X), alors

f+ g€ LYQ,m, X). Bizarrement, la difficulté est en fait de montrer que f + g est
m~mesurable.
Quitte a modifier f et g sur des ensembles de mesure 0, on peut supposer que f et g sont
mesurables. Par hypothese, on peut trouver des sous-espaces séparables Zf, Z, = X
tels que f(x) € Ey pp et g(x) € Ey pp. Alors Z := Zy + Z, est un sous-espace séparable
de X,etona (f(x) € Z et g(x) € Z) pp. De plus, Z est fermé dans X, donc I’ensemble
E:={zxeQ; f(zx)e Z et g(x) € Z} est mesurable. Donc, quitte a re-modifier f et g
en dehors de E, on peut supposer que Yz € Q : f(z) € Z et g(x) € Z. Le point clé est
maintenant le fait suivant.
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Farr. L’application P : Q — Z x Z définie par P(x) := (f(z), g(x)) est mesurable.

Preuve du Fait. Comme Z est un espace métrique séparable, la tribu borélienne
B(Z x Z) est la tribu produit B(Z) ® B(Z) : en effet, tout ouvert de Z x Z est
réunion de produits d’ouverts, donc réunion dénombrable de produits d’ouverts par la
propriété de Lindelof; donc la tribu produit B(Z) ® B(Z) contient tous les ouverts,
et donc B(Z x Z) < B(Z) ® B(Z) (I'inclusion inverse est vraie pour tout espace
topologique 7). g
Par le Fait, la fonction f + g est mesurable car f +g=SoPouS:Z x Z — X est
Papplication continue définie par S(u,v) := u + v. De plus, f + g est a valeur dans le
sous-espace séparable Z, et {., | f + g] dm < §, | f| dm + §g, |g]| dm < o0. Donc f + g €
L' (2, m, X). La linéarité de I'application f SQ fdm est évidente par définition et
d’apres le Fait 5.2
(2) est clair par le Fait 5.2; et (3) est un exo facile. O

COROLLAIRE 5.9. Si f € L'(Q,m, X), alors

va* e X* ;< ffdm> f@ (&) dm(#).

REMARQUE 5.10. Le Théoréme de convergence dominée est valable pour les fonc-
tions & valeurs vectorielles : si (f,)nen est une suite dans L'(Q,m, X) qui converge
presque partout vers une fonction f : Q — X et s'il existe une fonction g € L'(Q, m)
telle que Yn e N : | f(¢)] < g(t) pp, alors f € LY(Q,m, X) et §, ||fn — f|dm — 0; en
particulier {, f, dm — {, f dm.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le Théoreme de convergence dominée habituel
aux fonctions | f, — f||. O






Chapitre 5

Dualité

1. Le dual d’un espace vectoriel normé
1.1. Rappels et exemples.

RAPPEL. Si X est un espace vectoriel topologique sur K = R ou C, on note X*
I’ensemble des formes linéaires continues de X dans K. On dit que X* est le dual de
X. Si X est un espace vectoriel normé, alors X* = £(X,K) est un espace de Banach
(méme si X n’est pas complet).

NOTATIONS. On note en général x*, y*, z* les éléments de X*. Siz* € X* et x € X,
on écrit en général (z*, z) au lieu de z*(x).

REMARQUE. Soit X un espace vectoriel normé, et notons Bx la boule unité fermée
de X. Si z* € X*, alors

|lz*| = sup {|<z*, z)|; x € Bx} = sup {Re{az*,z); v € Bx}.

Démonstration. La lére égalité est la définition de |z*|. Notons A le ler “sup” et
B le 2éme. On a évidemment A > B. Inversement, si x € Bx, on peut trouver w € K
tel que |w| = 1 et [{a*, 2)| = wla*, x); donc |[(z*, z)| = Re|{z*, z)| = Re(z*,wx) < B
car wz € Byx. O

ExEMPLES. On sait décrire completement les duaux de 3 classes tres importantes
d’espaces.

(1) Si H est un espace de Hilbert, alors “H* = H”.

(2) Si (2,8, m) est un espace mesuré avec une mesure m sigma-finie et si 1 <
p < o, alors “(LP)* = L7, ou % + % =1.

(3) Si Q est un espace topologique compact, alors “(C(Q))* = M(Q)".

Remarque. Dans le cas de l'espace de Hilbert H := L? = L?(Q,m), il y a une
subtilité : si on identifie (L?)* & L? par la dualité “banachique” LP-L? avec p = 2 = g,
cela veut dire qu’on identifie une f € L? avec la forme linéaire ® Fige SQ gf dm; mais
si on identifie (L2)* & L? par la dualité “hilbertienne”, cela veut dire qu’on identifie
une f € L? avec la forme linéaire Ueig—{g, [ = SQ gf dm, i.e. Uy = @7 Dans le
cas “banachique”, I'identification canonique entre (L?)* et L? est linéaire; et dans le
cas “hilbertien”, elle est antilinéaire.

LEMME 1.1. Soit X un espace vectoriel normé. Pour tout x € X, on peut trouver
x* € X* telle que ||z*| =1 et {z*,x) = |z|. En particulier :

Voe X : |z| =sup{|{z*, 2)|; 2 € By} = sup {Re(z*,z); 2* € Bx}.

115
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Démonstration. Conséquence du Théoreme de Hahn-Banach. ]

COROLLAIRE 1.2. Si X est un espace vectoriel normé quelconque, alors X se plonge
isométriquement dans son bidual X** := (X*)*. Plus précisément, on définit une
isométrie linéaire jx : X — X™* en posant

Gx(x), 2%y = (a*, x) pour tous x € X et x* € X*.
On dit que jx : X — X™* est le plongement canonique de X dans X™**.
Démonstration. C’est évident. O

Remarque. Si x € X, on écrira parfois d, au lieu de jx(x).

COROLLAIRE 1. 3. Tout espace vectomel normé X admet un complété : il existe un
espace de Banach X tel que “X < X7 et X est dense dans X.

Démonstration. 11 suffit de poser X = Jjx(X) € X** et de se souvenir que X** =
(X*)* est complet. O

EXERCICE. Montrer que le complété est unique a isomorphisme isométrique pres.

COROLLAIRE 1.4. Si X est un evn, alors dim(X*) = dim(X).

Démonstration. Si dim(X) < oo, alors X* est I'ensemble de toutes les formes
linéaires sur X, donc ’algebre linéaire nous dit que dim(X™*) = dim(X) < o0. On
en déduit que si dim(X*) < oo, alors dim(X™**) < o0, et donc dim(X) < oo puisque
X <€ X**; autrement dit : si dim(X) = o0, alors dim(X*) = o0 = dim(X). O

NoOTATIONS. Soit X un espace vectoriel topologique.
e Si A< X, on pose At := {:n* € X*; (x*,uy =0 pour tout u € A}.
e Si B< X* on pose B := {w € X; (u*,xz) =0 pour tout u* € B}.

LEMME 1.5. Soit X un evt localement convexe. Si A < X, alors
(AL)J_ = vect (A).

Démonstration. Soit E := vect(A). Par linéarité, on a A+ = E+, donc (AL)l =
(Ei)l. Il est clair que (Ei)L est un sous-espace fermé de X et que £ < (EL)L,
donc (EL) = E. Inversement, si z € X et = ¢ E, alors on peut trouver z* € EL tel
que (x*,z) # 0 (conséquence du Théoréeme de Hahn-Banach), donc x ¢ (Ei) |- Alnsi
X\E ¢ X\(Ei)l, et au total £ = (EL)L O

1.2. Sous-espaces et quotients. La proposition suivante peut sembler totale-
ment formelle (et d’une certaine fagon, elle I'est) ; mais elle est en fait tres utile.

PROPOSITION 1.6. Soit X un espace vectoriel mormé, et soit & un sous-espace
vectoriel de X.
(1) On a “E* = X*/E+". Plus précisément : l’'opérateur de restriction R :
X* — FE* défini par Rx™ := (x*)‘E nduit par passage au quotient une
isométrie bijective de X*/E+ sur E*, d’inverse E* 3 ¢ Txx/pL®, ot
d e X* est n’importe quel prolongement de Hahn-Banach de .
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(2) Si E est un sous-espace fermé, alors “ (X/E)* = E17. Plus précisément,
Uapplication ® — ® oy /g est une isométrie bijective de (X /E)* sur E*.

Démonstration. (1) Comme X* est un espace de Banach et que E+ est un sous-
espace fermé de X*, le quotient X*/ E* est bien un espace de Banach.
D’apres le Théoreme de Hahn-Banach, 'opérateur R est surjectif; plus précisément,
on a R(EX*) = Bp+. De plus, ker(R) = E+; donc R “passe au quotient”, et I’ap-
plication quotient R:X */EL — E* est bijective puisque R est surjectif. Comme
Tx#/EL (BX*) = .éx*/EL, on a é(éx*/El) = R(éx*) = EE*; et comme R est bi-
jective, on en déduit que R est une isométrie (exo). Soit J := R~! : E* — X*/EL.
Si p € E* et si si ® est un prolongement de Hahn-Banach de ¢, alors R(®) = ¢,
autrement dit }NB(WX*/EMI)) = ¢; et donc Jp = Txx g1 P.
(2) Si @ € (X/E)*, alors J® := ®omy/p € X* et J& = 0 sur £ par définition;

autrement dit J® € EL. Inversement, si 2* € E+, alors z* “passe au quotient” puisque

ker(z*) 2 E : il existe une unique ® € L(X/E,K) = (X/E)* telle que ® o 7x/p = x¥,
i.e. ¥ = J®, et on a |®|| = ||z*|. Donc 'application linéaire J : (X/E)* — E* est
une isométrie bijective. O

1.3. Séparabilité. Le résultat suivant rend parfois service.

PROPOSITION 1.7. Soit X un espace vectoriel normé. Si X* est séparable, alors X
est séparable.

Démonstration. Soit D = {z%; n € N} un ensemble dénombrable dense dans
Sxx = {a* € X*; ||2*| = 1}. Pour tout n € N, on peut choisir z, € Bx tel que
|(z%, zn)| = 1/2. Montrons que E := vect{z,; n € N} est dense dans X. Par le
critére dual de densité, il suffit de vérifier que E+ = {0}. Par ’absurde, supposons
que E+ # {0}. Soit 2* € E* avec ||z*| = 1. Comme D est dense dans Sy=, on peut
trouver n € N tel que |z¥ — 2*| < 1/2. Alors [(a*, z,)| = [2F, 2| — [{o* — 2%, 20| =
5=zt —a*|| |zn]| > 5§ —3 = 0, ce qui est absurde puisqu’on doit avoir (z*,z,) = 0. O

Remarque. La réciproque est fausse : si X est séparable, alors X* n’a pas de raison
de I'étre. Par exemple, X := ¢!(N) est séparable, mais X* = /*(N) ne I'est pas.
2. Adjoint d’un opérateur
2.1. Généralités.

DEFINITION 2.1. Soient X et Y deuz espaces de Banach, et soit T € L(X,Y).
L’adjoint banachique de T est l'opérateur T* = Y™* — X* défini par T*y* := y*oT ;
autrement dit :

Vy* e Y*Vre X : (T*y*, z) = (y*, Tx).

Remarque 1. On a bien T* € L(Y*, X*) car T* est linéaire et |T*y*| < |y*| T
pour toute y* € Y*.

Remarque 2. On écrit parfois ‘T au lieu de T*.

EXEMPLE 1. Soient Hy, Hy deux espaces de Hilbert. Si T' € L(H, Hs), alors 1'ad-

joint Banachique T : (Hy)* — (H;)* s’identifie & adjoint Hilbertien 7% : Hy — H;
via les identifications canoniques (H;)* = H;.
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Démonstration. Exo. O

Remarque. 11 faut cependant faire attention : l’application T' — T est linéaire,
mais application T — T™ est antilinéaire si H1 et Ho sont des Hilbert complexes.

EXEMPLE 2. Soit X un espace de Banach, et soit ¥ un sous-espace fermé de X.

(i) Si on note 7 : X — X/FE l'application quotient canonique et si on identifie
(X/E)* et E*, alors m* est l'injection canonique E+ < X*.

(ii) Sion note j : E — X linjection canonique, alors j* est 'opérateur de restric-
tion R : X* — E*; et si on identifie E* et X*/E", alors j* est I'application
quotient canonique X* — X*/E*L,

Démonstration. Par définition, on a 7*® = ® o 7 pour toute ® € (X/E)*; autre-
ment dit 7*z* = z* pour toute z* € E+. De méme, on a j*z* = z* 0 j = (z*)|g pour
toute z* € X*. O

PROPRIETES FORMELLES. Soient X,Y, Z des espaces de Banach.

na = pour tout 1’ € , Y ). Donc, 'application 1" +— est une

(1) On a |T*| = ||T| TeLlL(X,Y).D Papplication T +— T*
isométrie linéaire de £(X,Y’) dans L(Y™*, X*).

(2) Si T e L(X,Y) et si on pose T** := (T*)* € L(X™*,Y**), alors “(T**)x =
T”. De fagon précise : T**jx = jyT.

(3) On a (IX)* = IX*.

(4) SiBe L(X,Y) et Ae L(Y,Z), alors (AB)* = B*A*.

(5) Si T € L(X,Y) est inversible, alors T* est inversible et (T*)~! = (T~1)*.

Démonstration. (1) C’est un calcul “automatique” utilisant le Lemme 1.1 :

|T%] = sup [T*y*|

ly* <1
= sup sup [(T*y*, )|

ly*[<1 [zl<1

= sup sup [(y*,Tz)l

lzl<1 Jly*|<1

= sup |Tz| =|T].

lz]<1
(2) Par définition, on a Yz € XVy* € Y* : (T**jx(z),y*) = {x(z), T*y*) =
Ty ) = y* Tey = Gy Te, y*).
(3), (4) et (5) sont laissés en exo. O

2.2. Noyaux et images.

PROPOSITION 2.2. Soient X et Y des espaces de Banach. Si T € L(X,Y), alors
ker(T*) = Im(T)* et ker(T) = Im(T*) .

Démonstration. Par définition, y* € ker(T*) < Vx e X : (T*y*,z) =0 <
Vre X : {y*,Tx) = 0; donc ker(T*) = Im(T)*. Idem pour ker(T). O

COROLLAIRE 2.3. SiT € L(X,Y), alors ker(T*) | = Im(T). En particulier, T* est
injectif si et seulement si Im(T') est dense dans Y.

Démonstration. On a (EL)L — FE pour tout sous-espace vectoriel £ C Y. O
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COROLLAIRE 2.4. Un opérateur T € L(X,Y) est inversible si et seulement si T*
est inversible.

Démonstration. On sait déja que si T' est inversible, alors T est inversible. In-
versement, supposons que T* soit inversible. Alors T** : X** — X** est inversible,
et A= (T**)"! = ((T*)_l)*. Comme AT** = Ixsx et (T**)x = T, on voit que
ATz = x pour tout € X. Donc |z| < |A|||Tz| pour tout z € X, et donc T est un
plongement. Comme X est un epace de Banach, on en déduit que T est injectif et a
image fermée. Mais T est aussi & image dense car T™* est injectif; donc T est en fait
bijectif, et par suite inversible car on sait déja que T' est un plongement. (On n’a pas
besoin d’appliquer le Théoréme d’isomorphisme de Banach). ]

2.3. Adjoint et surjectivité.

THEOREME 2.5. Soient X,Y des espaces de Banach, et soit T € L(X,Y). Alors T
est surjectif si et seulement si T* est un plongement.

Pour la preuve, on a besoin du lemme suivant, qui est par ailleurs intéressant et
utile en d’autres circonstances.

LEMME 2.6. Soient X,Y des espaces de Banach, et soit T € L(X,Y). Soient
également C € Rt et a tel que 0 < a < 1. On suppose que
(2.1) Vy € By(0,1) 3z € Bx(0,C) : |Tz —y| < a.
Alors T(Bx (0,C)) contient la boule By (0,1 — a).

Démonstration. On va montrer que T'(Bx (0, %)) contient By (0, 1), ce qui revient
au méme par linéarité de T'.
Remarquons d’abord que (2.1) est en fait vraie avec une inégalité stricte. En effet, si
y € By(0,1), on peut trouver A > 1 tel que § := Ay vérifie encore § € By (0,1), puis
7 € Bx(0,0) tel que [T¥—7| < a. Alors 2 := £ € Bx(0,1) et [Tz —y| = L |T7 7| <
a/A < a.
Soit y € By (0,1) quelconque : on cherche z € X tel que ||z| < & et Tz = y. Par (2.1),
on peut trouver zo € Bx (0, C) tel que |y—Tzo| < a. Alors y; := L(y—Txo) € By (0,1),
donc on peut trouver 1 € Bx (0,C) tel que [Tz1 — L(y — Txo)| < a, i.e.

|y = T(xo + az)| < o,

Alors yo = ﬁ(y — T(zo + az1)) € By(0,1), donc on peut trouver zo € Bx(0,C)
tel que |y2 — Tza| < «, et ainsi de suite : par récurrence, on construit une suite
(zx)k=0 < Bx(0,C) telle que

(2.2) VneN : |y—T(xo+ azy + -+ a"z,)|< o™

b= <o,
—Q

Comme « < 1 et |z < C pour tout k, on a Y5 [lafzy| < C Y
En particulier, la série Y a*x; converge dans X car X est un espace de Banach.
Si on pose ¥ 1= Y, ,afmy, alors |z < D, [Fx] < &; et par (2.2), on a

Tx =limy, o0 T(70 + @xy + -+ + a"xy) = y. 0

COROLLAIRE 2.7. Si T(Bx(0,C)) contient By (0,1), alors en fait T(Bx(0,C))
contient déja By (0,1).

Démonstration. L’hypothese dit que la propriété (2.1) est vérifiée pour tout 0 <
a < 1. Donc T(Bx(0,C)) contient | J, ey« By (0,1 — 1) = By (0,1). O
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Prewve du Théoréme 2.5. (i) Supposons que T soit surjectif. Comme X et Y sont
des espaces de Banach, il existe alors une constante ¢ > 0 telle que T(Bx) 2 ¢ By.
Pour tout y* € Y*, on a donc

|T*y*[ = sup KT*y* z) = sup [Ky*, Tw)| = sup [y*,p)l = clly™[;

r€Bx r€Bx yecBy

donc T* est un plongement.

Voici une autre fagon de dire la méme chose. Notons 7 : X — ker(7") 'application
quotient canonique et T : X /ker(T) — Y l'opérateur induit. Alors T est bijectif car T'
est surjectif; donc T est inversible car X /ker(T') et Y sont des espaces de Banach. On
aT =Tn, donc T* = n*T* ; et donc T est un plongement car T* est inversible et 7*
est un plongement (isométrique).

(ii) Inversement, supposons que 7™ soit un plongement. On a donc une constante ¢ > 0
telle que Vy* € Y* : ||[T*y*| = c|y*|.

FAIT. On a By < T(1 By).

Preuve du Fuait. 11 s’agit de montrer que si y € Y est tel que y ¢ T(% BX), alors
|ly| > 1. Par le Théoréeme de séparation des convexes, on peut trouver y* € Y* tel que

Rey*,y) > sup {Re<y*,Tx>; z € (1/c) BX}.
Autrement dit :

1 1
Re{y*,y) > — sup {Re(T™"y*,x); v € Bx} = — [T*y*|.
C C
Comme [T*y*| = ¢ |y*||, on en déduit [(y*,y)| > [y*|, et donc [y[ > 1. O

Par le Fait, on a (exo) éy c T(% BX) Comme X est un espace de Banach, on peut
en fait enlever 'adhérence grace au Lemme 2.6. On obtient ainsi que T'(Bx) contient
¢ By, et donc T est surjectif. O

REMARQUE. La preuve du théoréme a montré que si T € L(X,Y) et ¢ > 0, alors
on a l’équivalence suivante :

T est un plongement avec constante ¢ <= T(Bx) 2 ¢ By

COROLLAIRE 2.8. Soient X,Y des espaces de Banach. Un opérateur T € L(X,Y)
est inversible si et seulement si T est injectif et T* est un plongement.

Démonstration. Par le Théoreme d’isomorphisme de Banach, T est inversible si et
seulement si il est bijectif, 7.e. injectif et surjectif. O

COROLLAIRE 2.9. Soient X,Y des espaces de Banach. Pour T € L(X,Y), les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) T est a image fermée;
(2) Im(T*) = ker(T)*;

(3) T* est a image fermée.
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Démonstration. (1) = (2). Supposons que T soit & image fermée. Posons Yy :=

Im(T), qui est donc un espace de Banach, et notons Ty : X — Yy lopérateur T
considéré comme opérateur de X dans Y. Alors Tp est surjectif et ker(Tp) = ker(T).
Donc Ty induit un opérateur inversible To : X /ker(T) — Yp;etona T = igﬁﬂr, oll
m: X — X /ker(T) est 'application quotient et i : Yy — Y est I'injection canonique.
Donc Im(7T%*) = ﬂ*(%)*if—_’;(Y*). Mais i§ : Y* — Y est surjectif (c’est I'opérateur
de restriction), et (Tp)* : Yy — (X/ker(T))* est inversible. Donc (%)*zf‘j(Y*) =
(X/ker(T))*, et donc Im(T*) = 7*((X/ker(T))*) = ker(T)*.
Preuve sans quotient. On suppose que T est a image fermée et on veut montrer que
Im(7T*) = ker(T)*. L’inclusion Im(7T*) < ker(T)* est claire (micro-exo). Inversement,
soit 2* € ker(T)* : on cherche y* € Y* telle que z* = T*y*. Comme z* € ker(T)*, il
existe une unique forme linéaire ¢ : Im(7") — K telle que

Vee X : o(Tz) = {(z*, x).

De plus, ¢ est continue. En effet, comme Im(7") est fermé dans Y, c’est un espace de
Banach, et T': X — Im(7") est surjectif. Par le Théoréme de majoration a priori, il
existe une constante C' telle que, pour tout y € Im(T), on peut trouver z € X vérifiant
Tz =y et |z| < Cly|. On a alors [o(y)| = [Kz*, 2) < =¥ [«] < Cllz*|[y]; donc ¢
est continue avec ||| < C|z*|. En notant y* une extension de Hahn-Banach de ¢, on
a T*y* = x* par définition de ¢.

(2) = (3) est évident : EL est fermé dans X* pour tout E < X.

(3) = (1). Supposons que Im(7*) soit fermé dans X*. Posons Yj := Im(7T) € Y,
et soit Ty : X — Y, lopérateur T' considéré comme opérateur de X dans Y. Alors
T =igTp ol iy : Yo — Y est I'injection canonique, donc 7% = T, et donc Im(T() =
Im(T*) carig : Y* — Y est surjectif ; en particulier 7 est & image fermée. De plus T
est aussi injectif car T est par définition a image dense. Donc Tj est un plongement. Par
le théoréme, on en déduit que Ty est surjectif. Donc Im(7") = Im(7p) = Yo = Im(T);
autrement dit 7" est a image fermée.

Prewve directe de (1) < (3). Soit Yp := Im(T), et soit Tp : X — Yy Popérateur
T considéré comme opérateur de X dans Y. Alors T est & image fermée si et seulement
si Ty est surjectif; ce qui revient a dire que 7; est un plongement puisque Yj est un
espace de Banach. De plus, T est injectif puisque Tj est & image dense. Donc Im(T")
est fermée si et seulement Im(Tf) est fermée. Mais T' = igTp, ot ip : Yo — Y est
I'injection canonique; donc T = Tji5 = Ty R, o R : Y* — Y| est I'opérateur de
restriction ; et donc Im(7*) = Im(7}') car R est surjectif par Hahn-Banach. On a donc
bien montré que Im(7") est fermée si et seulement si Im(7*) est fermée. O

COROLLAIRE 2.10. Soient X et Y des espaces de Banach, et soit T € L(X,Y).
Alors T est un plongement si et seulement si T* est surjectif.

Démonstration. Si T est un plongement, alors 1" est injectif et a image fermée,
donc Im(T*) = {0} = X* par le corollaire précédent. Inversement, si T* est surjectif,
alors T' est injectif puisque ker(7T) = Im(7™), et T est & image fermée car T* est a
image fermée ; donc T' est un plongement. O

2.4. Compacité.

THEOREME 2.11. Soient X,Y des espaces de Banach, et soit T € L(X,Y). Alors
T est compact si et seulement si T* est compact.
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Démonstration. Supposons que T' soit compact, i.e. que K := T'(Bx) soit un com-
pact de Y. Soit (y}})nen une suite bornée dans Y* : on veut montrer que la suite (7*y*)
possede une sous-suite qui converge dans X*. Pour n € N, posons f, := (y;;)|x € C(K).
La suite (fy,) est bornée dans C(K) car (y;;) est bornée et K est borné. De plus, si on
pose M := sup,y |y, alors toutes les fonctions f, sont M-lipschitziennes. D’apres le
Théoreme d’Ascoli, on en déduit que (fy,) possede une sous-suite (fy,) qui converge
uniformément sur K. Alors (f, ) vérifie le critere de Cauchy uniforme :

I fng = frapleo =0 quand p,q — oo.

Mais
Iy = Fnglle = sup { K5, =i, 00l € T(Bx) |
> sup {[<yy, =y » T)l; x € Bx}
= sup {|<T*y;’;q =Ty 2l T € Bx}
=Ty, = T"yn, |

Donc la suite (T*y;; ) est de Cauchy dans X*, et donc converge dans X* car X* est
complet.

Inversement, si T est compact, alors T** est compact par ce qui précede ; et donc
T est compact puisque Tl’;}“ =T (micro-exo; on a besoin que Y soit complet). ]

3. Topologies faible et préfaible

3.1. Généralités.

DEFINITION 3.1. Soit X un espace vectoriel normé..

(i) La topologie faible de X est la topologie sur X définie par les semi-normes
x— [(x*, z)|, ou x* € X*. Cette topologie se note o(X,X*), ou w.

(ii) La topologie préfaible de X* est la topologie sur X* définie par les semi-
normes x* — |{x*, z)|, ot x € X. Cette topologie se note o(X*, X), ou w*.
REFORMULATION. Soit X un espace vectoriel normé.

(ii) La topologie w* est la topologie sur X™* induite par la topologie de la conver-
gence simple sur F(X,K) = KX.

(i) La topologie w est la topologie sur X induite par la topologie de la convergence
simple sur F(X* K) = KX* quand on considére X comme une partie de
F(X* K) via le plongement canonique jx : X — X**.

MODE D’EMPLOI. Soit X un espace vectoriel normé.

(la) Si # € X, une base de voisinages pour x dans (X,w) est fournie par les
ensembles de la forme

Bx;ﬂ.'.’x»g](x,e) = {u € X; [xp,uy —{z},x)| <e pourk=1,.. .,N},
ouzj,...,zy € X* et e >0.
(1b) Si (xp)pep est une suite généralisée dans X et si z € X, alors

z, > 1 = (2%, 1,) — (z*,x) pour toute x* € X*.
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(2a) Siz* € X*, une base de voisinages pour z* dans (X*, w*) est fournie par les
ensembles de la forme

By, ,..on (2 e) = {u* € X*; [u*,xy —{(a*,xp)| <e pour k = 1,...,N},
ou xy,...,xty € X et € > 0.

(2b) Si (x)pep est une suite généralisée dans X* et si 2* € X*, alors

x;w—*>x* — <x;,w>—><x*,m> pour tout z € X.

Remarque 1. Les topologie w et w* sont plus faibles que les topologies définies par
les normes de X et de X™* : tout ensemble w - ouvert ou w*- ouvert est ouvert en norme.
Cependant :

e si dim(X) < o0, alors w et w* coincident avec les topologies définies par les
normes de X et de X*;

e toute boule fermée B < X est w-fermée et toute boule fermée B < X* est
w*- fermée.

Démonstration. La lére partie est évidente si on regarde par exemple la conver-
gence des suites généralisées.
Si dim(X) < oo, on peut supposer que X = K? en choisissant une base. Alors la
convergence faible entraine la convergence coordonnée par coordonnée, laquelle est
équivalente a la convergence pour | - || par équivalence des normes en dimension finie,
donc w = 7. ; et idem pour w* sur X* car dim(X™*) < oo.
Soit B une boule fermée de X. Par translation et dilatation, on peut supposer que B
est la boule unité Bx. D’aprés le Théoreme de Hahn-Banach, x € Bx < Va* €
Bxs @ [{z*,x)| < 1; autrement dit Bx = ﬂ:c*eBX* {r e X : [(a* )| < 1}. Ainsi,
Bx est w-fermée en tant qu’intersection d’ensemble w - fermés. Méme preuve pour
une boule fermée B € X*, en plus simple car on n’a pas besoin de Hahn-Banach. [

Remarque 2. Si on considere X comme contenu dans X **, la topologie faible de X
est la topologie induite sur X par la topologie préfaible w** = o(X**, X*) de X**.

Remarque 3. Si E est un sous-espace vectoriel de X, alors la topologie faible de E
est la topologie induite sur E par la topologie faible de X.

Démonstration. Exo utilisant le Théoreme de Hahn-Banach. O

LEMME 3.2. Si X est un espace de Banach, alors les topologies w et w* sont
séparées ; et (X,w) et (X*, w*) sont des espaces vectoriels topologiques localement
convexes.

Démonstration. Il faut juste vérifier que les topologie w et w™* sont séparées.
Sia*, b* € X* et a* # b*, on peut trouver z € X tel que (a*, x) # (b*,z); et si on pose
e = [a*,x) — (b*,x)|, alors U := B,(a*,/2) et V := B,(b*,£/2) sont des ouverts de
(X*,w*) tels que a* e U, b* € V et U nV = . Donc la topologie w* est séparée. On
montre de méme que la topologie w est séparée, en utilisant le fait que X* sépare les
points de X ; ce qui, évidemment, est tout a fait non-trivial (Hahn-Banach). O
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3.2. Métrisabilité.

PROPOSITION 3.3. Soit X un espace de Banach. Si dim(X) = o0, alors les topolo-
gies w et w* ne sont pas métrisables.

La preuve repose sur le lemme suivant, dont on se re-servira.

LEMME 3.4. Soit Z un espace vectoriel, et soient ®1,...,Pxn, P des formes linéaires
sur Z. Si on a ﬂkN:1 ker(®) < ker(®), alors ® est combinaison linéaire des Py.

Démonstration. C’est un exo bien connu d’algebre linéaire. Soit © : Z — KV I’ap-
plication linéaire définie par ©(x) := (®1(z),...,Pn(z)). On aker(0) = ﬂ]kvzl ker(®y),
donc ker(6) < ker ®. Il existe donc une application linéaire L : KV — K telle que
® : L o0O, ce qui donne le résultat. U

Preuve de la Proposition 3.3. Supposons que 'espace (X, w) soit métrisable. Alors
0 possede une base dénombrable de voisinages dans (X, w) ; donc, on peut trouver un
ensemble dénombrable D = {z}; k € N} € X* vérifiant la propriété suivante : pour
tout voisinage V' de 0 dans (X, w), on peut trouver ki,...ky € N et € > 0 tels que
B« * (0,8) cV.

2 Ehy
FArT. Pour toute z* € X*, on peut trouver ki,...,ky € N tels que ﬂf\il ker(z}) S
ker(z*).
Prewve du Fait 1. L’ensemble V := {x € X; |(az*,x)| < 1} est un voisinage de 0
dans (X, w), donc on peut trouver ki,...,ky € N et € > 0 tels que BZ;: 2 (0,¢) <
177"7kEN

V. Size Y, ker(z} ), alors Rr € NY, ker(zj) pour tout R > 0; donc Rz €
B,x .+ (0,e) < V, et donc [{z*,z)| < 1/R pour tout R > 0. On a donc bien

ey Z ey

ﬂij\il ker(zzi) < ker(z*). 0

Par le Fait et le Lemme 3.4, on voit que X* = vect{z;; k € N}; donc X* est de
dimension algébrique dénombrable. Comme X™* est un espace de Banach, ceci n’est
possible que si dim(X*) < 00 (conséquence du Théoréme de Baire). Donc dim(X) < «©
par le Corollaire 1.4.

On montre de la méme fagon que si la topologie w* est métrisable, alors dim(X) < co.
(On a besoin ici que X soit un espace de Banach.) O

COROLLAIRE 3.5. Si X est un espace de Banach de dimension infinie, alors les
topologies w et w* sont strictement plus faibles que les topologies définies par les
normes de X et de X*.

Ezxercice. Donner une preuve directe de ce denier résultat.

EXEMPLE. Soit H un espace de Hilbert. Si (e, )nen est une suite orthonormale dans
H, alors e, — 0 mais e, + 0 en norme.

Démonstration. Si y € H, alors Y, [{en, y)|* < |y|? < oo d’apres linégalité de
Bessel. Donc {e,,,y) — 0 pour tout y € H, et donc e, — 0 puisque “H* = H”. O
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PROPOSITION 3.6. Soit X un espace de Banach. Si X est séparable, alors les parties
bornées de X™* sont w*- métrisables. Si X* est séparable, alors les parties bornées de
X sont w - métrisables.

Démonstration. Supposons que X soit séparable. Il suffit de montrer que pour tout
M € R*, la boule By := B(0, M) € X* est w*-métrisable. Soit D = {xy,; n € N} un
ensemble dénombrable dense dans X, et soit J : By — KN Papplication définie par
J(x*) = (<m*,xn>)neN. Cette application J est continue, et elle est injective car D
est dense dans X. Montrons que J~' : J(By) — (X*, w*) est continue. Soit (x}) une
suite généralisée dans By et soit x* € By tels que J(zj) — J(z*) : on veut montrer

*
que 2 z*, d.e. que (zp,x) — (x*,x) pour tout x € X. Fixons x € X. Pour ¢ > 0
donné, on peut trouver n € N tel que ||z, — 2| < e. Comme J(x),) — J(z), on peut
ensuite trouver pg € P tel que Vp > po : Ky, zn) — {2*, 25| < €. Pour p > po, on a

alors

(o, ) = (2%, )l < Ko, @ = wn)| + Ko, wn) — (2%, 0| + K27, 20 — )
< [y lHan = 2l + Kop, 2n) = & wnpl + 27| an —
< (2M + 1)e.

Donc en effet (xy,z) — (2%, z). On a ainsi montré que By est homéomorphe &
J(By) < KN, ce qui prouve que By est métrisable puisque KN est.

Si X™* est séparable, alors les parties bornées de X™** sont w**- métrisables, donc les
parties bornées de X sont w - métrisables puisque X € X** et que w est la topologie
induite par w** sur X. O

3.3. Ensembles bornés. Soit X un espace vectoriel normé. Convenons de dire
qu'un ensemble A € X est w-borné s’il est borné dans (X, w); autrement dit, si
Vo* e X* : supyeq [, 2)] < 00. De méme, un ensemble B € X* sera dit w*-borné
si B est borné dans (X™*,w*), it i.e. Vo € X : sup,xcp [{z*,z)| < 0.

PROPOSITION 3.7. Soit X un espace vectoriel normé.
(1) Tout ensemble w -borné A < X est borné

(2) Si X est complet, alors tout ensemble w*-borné B = X* est borné.

Démonstration. (2) est “simplement” le Théoreme de Banach-Steinhaus. Pour (1),
on applique (2) & X*, qui est complet : on en déduit que tout ensemble w**-borné
A < X*™ est borné, ce qui donne en particulier (1). O

COROLLAIRE 3.8. Si X est un evn, alors toute suite w - convergente (zy)nen S X
est bornée. Si X est un espace de Banach, alors toute suite w*- convergente (x%)pen S
X* est bornée.

Démonstration. Soit (2, )neny € X une suite w - convergente. Pour tout z* € X*, la
suite ((x*, x,))nen converge dans K, donc elle est bornée. Autrement dit, I’ensemble
{xn; n € N} est w-borné; et donc cet ensemble est borné. Méme preuve pour une suite
w*- convergente dans X *. O

Remarque. Le résultat est faux pour des suites généralisées.
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3.4. Applications linéaires continues.

LEMME 3.9. Soit X un espace vectoriel normé sur K =R ou C.

(1) Une forme linéaire ® : X — K est continue sur (X,w) si et seulement si elle
est continue sur (X,| - |), i.e. ® € X*. Autrement dit : (X,w)* = X*.

(2) Une forme linéaire ® : X* — K est continue sur (X*, w*) si et seulement

si elle est de la forme ® = 6, pour un certain x € X. Autrement dit :

(X*, w*)* = X.
Démonstration. (1) Si ® est continue sur (X, w), alors elle est continue sur (X, | - |)
puisque w < 7. Inversement, supposons que ® soit continue sur (X, || - ||), i.e. & € X*.

Si (p)pep est une suite généralisée telle que z, —> x € X, alors ®(z,) — ®(x) par
définition de la topologie w; donc ® est continue sur (X, w).
(2) Rappelons que si xz € X, alors §, = jx(x), i.e. §; : X* — K est la forme linéaire
définie par 0, (z*) := (x*,z). Si & = X* — K est de la forme J,, alors ¢ est continue
sur (X*, w*) par définition de la topologie w* (exo). Inversement, supposons que ® soit
continue sur (X*,w*). Alors on peut trouver un voisinage V' de 0 dans (X*, w*) tel
que |®(z*)| < 1 pour tout z* € V. Par définition de w*, il existe donc z1,...,zy € X
et € > 0 tels que

¥ € By, 2x(0,6) = |®(z%)| < 1;
autrement dit :

(|02, (z*)| <€ pour k=1,...,N) = [®(z")] < 1.

On en déduit, comme dans la preuve de la Proposition 3.3, qu’on a

N
ﬂ ker (s, ) < ker(®);

k=1
et donc, d’apres le Lemme 3.4, que ® est combinaison linéaire des 6,,. Ainsi, on peut
trouver ai,...,a, € K tels que & = sz\f:1 a0y, ; autrement dit & = §, ou x :=
N
Zk:l apIy. O

——apnk
COROLLAIRE 3.10. Si E est un sous-espace vectoriel de X*, alors (EL)L =E" .
Démonstration. Si on pose Z := (X* w*), alors Z est un evt localement convexe
et “Z* = X”. Donc E| = EX < Z*, et (B))* = (E+), < Z. D’apreés le Lemme 1.5,
— >
on a donc (EL)L:EZ:Ew . O

ProPOSITION 3.11. Soient X etY des espaces vectoriels normés. Pour une appli-
cation linéaire T : X — 'Y, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est continue ;
(ii) T est continue de (X, | -|) dans (Y,w);
(iii) T est continue de (X,w) dans (Y, w).
Démonstration. 1l est clair que (i) = (ii) et que (iii) = (ii).
Supposons que (ii) soit vérifiée, et montrons (iii). Par définition de la topologie w sur
Y, il suffit de montrer que pour tout y* € Y*, lapplication z — {(y*, T'z) est continue

sur (X,w). Par (ii), cette application est continue sur (X, | - |); et comme il s’agit
d’une forme linéaire, elle est continue sur (X, w) par le Lemme 3.9.
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Supposons maintenant que (ii) soit vérifiée, et montrons (i). Par hypothese, pour
tout y* € Y*, la forme linéaire = — (y*,Tx) est continue; donc, on a Vy* € Y*

sup {[{y*,Tz)|; x € Bx} < 0. Donc l'ensemble T'(Bx) est faiblement borné dans Y,
et donc T'(Bx) est borné d’apres la Proposition 3.7. Autrement dit : 7" est bornée sur
Byx, et donc continue. O]

COROLLAIRE 3.12. Soient X et Y des espaces de Banach. Si T € L(X,Y) est
un opérateur compact, alors T change toute suite w -convergente en une suite | - ||-

convergente : si (Tp)nen est une suite d’éléments de X telle que ©, — x € X, alors
| Tz, — Tx|| — 0.

Démonstration. Comme T est continue de (X, w) dans (X,w), on sait déja que
Tz, = Tx. De plus, (x,) est une suite w- convergente, donc elle est bornée. Comme
T est compact, la suite (T'z,) vit donc dans un compact de (Y, | - ||). Mais comme

Tx, = Tz, la seule valeur d’adhérence possible (en norme) pour la suite (Tx,) est

y =Tz; donc Tz, A, Tx. O

PROPOSITION 3.13. Soient X etY des evn. Pour un opérateur A € L(Y*, X*), les
propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) A est continu de (Y*,w*) dans (X*,w™*).
(ii) A est un adjoint, i.e. existe T € L(X,Y) tel que A =T*;

Démonstration. Supposons (ii) vérifiée. Alors, pour tout z € X, la forme linéaire
y* — (Ay*, z) est continue sur (Y*, w*) car (Ay*,x) = (y*,Tx); donc (i) est vérifiée.
Inversement, supposons (i) vérifiée. Alors, pour tout z € X, la forme linéaire @, :
y* — (Ay*, x) est continue sur (Y*,w*). Donc, par le Lemme 3.9, il existe un unique
Yy =y €Y tel que ®, = J,,. Posons T'x := y,. L’application T' : X — Y est visiblement
linéaire, et on a par définition

Vy* e Y* © (y¥, Tx) = (Ay*, ).

Cette identité montre que 1" est continue de (X, w) dans (X, w). Donc T est continue
par la Proposition 3.11; et la méme identité montre que A = T*. O

3.5. Adhérence d’un convexe. On a vu que dans un evn, toute boule fermée
est w-fermée. Cela se généralise a n’importe quel ensemble convexe :

PROPOSITION 3.14. (Théoréeme de Mazur)
Soit X un espace vectoriel normé. Si C = X est un ensemble convexe, alors C" =

ol

Démonstration. Comme w < 7., on a ¢!l ¢ @, Powr I'inclusion inverse, on
montre que X\C I < X\C". Soit x € X tel que = ¢ cll D’apres le Théoreme de
Hahn-Banach, on peut trouver z* € X* et o < 3 tels que

(3.1) Re(z*,z) = a > B = sup {Re(z*,u); ue C}.

Si on avait € C'", on pourrait trouver une suite généralisée (up) < C telle que
up ~> x. Alors (x*,upy — (x*,z), donc Re(z*, u,y — Re(z*, x), ce qui est impossible
par (3.1). O
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COROLLAIRE 3.15. Soit X un espace vectoriel normé. Si C < X est un ensemble
conveze, alors C est fermé dans X si et seulement si C' est faiblement fermé, i.e. fermé

dans (X, w).
Démonstration. C’est évident. g
COROLLAIRE 3.16. Soit X un espace vectoriel normé. Pour tout ensemble A < X,

on a A" < conv(A) IV Autrement dit : si @ € A", alors il existe une suite (Zp)nen
d’éléments de conv(A) telle que |z, — x| — 0.

Démonstration. Cest & nouveau évident : A" < conv(A) = conv(A) I O

COROLLAIRE 3.17. Soit X un evn, et soit (xy)ren une suite d’éléments de X. Si
z, — 0, alors il existe une suite (z,) formée de combinaisons convexes des xy, telle

que z, —>

Démonstration. On applique 3.16 & A := {zy; k€ N} et z := 0. O

Remarque. Le Théoreme de Mazur est un résultat spécifique a la topologie faible
w : il n’est pas valable pour la topologie préfaible w*.

EXEMPLE. Soit K un espace topologique compact, et soit (fx)keny une suite de
fonctions continues sur K. On suppose que la suite (fx) est uniformément bornée, et
que fx(t) — 0 pour tout ¢t € K. Alors il existe une suite (g,,) de combinaisons convexes
des fi, telle que g, — 0 uniformément sur K.

Démonstration. 11 suffit de montrer que f, — 0 dans I'espace de Banach C(K).
Comme (C(K))* = M(K), cela revient & montrer que §,- f du — 0 pour toute mesure
borélienne complexe u sur K ; et ceci est clair par convergence dominée puisque (fx)
est uniformément bornée et que fr — 0 simplement. U

Exercice. Essayer de démontrer directement ce résultat.

3.6. Compacité préfaible. Vul'utilité de la compacité, on concoit que le résultat
suivant soit particulierement important.

THEOREME 3.18. (Théoréme de Banach-Alaoglu)
Si X est un espace vectoriel normé, alors toute boule fermée B < X™* est w™*- compacte.

Démonstration. Par translation et dilatation, on peut supposer que B est la boule
unité fermée Bxx. Comme la topologie w* est induite par la topologie de la convergence
simple sur F(X,K) = K¥, il s’agit de montrer que toute suite généralisée (z5) S Bxx
possede une sous-s.g. qui converge simplement vers un élément de Bx:.

Size X,alorsVpe P : [(zp,r)| < |z]. Donc las.g. (z;) est simplement bornée. Par le
Théoréme de Tychonoff, (z};) possede une sous-s.g. (z;:,)p/e pr qui converge simplement
sur X vers une fonction ® : X — K. Comme les z;;/ sont des formes linéaires, ® est
une forme linéaire; et comme [(z, )| < |z| pour tout p’ et pour tout z € X, on a
|®(x)| < ||z| pour tout x € X, donc ® est continue et |P| < 1, i.e. ® € Byx. Ceci
termine la preuve du théoréme. O

COROLLAIRE 3.19. Si X est un espace vectoriel normé, alors toute suite bornée
(X)nen S X posséde une sous-s.g. w*- convergente. Si de plus X est séparable, alors

toute suite bornée (x%) € X* posséde une sous-suite w*- convergente.



3. TOPOLOGIES FAIBLE ET PREFAIBLE 129

Démonstration. La lére partie est évidente ; et la 2éme partie vient du fait que les
parties bornées de X* sont w*- métrisables si X est séparable. ([l

EXEMPLE 1. Soit K un espace topologique compact métrisable. Si (i )nen €st
une suite de mesures de probabilité boréliennes sur K, alors il existe une mesure de
probabilité ;o et une sous-suite (uy,, ) de (un) telles que

vreC) | fdu— | san

Démonstration. Les u, habitent dans M(K) = C(K)*, et comme elles sont > 0,
on a |pnl = pn(K) = 1 pour tout n € N. D’apres le Théoreme de Banach-Alaoglu
et comme C(K) est séparable, (i,) a une sous-suite (yy,,) qui converge w* vers une
mesure p € M(K); autrement dit §, fdun, — § fdp pour toute f € C(K). La
mesure /i est positive car §- fdy = lim §,- f dp,, = 0 pour toute f e Cy(K); et on a
W(K) = §, 1dp =lim §, 1duy,, = 1, donc p est une mesure de probabilité. O

EXEMPLE 2. (Théoréme de Banach-Mazur).
Tout espace de Banach séparable sur K = R ou C est isométrique a un sous-espace

fermé de C([0, 1], K).

Démonstration. Soit X un espace de Banach séparable. Alors K := (Bxsx,w™) est
compact et métrisable. De plus, si € X, alors la fonction Jx : K — K définie par
Jz(z*) = (2, x) est continue sur K, et on a |[Jz[e = sup,sep ., (2% 2)| = |z].
On a donc une isométrie linéaire J : X — C(K); autrement dit, X est isométrique
a un sous-espace de C(K), nécessairement fermé car X est complet. Il suffit donc de
montrer que C(K) est isométrique a un sous-espace fermé de C([0,1]). On va le faire
en 2 étapes.

FaIT 1. C(K) se plonge isométriquement dans C(A), ou A = {0, 1},

Preuve du Fait 1. Comme K est métrisable, on sait qu’il existe une surjection
continue s : A — K. On définit donc une isométrie linéaire J : C(K) — C(A) en
posant Jf := fos. 0

FAIT 2. C(A) se plonge isométriquement dans C([0,1]).

Preuve du Fait 2. On sait que A est homéomorphe & un compact F < R. Alors
C(A) et C(E) sont isométriques (exo), donc il suffit de montrer que C(E) se plonge
isométriquement dans C([0,1]). On peut supposer que E < [0,1] avec 0 € F et 1 € E
(ex0). Alors [0, 1]\ E est un ouvert de R, donc il est réunion d’une famille (dénombrable)
d’intervalles ouverts deux & deux disjoints J; = Ja;, b;[, ou a;,b; € E. Pour toute
fonction continue f : E — K, notons Jf : [0,1] — K la fonction continue égale a f sur
E et affine sur chaque intervalle [a;, b;]. L’application f — Jf est visiblement linéaire.
On a ||Jf|w = ||f]leo car Jf prolonge f. Inversement, si ¢ € [0, 1]\F, alors ¢ est dans un
intervalle Ja;, [, done |/ £(8)] < max (1 F(a;)], 1] F(b:)]) = maxx(|f(ai)|, | F®)l) < /e
puisque J f est affine sur [a;, b;]. Donc |J f|x = | f]e pour toute f € C(E). On a ainsi
défini une isométrie linéaire J : C(E) — C(]0, 1]). O

Par les Faits 1 et 2, la preuve est maintenant terminée. [l
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4. Bidual, réflexivité

RAPPEL. Si X est un espace vectoriel normé, on considere que X < X** via le
plongement canonique jy : X < X**,

4.1. Densité d’un espace dans son bidual.

LEMME 4.1. (Théoreme de Goldstine)
Si X est un espace vectoriel normé, alors Bx est dense dans (B s, w**).

Démonstration. Supposons que By ne soit pas dense dans (Bysxs,w**), i.e. que

ok
C := Bx" # Bxws. Soit ** € By#s tel que z** ¢ C. Comme C est convexe et
w**-fermé et comme (X** w**) est localement convexe, on peut trouver une forme
linéaire continue ® : (X** w**) - K et «, 5 € R tels que

Re ®(z**) > sup {Re ®(u**); u™* € C} = sup {Re ®(z); = € Bx}.
D’apres le Lemme 3.9, ® est de la forme J,« pour une certaine z* € X*. On a donc
Re{z**,2*) > sup {Re (z*,z); v € Bx} = |2*|;
ce qui est impossible car |z**| < 1. O
4.2. Espaces réflexifs.

DEFINITION 4.2. Soit X wun espace de Banach. On dit que X est réflexif si
“X* = X7 de fagon précise : si le plongement canonique jx : X — X™** est sur-
jectif. Autrement dit, X est réflexif si et seulement si toute forme linéaire continue
®: X* > K est de la forme ® = 0, pour un certain r € X.

ExEMPLE 0. Tout espace de dimension finie est réflexif.

Démonstration. Si dim(X) < oo, alors dim(X*) = dim(X) < oo, donc dim(X™**)
dim(X™*) = dim(X), et donc X** = X puisque X < X**.

o

EXEMPLE 1. Tout espace de Hilbert H est réflexif, car “H* = H” et donc “H** =
H* = H”.

EXEMPLE 2. Soit (€2,8,m) un espace mesuré sigma-fini. Si 1 < p < oo, alors
LP = LP(Q2,m) est réflexif, car “(LP)* = LY et 1 < g < o0, donc “(LP)** = (L9)* = LP.

EXEMPLE 3. L’espace X := co(N) n’est pas réflexif car “ck = (1”7 et donc “cf* =
(gl)* = (% = CO”-

EXEMPLE 4. Si K est un espace compact métrisable infini, alors X := C(K) n’est
pas réflexif.

Démonstration. On sait que C(K)* = M(K). Par ailleurs, comme K est infini, il
existe une fonction borélienne bornée g : K — C non continue (exo). Alors la forme
linéaire ® : M(K) — C définie par ®(u) := §,- gdu est continue, mais ® n’est pas de
la forme 07 pour une certaine f € C(K) car g n’est pas continue (exo). O

REMARQUE 4.3. Si X est un espace de Banach réflexif, alors toute forme linéaire
continue z* € X* atteint sa norme : il existe z € X tel que ||z|| = 1 et (z*, x) = |z*|.
Inversement, on peut montrer que si toute forme linéaire continue x* € X* atteint sa
norme, alors X est réflexif (Théoréme de James).
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Démonstration. D’apres le Théoreme de Hahn-Banach, on peut trouver 2** € X**
telle que [|z**| = 1 et (x™*,z*) = |z*|; et ** € X puisque X est réflexif. O

PROPOSITION 4.4. Si X est un espace de Banach réflexif, alors tout sous-espace
fermé E < X est réflexif.

Démonstration. On a E* = X*/E*, donc E** = (EL)L. Mais comme X est
réflexif, (E+)* est contenu dans X ; donc (E+)t = (E+), = E = E.
Preuve sans quotient. Soit ® € E** : on veut montrer que ® est de la forme & = §,, pour
un certain u € E, autrement dit qu’il existe u € E tel que Yu* € E* : ®(u*) = (u*, u).

Soit ® : X* — K la forme linéaire définic par ®(z*) := <I>(ac|*E), x* € X*. La forme

linéaire ® est continue (micro-exo), i.e. ® € X**. Comme X est réflexif, il existe donc
u € X tel que Vz* € i(* : @(xr‘E) = (x*,u). Il est évident par définition qu’on a
ue (BY). Doncue E = E. Si u* € E* et si on note 2* € X* un prolongement de
Hahn-Banach de u*, alors ®(u) = CI‘(xl*E) = (z*,uy = {(u*,u)y puisque u € E. Donc
D =4,. 0

COROLLAIRE 4.5. Un espace de Banach X est réflexif si et seulement si X* est
réflexif.

Démonstration. Si X est réflexif, alors X** = X, donc (X*)** = (X**)* = X",
et donc X* est réflexif. Inversement, si X* est réflexif, alors X** = (X*)* est réflexif
par ce qui précede, et donc X est réflexif car X est un sous-espace fermé de X**. [

PROPOSITION 4.6. Un espace de Banach X est réflexif si et seulement si sa boule
unité fermée Bx est w - compacte.

Démonstration. Si X est réflexif, alors Bx = Bx=#, donc Bx est w**- compacte
d’apres le Théoreme de Banach-Alaoglu, et donc Bx est w-compacte car w = w**
(puisque X = X**). Inversement, supposons que By soit w-compacte. Alors By est
w**- compacte dans X** puisque w est la topologie induite par w** sur X ; donc By
est w**- fermée dans X**. Donc Bx = Bx#+ d’apres le Théoréme de Goldstine; et
donc X = X**, O

COROLLAIRE 4.7. Si X est un espace de Banach réflexif et si A = X est borné,
alors A" est w - compact.

Démonstration. L’ensemble A est contenu dans une boule fermée B, qui est w-
compacte car X est réflexif. Alors B est w-fermée, donc A" < B; donc A" est une
partie w - fermée de B, et donc A" est w-compact puisque B est w-compacte. ]

COROLLAIRE 4.8. Si X est un espace de Banach réflexif, alors tout ensemble
conveze fermé et borné C' < X est w - compact.

Démonstration. L’ensemble C' est convexe et fermé, donc il est w-fermé par le
Théoréme de Mazur; donc C' = C " est w- compact par le corollaire précédent. O

COROLLAIRE 4.9. Soit X un espace de Banach réflexif, et soit C < X un ensemble
conveze fermé. Si ¢ : C — R est une fonction convexe continue telle que @(x) — +00
quand ||z|| — oo, alors ¢ posséde un minimum sur C. En particulier, pour tout a € X,
on peut trouver un point x € C' tel que |z — a| = dist(a, C).
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Démonstration. Posons m := inf {p(z); x € C}, qui est bien défini mais peut-étre
égal a —oo. Il suffit de montrer qu’il existe un = € C tel que p(z) < m, ce qui prouvera
en méme temps que m > —0 et que m est atteint. Soit (cu,)nen une suite décroissante
de nombres réels telle que a,, — m et oy, > m pour tout n € N. Pour n € N, posons

Cpn:={xeC; p(r) < ap}.

Par définition, les C), sont tous non-vides, et ils sont fermés dans X car C est fermé
et ¢ est continue. De plus, chaque C), est borné car p(r) — 4+ quand |z| — o
(exo). Enfin, les (), sont convexes car ¢ est convexe (autre exo). Donc les C), sont
w - compacts. Comme ils sont # & et que la suite (C,) est décroissante, on en déduit
que [,y Cn # 5 ce qui est exactement la conclusion souhaitée.

Sia € X est fixé et si on applique le résultat a la fonction ¢ : C' — R définie par
o(z) := |z — a, on obtient la 2éme partie du corollaire. O

COROLLAIRE 4.10. Si X est un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée
(Zn)nen posséde une sous-suite w - convergente.

Démonstration. On peut supposer que |[z,| < 1 pour tout n € N, de sorte que
In € B X
Suppososons d’abord que X soit séparable. Alors X* est séparable car (X*)* = X
est séparable ; donc By est w-métrisable. Comme By est w-compacte puisque X est
réflexif, on a donc le résultat dans ce cas.
Dans le cas général, posons F := vect {x,; n € N}. Alors E est un sous-espace fermé
de X, donc F est réflexif; et E est séparable par définition. D’apres le ler cas, (zy,)
posséde donc une sous-suite qui converge dans (F,w) ; et évidemment, cette sous-suite
converge dans (X, w). O

REMARQUE. On peut montrer que la réciproque est vraie : si toute suite bornée
(rn) S X possede une sous-suite w-convergente, alors X est réflexif. (Théoréme
d’Eberlein-Smulian.)

COROLLAIRE 4.11. Soient X etY deux espaces de Banach, avec X réflexif. Pour
un opérateur T € L(X,Y), les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est compact ;

(i) pour toute suite (z)neny S X telle que z, — 0, on a que |Tz;| — 0.

Démonstration. On a déja vu que (i) = (ii), sans hypotheése sur X. Inversement,
supposons (ii) vérifiée. Soit (zy,)nen une suite bornée d’éléments de X : on veut montrer
que la suite (Tx,) possede une sous-suite convergente. Comme X est réflexif, (z,)
posséde une sous-suite (z,,,) qui converge faiblement, z,, — z € X. Alors Tz, —
y := Tz par (ii) appliqué a zj, := xp, — . O

EXERCICE. Soient X et Y des espaces de Banach. On note WOT la topologie sur
L(X,Y) engendrée par les semi-normes p, 4+ (1) := [{y*,Tx)|, ot v € X et y* € Y*.
(Cette topologie s’appelle la topologie opératorielle faible.) En termes de suites
généralisées, T}, LLENA signifie donc que Tpx = Tx pour tout = € X. Montrer que si
Y est réflexif, alors la boule unité fermée de £(X,Y) est WOT-compacte.
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4.3. Uniforme convexité.

DEFINITION 4.12. Soit X un espace de Banach. On dit que X est uniformément
convexe si “la boule unité de X est bien ronde”. De facon précise, X est uniformément
convexe si, pour tout € > 0, on peut trouver 6 = §(g) > 0 tel que

r+y
2

Vz,y € Bx vérifiant |x —y| =€ : ona <1-0.

REMARQUE. Un espace X uniformément convexe est en particulier strictement
convexe : si x,y € X vérifient |z, |ly| < 1 et x # y, alors |[(1 — ANz + Ay| < 1 pour
tout A\ € ]0, 1].

Démonstration. Soient z,y € Bx avec x # y, et supposons que [|(1—X)z + Ay| =1
pour un certain A € ]0,1[. Comme 0 < A < 1 et x # y, on peut trouver u,v € [z, y]
avec u # y tels que (1 — Xz + Ay = %% Mais u,v € Bx car Bx est un ensemble
convexe, donc |“52| <1 —4(|lv — u]) < 1. On obtient donc une contradiction O

Ezercice. Montrer qu’un espace de Banach X est strictement convexe si et seule-
ment si sa spheére unité Sy ne contient pas de segment non. trivial.

EXEMPLE 1. Tout espace de Hilbert est uniformément convexe.
Démonstration. Soit H un espace de Hilbert. Si z,y € By, alors
le = yl? + e + yl* = 2()=]* + |y)*) < 4.

Donc, si 2,y € By et |z — y| = &, alors

2 2 2
T +y 1 9 T —y €
— Jz+ylP<1- <1-—-
Y= el _ a
Par conséquent, on peut prendre §(g) := 1 — /1 — £2/4. O
EXEMPLE 2. L’espace X = (R?,| - |s) n’est pas uniformément convexe.
Démonstration. Si on pose xz := (1,0) et y := (1,1), alors le segment [z,y] est
contenu dans Sx. Donc X n’est pas strictement convexe. O

REMARQUE 4.13. Pour un espace de Banach X, les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(1) X est uniformément convexe.

(2) Pour toute suite (z,,yn)nen S Bx x By telle que HW

[0 = yn[ — 0.

— 1, on a que

Démonstration. Exo. O

PROPOSITION 4.14. Soit (2,8, m) un espace mesuré. Si 1 < p < oo, alors LP =
LP(Q,m) est uniformément conveze.

Démonstration. La preuve repose sur le fait suivant.
FaIT 1. Soit a : C? — R la fonction définie par
[l + ol

a(u,v) = 5 -

U+ v
2

p
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(a) On a a(u,v) = 0 pour tout (u,v) € C2, et a(u,v) > 0 si u # v.
(b) Pour tout n > 0, il existe une constante C;, < o0 telle que I'implication suivante
ait lieu : [u —v[P = n (Julf + [v]P) = [ulP + |[v|P < C;a(u,v).

P
Preuve du Fait 1. (a) Si |u| # |v|, alors a(u,v) = |u‘p;|”|p - (Iu\;r\vl) > 0 car la

fonction ¢ — tP est strictement convexe sur RT. Si |u| = |v] := t et u # v, alors |u+v| <
lu| + |v| = 2¢, donc a(u,v) > 2 — 7 = 0. Et si u = v, alors a(u,v) = |ufP — |ulP = 0.
(b) L’ensemble K, := {(z,y) € C% |z’ + |y’ = 1, |z —y|P > n} est compact
car fermé borné dans C2, et a(u,v) > 0 sur K par (a). Donc il existe une constante
0 = 6, > 0 telle que V(z,y) € K, : a(z,y) > 0. Si maintenant (u,v) € C? vérifie
lu—v|P = n(|u? + |v|P) et (u,v) # (0,0) et si on pose M := | (u,v)], = (Jul? + |v|P) V7,
alors (z,y) = (%,ﬁ) appartient & K. Comme a(z,y) = ﬁa(u,v), on en déduit
a(u,v) = 6 (JulP + |v|P); donc C), := 1/6 convient. O

Remarque. 11 découle en particulier du Fait 1 que

Vu,veC : Ju+vfP < 2p_1(|u|p + [v]?).

Démonstration. On a |u + v|P = 2P (M — a(u, v)) et a(u,v) = 0. O

FAIT 2. Si f,g € Bre, alors § a(f(t),g(t)) dm(t) <1 - H%Hp
p

Prewve du Fait 2. On a §;, a(f(t),g(t)) dm(t) = w - H%Hp. O

p

fntgn
2

Soit maintenant (f,, g,) une suite dans Br» x B telle que — 1. Il S’agit de
P

montrer que | fp, — gnlp — 0.
Soit n > 0 & choisir. Fixons également n € N, et posons

E:={te® [fut) = ga(OIF = n(fn) + |92 ()I)}.
Par définition de F, on a

fn_gn”g:J |fn_gn|pdm+J | fn = gnlPdm
E O\E

< f o — gulPdm + 1 j (ful? + lgul?) dm
E O\E

< | U gulam2n |l ol < 1
Par ailleurs, on a aussi (d’apres le Fait 1)
Ve E i |fat) = ga®F <277 (Ifa®F + |90
< 271C,a(flt), 9n(0).
Comme la fonction « est = 0, on en déduit
[ 1= anlram < 2710, [ a(fult).n(0) amr
P

fn+ 9n

<or-lic 1—
77X< ‘ 2

) d’apres le Fait 2.
D
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)

— 1, on en déduit lim | f, — gn|h < 27, pour tout n > 0. Donc

On a donc montré que

fn+ gn
2

VneN : an—gn||]€<277—|—2p_10nx <1—‘

Comme

p
an—gan—>0- U

fntgn
2

THEOREME 4.15. Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

Démonstration. Soit X un espace de Banach uniformément convexe. Pour montrer
que X est réflexif, il suffit de montrer que si z** € X** et ||«**|| = 1, alors en fait
z** e X.

Par le Théoreme de Goldstine, on peut trouver une suite généralisée (z,)pep S Bx

sk
telle que , —— x**. On va montrer qu’en fait |z, — 2**| — 0, ce qui prouvera que
x** € X puisque X, étant complet, est un sous-espace fermé de X **.
Soit € > 0. Comme |z**| = 1, on peut trouver z* € B% tel que Re (z**,2*) > 1—-4(¢),

N . P . 2 w**
ol d(¢) est donné par la définition de 'uniforme convexité ; et comme z, — z**, on

peut ensuite trouver pg € P tel que Vp > py : Re{x*,x,) > 1—6(e). Comme [|z*| < 1,
(Ep+ibp/ l'p+£p/

57| = Re <x*, 5 > > 1—4(¢e); et donc, par définition

on a alors Vp,p’ > pg : ‘
de d(¢e) :
Vp,p' = po ¢ |lzp —ay| <e.

wkE "
Comme z,; — x

X** on en déduit

* et comme la boule fermée B(xzp,c) € X** est w**-fermée dans

Vp=po ¢ fwp — 2™ <
ce qui termine la preuve. O

Remarque. Voici une preuve presque identique mais un peu plus “habillée”. On
considere ’ensemble préordonné filtrant P x P (avec 'ordre produit). On a

— [ Tp + Ty Tp + Ty
Vz* e Bxs : 1>1lim |2—"2| > Re <x*,p2p>=Re<x**,x*>.
7 . Tp+x
En prenant le “sup en z*”, on en déduit que H 22| — 1. Donc |z, — x| — 0 par

uniforme convexité. Par conséquent, la s.g. (xp)pep est de Cauchy. Donc (x,) converge

. . . wkE
dans X car X est complet, nécessairement vers x** puisque x, —— z*; et donc
koK
™ e X.

EXEMPLE. Retour sur le dual de LP.

Soit (€2,B, m) un espace mesuré, et soit 1 < p < co. Montrons a nouveau que “le dual
de LP est L9”.

Soit J : LY — (LP)* le plongement canonique de L? dans (LP)* : si g € L%, alors Jg
est la forme linéaire ®, : LP — C définie par ®4(f) := {, fgdm. On sait que J est
une isométrie ; donc J(L9) est un sous-espace fermé de (LP)*. On voudrait montrer que
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J(L%) = (LP)*. D’apres le critere dual de densité, il suffit de montrer que J(L9)* = {0}.
Mais LP est réflexif car uniformément convexe ; donc

J(Lq)lzj(Lq)L:{feLp . Vge L j fgdm:()}.
Q

Autrement dit, J(LY)+ = {f € LP; ®; = 0}, ot &y : LI — C est la forme linéaire
définie par ®¢(g) := {, 9f dm. Donc J(L9)* = {0} puisque I’application f — Qs est
une isométrie.

5. Points extrémaux
5.1. Définition et exemples.

DEFINITION 5.1. Soit X un espace vectoriel sur K = R ou C, et soit C < X. On dit
qu’un point e € C est un point extrémal de C s’il n’est pas possible d’écrire e comme
combinaison convere de deux points de C différents de e ; autrement dit : e extrémal
si et seulement si, pour tout segment [u,v] a extrémités dans C' tel que e € [u,v], on
au=-eouv=e. Onnoteext(C) l'ensemble des points extrémauz de C.

Remarque. En général, on parle de points extrémaux uniquement pour les en-
sembles convexes ; mais la définition a un sens pour un ensemble C' quelconque.

REFORMULATION. Soit C' € X, et soit e € C. Alors e € ext(C) si et seulement si
I'implication suivante a lieu :

(ez(1—)\)u+/\vavecu,veCet0<)\<1> — u=v=e.

Si on suppose de plus que C' est convexe, alors e € ext(C) si et seulement si 'implication

suivante a lieu :
U+ v

e = avec u,v e C = u=e=n.

Démonstration. Exo. O

REMARQUE. Si X est un espace vectoriel normé, alors ext(C') < 0C pour tout
ensemble C' € X. En particulier, ext(Bx) < Sx.

Démonstration. 1l est évident géométriquement qu’un point extrémal de C' ne peut
pas appartenir a C. Ecrire les détails. ]

EXEMPLE 1. Prenons X := R2.

e Si C' < R? est un triangle ou un rectangle, alors les points extrémaux de C
sont ses sominets.

* Si C < R? est un disque, alors ext(C) = 0C.

Démonstration. On le voit bien. O

EXEMPLE 2. Si X est un espace de Banach strictement convexe, alors ext(Bx) =
Sx.

Démonstration. C’est évident. O

EXEMPLE 3. Les points extrémaux de By, r) = B gra) sont les matrices orthogo-
nales.



5. POINTS EXTREMAUX 137

Démonstration. On identifie My(R) et L(RY); donc Og(R) < L(R?) est 'ensemble
des isométries linéaires de R,

Montrons d’abord que toute isométrie J est un point extrémal de B (ga). Soient A, Be
Bpgay tels que J = (1 —A)A+ABavec0<A<1.Size RY vérifie |z| = 1, alors

1= |a|? = |Jz|* = |(1 - M)Az + ABz|* et [A«],|Bz] <1.

Comme la fonction u + |u|? est strictement convexe sur R?, cela n’est possible que si
Az = Bz, pour tout z € R% de norme 1. Donc A = B, et donc A = J = B.

Inversement, soit A un point extrémal de B £(rdy €t montrons que A est une isométrie.
D’apres la décomposition polaire, on peut écrire A = UP, ou U est une isométrie et P
est un opérateur positif. Il suffit de montrer que P = I.

Comme A est un point extrémal de BC(Rd), il en va de méme pour P car U est
une isométrie (exo). De plus, P est diagonalisable en base orthonormée et ses valeurs
propres sont comprises entre 0 et 1 puisque P est un opérateur positif et |P| < 1. On
peut donc trouver une isométrie J telle que D := J~!P.J soit un opérateur diagonal
dans la base canonique de R?, avec des coefficient diagonaux \; € [0, 1]. Comme P est
extrémal et comme J est une isométrie, 'opérateur diagonal D est un point extrémal
de Bpray. Ceci n’est possible que si A; = 1 pour tout i € [1,d]. En effet, si on avait
Ai < 1 pour un certain ¢, on pourrait écrire A\; = % avec —1 <o < \; < ag < 1.
On aurait alors D = %v ou D et Dy sont les opérateurs diagonaux obtenus a
partir de D en remplagant \; par a; et as; donc D ne serait pas un point extrémal
de B (gay. Ainsi, on a A; = 1 pour tout i € [1,d], donc D = I, et donc P = I puisque
P=JDJ ! O

EXEMPLE 4. Soit 2 un espace topologique ou bien métrisable séparable, ou bien
compact, et soit M () Pespace des mesures boréliennes complexes sur  (supposées
régulieres si € est compact). Les points extrémaux de B M() sont les mesures de la
forme p = cdq, ot a € N et |c| = 1.

Démonstration. On a besoin du fait général suivant.

FArT 5.2. Si pp e M(Q), il existe un plus grand ouvert O tel que |u|(O) = 0.
Le complémentaire de cet ouvert O s’appelle le support de la mesure p, et se note

supp(f).

Prewve du Fait. Soit (V;)er la famille de tous les ouverts V' < Q tels que |p|(V) = 0,
et soit O := | J,.; Vi. Alors O est certainement un ouvert de €, et il suffit visiblement
de montrer que |u|(O) = 0.

Si 2 est métrisable séparable, on peut trouver un ensemble dénombrable J < I tel que
O = s Vi (propriété de Lindelf). Donc |u|(O) = 0 puisque |u| est une mesure.

Si Q est compact, on utilise la régularité de la mesure |u| : on a |u|(K) = 0 pour
tout compact K < O car K est contenu dans une réunion finie d’ouverts V;; donc
|1e|(O) = 0 par régularité. O

Remarque 1. Soit p € M(Q). Un point a € Q appartient au support de u si et
seulement si |u|(V) > 0 pour tout voisinage V' de a dans .

Démonstration. C’est évident par définition du support. O

Remarque 2. Une mesure p € M() non nulle est de la forme u = ¢, si et
seulement si supp () est réduit & 1 point.
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Démonstration. Exo. O

Soit y un point extrémal de Bjys(q). On a nécessairement |u| = 1. Donc, pour montrer
que p et de la forme cd, avec |c| = 1, il suffit de montrer que supp(u) est réduit a 1
point.

Supposons que supp(x) contiennent au moins 2 points aj et ag. Soient Vi et Vo deux
ouverts de 2 tels que a; € V; et V1 nVo = . Comme a1 et ag appartiennent au support
de p, on a |u|(Vi) > 0 et |u|(Va) > 0. Donc, si on pose E := Vi, alors a := |u|(E) > 0
et 5 := |p|(E€) > 0. Comme de plus |p|(Q2) = |u| =1,onaa+p=1;donc0<a <1
et B =1—a.Sionpose p :=L1ppet py = - 1gep, alors |ui| =1 = |u| et
w=cap + (1 —a)ps; ce qui contredit extrémalité de p puisque pg # uo.

Le fait que toute mesure de la forme ¢4, avec |¢| = 1 soit un point extrémal de By (q)
est laissé en exo.

REMARQUE. Notons P(£2) 'ensemble des mesures de probabilité sur 2. On montre

essentiellement de la méme fagon que les points extrémaux de P(£2) sont les masses de
Dirac d,, a € Q.

EXEMPLE 5. La boule unité de co(N) et la boule unité de L'([0,1]) n’ont pas de
points extrémaux.

Démonstration. Soit x = (z;)ien € Be, quelconque. Comme z € ¢y, on peut choisir
i € N tel que |z;| < 1, puis o, 8 € C de module < 1 tels que o # [ et x; = QTJFH
Alors z = “JQFU, ol u et v sont obtenus & partir de x en remplacant la coordonnée x;
respectivement par o et par 5. Comme u et v sont dans B, et u # v, cela montre que

x n’est pas un point extrémal de Bg,. Ainsi, ext(Bg,) = .

Soit maintenant f € By1 quelconque, et supposons que | f[1 = 1. Comme la mesure de
Lebesgue m ne charge pas les points, le support de la mesure |f|m n’est pas réduit a
1 point. Comme dans la preuve de 'Exemple 3, on en déduit qu’on peut trouver un
ensemble mesurable £ < [0,1] tel que o := {|f] > 0et 1 —a = (. [f] > 0. Si on
poseu:=11pfetv:i= - 1pf, alors |u|; =1 = [v[; et cu+ (1 —a)v = f. Comme
u # v, cela montrer que f n’est pas un point extrémal de By1. Donc ext(B1) = . O

EXERCICE. Soient X et Y des espaces vectoriels normés. Montrer quesi J : X —» Y
est une isométrie bijective (linéaire), alors J(ext(Bx)) = ext(By).

5.2. Isométries entre espaces C(K). Le résultat suivant montre que si K est
un espace topologique compact, alors ’espace de Banach C(K) “détermine entiérement
K”. Le lien avec les points extrémaux n’est pas immédiatement apparent. En fait, c’est
la preuve du théoreme qui utilise la notion de point extrémal.

THEOREME 5.3. (Banach-Stone)
Soient K et L deux espaces topologiques compacts. Si les espaces de Banach C(K) et
C(L) sont isométriques, alors K et L sont homéomorphes. De plus, si J : C(K) — C(L)
est une isométrie bijective, alors J est nécessairement de la forme

Jf(y) = cy) f(ov)),

ou ¢ : L — K est un homéomorphisme et ¢ : L — C est une fonction continue telle
que |c(y)| = 1.
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Démonstration. 1l suffit évidemment de démontrer la partie “De plus”.

On aura besoin du fait suivant. Rappelons que si {2 est un espace topologique compact,
alors on identifie C(Q)* et M(Q2) via le Théoréme de représentation de Riesz.

Farr. Si Q est un espace topologique compact, alors I’application z — J, est un
homéomorphisme de €2 sur {J,; z € Q} < (M(Q), w*).

Preuve du Fait. Si z, — z, alors (0., [) = f(2) — f(2) = (0., f) pour toute f €
C(Q); donc l'application z — §, est continue de Q dans (M (€2), w*). Cette application
est de plus injective (si 21 # 22, alors supp(6,,) = {21} # {22} = supp(d.,)) ; donc c’est un
homéomorphisme de §2 sur son image puisque {2 est compact. O

Soit J : C(K) — C(L) une isométrie bijective. Pour montrer que J est de la forme
annoncée, I'idée de départ est d’écrire que si f € C(K), alors

Vye L : Jf(y) :<5yaf>:<J*5y,f>-

On va donc s’intéresser de plus pres a I'opérateur J*.

Comme J est une isométrie bijective, J* : M(K) — M (L) est inversible avec |J*|| =
17| = 1et [(J)7Y = [(J7H)*| = ||J7!| = 1. Donc J* est une isométrie bijective.
Par conséquent, on a J* [ext (B M( L))] = ext (B M( K)). D’apres la description des points
extrémaux de Bjyy(q), on en déduit que pour tout y € L, il existe un point o(y) € X et
un nombre ¢(y) € C de module 1 tels que

J 6y = c(y) d4(y)-

Comme c(y) = {c(y)dg(y), 1) = {J*y, 1) et comme J* est w*-w™* continu, on voit que
la fonction y — c(y) est continue sur L. Donc I'application y — 44, est continue
de L dans (M(K),w*) puisque dg(,) = ﬁ J*d, ; et donc I'application y — ¢(y) est
continue par le Fait.

De méme, il existe une fonction continue d : K — C et une application continue
Y K — (M(L),w*) telles que Vo € K : (J*)7'(0;) = d(x) (). Donc 6, =
(J*)71T*6, = c(y)d(d(y)) dy(s(y)) POUr tout y € L, ce qui entraine que ¢ (d(y)) = y.
Ainsi, on a ¥ o ¢ = idy ; et de méme ¢ o) = idx. Donc ¢ est un homéomorphisme de
L sur K, avec ¢~ = ).

Si maintenant f € C(K), alors Jf(y) = (J*dy, f) = c(y)<(5¢(y),f> = c(y) f(é(y)) pour

tout y € L, ce qui termine la preuve. ]

5.3. Convexes compacts. Le résultat suivant est spectaculaire et a de nom-
breuses applications.

THEOREME 5.4. (Krein-Milman)
Soit X un espace vectoriel topologique localement convexe. Si K € X est un ensemble
compact non vide, alors K < conv (ext(K)), et donc K = conv (ext(K)) si K est de
plus convexe. En particulier, ext(K) # .

Remarque. La notation conv(A) est synonyme de conv(A).

Ce théoreme va découler presque immédiatement du lemme suivant.

LEMME 5.5. Soit X un evt localement convexe, et soit K < X un compact non
vide. 51 : X — R est une fonction convexe continue, alors i atleint son mazimum
en un point extrémal de K, i.e. il existe un point e € ext(K) tel que p(e) = maxg ¢.
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Démonstration. On utilisera la terminologie suivante. Si C' € X, on dira qu’un
ensemble F' < C est une partie extrémale de C si I'implication suivante a lieu :

(u,veCet (1 —A)u+ Av e F pour un certain Ae]O,l[) — (ueFetveF).

Avec cette terminologie, on voit qu'un point e € C' est un point extrémal de C si et
seulement si {e} est une partie extrémale de C.

FAIT 1. Soit C' € X un ensemble compact non vide. Si ¢ : X — R est une fonction
convexe continue, alors 'ensemble F'(¢,C) := {z € C; p(r) = maxc ¢} est une partie
extrémale de C, et F(p,C) # .

Preuwve du Fait 1. La définition de F(p,C) a un sens et F(p,C) # J, car ¢ est
continue et C' est compact. Posons M := max¢ . Soient u, v € C tels que (1—A)u+Av €
F(p,C) pour un certain A € ]0, 1[. Comme ¢ est convexe, on a M = p((1—A)u+Av) <
(I —=XNe(u) + Ap(v) < (1 =AM + AM = M. Donc p(u) = M = ¢(v) car 0 < A < 1,
i.e. u,v e F(p,C). O

FAIT 2. Soit C' € X, et soit F' < C une partie extrémale de C. Si F/ € F est une
partie extrémale de F, alors F’ est une partie extrémale de C.

Preuve du Fait 2. C’est un exo facile. O
FarT 3. Si M < X est compact et non vide, alors ext(M) # .

Preuve du Fait 3. Notons F la famille de toutes les parties extrémales de M com-
pactes et non vides. Une application du Lemme de Zorn montre qu’il existe une Fy € F
qui est minimale pour l'inclusion (exo; il faut observer que si (F;)ier est une famille
totalement ordonnée de compacts non vides, alors (., F; # ).

Supposons que Fy contienne au moins 2 points distincts a et b. Comme X est localement
convexe, on peut trouver une forme R-linéaire continue ¢ : X — R telle que p(a) #
(). Alors Fy := F(p, Fy) ne peut pas contenir a et b, donc F} est strictement contenue
dans Fy. De plus, F} # & et F1 est une partie extrémale de Fy par le Fait 1. Donc
F| est une partie extrémale de M par le Fait 2; ce qui contredit la minimalité de Fj.
Ainsi Fjy est réduit a 1 point {e}, et e € ext(M) puisque Fy est une partie extrémale
de M. 0

Soit maintenant K < X un ensemble compact non vide, et soit ¢ : X — R convexe
continue. Par le Fait 3, 'ensemble M := F(¢, K) posseéde au moins 1 point extrémal
e. Alors {e} est une partie extrémale de M, donc une partie extrémale de K par les
Faits 1 et 2; donc e € ext(K). Ceci termine la preuve du lemme. O

Preuve du Théoréeme de Krein-Milman. Soit K < X un ensemble compact non
vide, et soit x € K quelconque. Supposons que = ¢ m(ex‘c(K )) Alors, par le
Théoreme de séparation des convexes, on peut trouver une forme R-linéaire continue
¢ : X — R telle que p(z) > sup {¢(2); z € m(ex‘c(K)) }. En particulier, ¢(z) > ¢(e)
pour tout e € ext(K). Mais par le Lemme 5.5, il existe un point e € ext(K) tel que
¢(e) = maxg ¢. On a donc ¢(e) = p(z) > p(e ), ce qui pose probleme. O

COROLLAIRE 5.6. Toute matrice M € My(R) vérifiant |M| < 1 est combinaison
convexe de matrices orthogonales.
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Démonstration. On a vu que ext(Byz,r)) = Oa(R). Donc M € conv(O4(R)) par
Krein-Milman. Mais O4(R) est un compact de My(R), et donc conv(Og4(R)) est compact
car on est en dimension finie. En particulier conv(O4(R)) est un fermé de My(R) ; donc
M € conv(O4(R)), ce qui est le résultat annoncé. O

COROLLAIRE 5.7. Si X est un espace vectoriel normé, alors Bxs est l’enveloppe
convexe w*- fermée de ses points extrémaux. En particulier, ext (BX*) #* .

Démonstration. Par le Théoreme de Banach-Alaoglu, By est un (convexe) com-
pact de I’espace localement convexe (X* w*). O

Remarque. Ce résultat montre en particulier qu’il n’existe pas d’espace vectoriel
normé X tel que X* soit isométrique & L([0,1]) ou & co(N).

COROLLAIRE 5.8. Soit X un espace de Banach réflexif. Si C < X est un ensemble
conveze, fermé et borné, alors C = conv (ext(C’)).

Démonstration. Comme X est réflexif, C' est un convexe compact de l’espace
-, N w
localement convexe (X,w). Donc C = conv(ext(C)) par Krein-Milman; et donc

C = conv(ext(C)) car I'adhérence faible d'un convexe est égale a son adhérence en
norme. O

COROLLAIRE 5.9. Soit X un evt localement conveze, et soit K € X un ensemble
conveze compact. Notons A(K) l'ensemble des fonctions affines continues f : K — C.
Pour tout point x € K, on peut trouver une mesure de probabilité borélienne u sur
ext(K) telle que

f(2)dp(z).

Vf e AK) ¢ fa) = |
ext(K)
Démonstration. On posera E := ext(K). Comme ext(K) € K et comme K est
compact, F est un compact de X.
D’apres le Théoreme de Krein-Milman, on peut trouver une suite généralisée (2p)pep &
conv (ext(K)) telle que 2, — z.

Pour tout p € P, écrivons
NP

Zp = Z Ci,p€ip,
i=1
oll e;p € ext(K) et ¢;p, = 0 avec Y, ¢, = 1. Alors
NP
Hp = Z Ci,p56i,p
i=1
est une mesure de probabilité borélienne sur E. En particulier p, € By (g)-
Comme E est compact, on a M(E) = C(E)* d’apres le Théoréme de représentation
de Riesz. Donc (j,) est une suite généralisée dans Be(py«, et donc (p,) possede une
sous-s.g. qui converge w* dans C(E)* = M(E). On peut donc supposer qu'il existe une

mesure p € M(E) telle que p, wr, I, i.e.

vreem) « | fdu— | rau

La mesure p est positive car les p, le sont, et u(E) = SE 1du = lim SE 1du, = 1 car
pp(E) = 1 pour tout p; donc 4 est une mesure de probabilité.
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Si f: K — C est affine continue, alors

Np Np
Vpe P : fE fdpp =Y. cipfleip) = f (Z pp> = f ().

=1 i=1

Comme f(z,) — f(z) par continuité de f, on obtient donc le résultat souhaité :

f(z) = JE fdu pour toute f € A(K).
O

5.4. Stone-Weierstrass. Dans cette section, on utilise le Théoreme de Krein-
Milman pour donner une preuve du Théoréme de Stone- Weierstrass, dont on rappelle
I’énoncé.

THEOREME 5.10. Soit K un espace topologique compact. Si A < C(K) est une
sous-algébre stable par conjugaison, contenant 1 et qui sépare les points de K, alors A
est dense dans C(K).

Démonstration. 11 suffit de montrer que ’ensemble
Al = {,ue M(K); f fdu = 0 pour toute f € .A} S M(K)=C(K)*
K

est réduit a {0}. Dans la suite, on posera
Ci={ne A" |u| <1} = By

Comme A* est w*- fermé dans M (K), 'ensemble C' est w*- compact. On va raisonner
par I’absurde : on suppose que C' # {0} et on cherche a obtenir une contradiction.

Fart 1. Si pe AL, alors hy e AL pour toute h € A.
Preuve du Fait 1. Si f € A, alors fh e A et donc - fd(hp) = §, fhdp=0. O

FAIT 2. Sia,be K et a # b, on peut trouver une fonction g € A & valeurs réelles
telle que 0 < g < 1 et g(a) # g(b).

Preuve du Fait 2. Comme A est un espace vectoriel stable par conjugaison qui
sépare les points de K, on peut trouver f € A a valeurs réelles telle que f(a) # f(b) et
1+f

|f|ec = 1. Alors g := =5+ convient ; on a bien g € A car 1 € A. O

FAIT 3. Soit p € ext(C). Si uy, po € AL sont telles que puy +po = et ||+ |p2] =
||, alors py et po sont proportionnelles a p.

Preuve du Fait 3. 11 n’y a rien a démontrer si p; = 0 ou ps = 0; donc on suppose

que 1 # 0 et ps # 0. Alors vy := ﬁ et vy := H/%H sont bien définies et appartiennent
a C. De plus, comme p € ext(C) et C # {0}, on a || = 1, donc |p1| + 2] = 1. Si on
pose « := |1, on voit ainsi que 0 < @ < 1 et p=av; + (1 —a)vy. Donc vy = p = 1
puisque p € ext(C), ce qui prouve le Fait. O

FAIT 4. Si p € ext(C), alors supp(u) est réduit a 1 point.
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Prewve du Fait 4. Comme on suppose que C' # {0}, on a nécessairement |u| = 1
et donc u # 0. Supposons que supp(p) contienne au moins 2 points distincts a et b.
Par le Fait 2, on peut trouver g € A a valeurs réelles telle que 0 < g < 1 et g(a) # g(b).
Alors p := gp et pg := (1 — g)u sont dans AT par le Fait 1, on a pu1 4+ po = p par
définition, et || + |2l = §x gdlul + § (1 —g)dul = § dlu| = |p]. Par le Fait 3,
1 et po sont proportionnelles a p. On a donc une constante c telle que p; = cu. Alors

le[|u] = |p1] = glp| car g = 0; donc la fonction g est |u|-pp égale a la constante |c|.
Comme g est continue, elle doit donc étre constante sur supp(u) (exo) ; mais ceci n’est
pas vrai puisque g(a) # g(b). O

On peut maintenant conclure la preuve du théoreme. Par le Fait 4 et le Théoréeme de
Krein-Milman, on peut trouver une mesure y € A" telle que supp(x) est un singleton
{a}. Alors u = c¢d, pour une certaine constante ¢ # 0; mais comme 1 € A, on a
c= SK 1dp = 0 puisque p € AL, On a donc obtenu la contradiction souhaitée. O

5.5. Fonctions de type positif. Dans cette cette section, on donne une appli-
cation assez élaborée du Théoreme de Krein-Milman, qu’on aura ’occasion d’utiliser
au Chapitre 6.

DEFINITION 5.11. Un semi-groupe commutatif est un ensemble S muni d’un
loi interne (s,t) — s+t qui est associative, commutative, et posséde un élément neutre
noté 0.

EXEMPLES.
(1) Tout groupe commutatif est un semi-groupe commutatif.

(2) Ry et N sont des semi-groupes commutatifs. Plus généralement, Ri et N¢
sont des semi-groupes commutatifs pour tout d > 1.

DEFINITION 5.12. Soit (S, +) un semi-groupe commutatif. Une involution sur S
est une application s — s* de S dans S qui vérifie (s +t)* = s* +t* et (s*)* = s pour
tous s,t € S.

Remarque. On a nécessairement 0* = 0, car 0* = 0* + 0 = (0 + 0*)* = (0*)*.

EXEMPLES.

(1) L’application s — s est une involution !
(2) Si S est un groupe commutatif, alors I'application s — —s est une involution
(3) Si S =N x N, 'application (k,l) — (I, k) est une involution.

DEFINITION 5.13. Soit S = (S, +, *) un semi-groupe commutatif avec involution.
Un caractére de S est une application v : S — C qui posséde les propriétés suivantes :
(1) v(s+t) = v(s)y(t) pour tous s,t € S, et v(0) =1;

(i1) v(s*) = v(s) pour tout s € S.
EXEMPLES.

(1) Si S est un groupe commutatif muni de 'involution s — —s, alors les ca-
racteres de S sont exactement les homomorphismes de S dans le groupe mul-
tiplicatif T.

(2) Soit S := N x N muni de l'involution (k,1)* = (I, k). Les caracteres de S sont
les applications de la forme 7, (k,1) := 2¥z!, ot z € C.
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Démonstration. (1) Si v : S — C est un caractere alors, par (i), on a v(s) # 0
pour tout s € S et v est un homomorphisme de .S dans le groupe multiplicatif C*. De
plus, par (i) on a y(s) = y(—s) = 1/7(s), autrement dit |y(s)| = 1 pour tout s € S.
Inversement, tout homomorphisme v : § — T est un caractére de S, par le méme
argument.

(2) Soit v : N x N — C un caractere. Comme (k,1) = (k,0) + (0,1), on a y((k,1)) =
v((k,0))7((0,1)) = ~(1, O))k*y((O, 1)) pour tout (k,!) € Nx N par (i). Mais y((0,1)) =

7((17 0)) par (ii), donc 7 est de la forme 7, avec z := fy((l, 0)) La réciproque est laissée
en exo. ]

DEFINITION 5.14. Soit S = (S, +, %) un semi-groupe commutatif avec involution,
et soit ¢ 1 S — C. On dit que ¢ est une fonction de type positif si, pour tous
S$1,...,84 €S et pour tous c1,...,cq€ C, on a

d
Z ciCj ¢(si + s57) = 0.

1,j=1
(SiueC, on écrit évidemment “u > 07 pour signifier que u est réel et positif!)
Autrement dit, ¢ est de type positif si et seulement si, pour tous si,...,84 € S, la
matrice (qb(si + 5;‘)) € My(C) est positive.
1<ij<d

EXEMPLE. Tout caractere de S est une fonction de type positif.

Démonstration. Soit v : S — C un caractere. Si s1,...,54 € S et ¢1,...,¢4 € C,

alors
d d
Z ciciy(si + 8%) = Z ¢ v (8i)Y

2

M&

n7 Sn

n=1

O

REMARQUE 5.15. Si ¢ : S — C est de type positif, alors ¢(0) = 0, ¢(s*) =
pour tout s € S, et |p(s)]? < ¢(0)d(s + s*). Si de plus ¢ est bornée, alors |¢(s)| <
pour tout s € S.

(s)
(0)
Démonstration. Pour tout s € S, la matrice

M= (dig)> s fl*))

est positive. On a donc ¢(s*) = ¢(s), $(0) = 0 et det(M;) = ¢(0)d(s5+5*)—d(s)p(s*)
0; donc

A\

lp(s)|* < p(0)p(s + s*) pour tout s € S.

Comme de plus ¢ est bornée, on peut poser C' := |¢| . L'inégalité précédente donne
alors |¢(s)|? < Cé(0) pour tout s € S, donc C? < C¢(0), et donc |¢|ls, = C < ¢(0). O

NOTATIONS. Si S = (S, +, *) est un semi-groupe commutatif avec involution, on
note P;(S) I'ensemble des fonctions de type positif ¢ : S — C bornées et vérifiant
$(0) =1, et S Tensemble des caracteres bornés y : S — C. Enfin, on note F(S)
I’ensemble de toutes les fonctions f : S — C, i.e. F(S) = C%, et on munit F(S) de la
topologie de la convergence simple.
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LEMME 5.16. Si S = (S, +, *) est un semi-groupe commutatif avec involution, alors
P1(S) < F(S) est convexe compact, S est compact, et ext(P1(S)) = S.

Démonstration. 11 est assez clair sur la définition que P;(S) est une partie convexe
et fermée de F(S) = C%. De plus, on a P;(S) D’ d’apres la Remarque 5.15; donc
P1(S) est compact d’apres le Théoreme de Tychonoff. Comme Sc P1(S) et que S est
clairement fermé dans F(S), on en déduit que S est compact également.

Montrons que ext(P1(S)) < S. Soit ¢ un point extrémal de Py (S). Comme ¢ € P1(S5),

on sait déja que ¢(s*) = ¢(s) pour tout s € S et ¢(0) = 1. Donc il reste seulement a
prouver qu’on a ¢(t + s) = ¢(t)¢(s) pour tous s,t € S. Dans ce qui suit, on fixe t € S.

Faitr 1. Si 91 et 9 sont des fonctions bornées de type positif sur S telles que
1 + P9 = ¢, alors 11 et g sont proportionnelles & ¢.

Preuve du Fait 1. On a 1;(0) = 0 et ¢1(0) + 12(0) = ¢(0) = 1; donc a := ¢1(0) €
[0,1] et ¥2(0) =1 — . Sia =0 ou o = 1, alors 11 = 0 ou 12 = 0 par la Remarque
5.15, et il n’y a rien a démontrer; donc on suppose que 0 < a < 1. Si on pose
@1 = éz/;l et ¢g 1= ﬁ o, alors ¢1 et ¢ appartiennent a P;(.S) puisque ¢;(0) = 1, et
agr + (1 — a)pa = ¢. Donc ¢1 = ¢ = ¢y car ¢ € ext(P1(S)); ce qui prouve le fait. [

FAIT 2. Pour tout w € C vérifiant |w| < 1, la fonction ¢,, : S — C définie par
Ow(s) :==2¢(s) + wo(s +t) + WP(s + t¥)
est de type positif

Preuve du Fait 2. Si s1,...,84€ S et c1,...,¢cq € C, alors
d
Z ¢iCjuw(si + s7) = 20(0) + 2Re(w (1)),
ij=1

ou 9 est la fonction définie par

d
P(s) 1= Z ciCj ¢(si + 55 + 5).
ij=1
On vérifie sans difficulté majeure que la fonction v est de type positif (exo). De plus, 9
est bornée car ¢ est bornée. Donc [¢)(s)| < ¢(0) pour tout s € S d’apres la Remarque
5.15. Comme |w| < 1, on en déduit que ¥(0) +Re(w(t)) = 0, ce qui termine la preuve
du fait. O

Avec les notations du Fait 5.5, on a ¢; + ¢_1 = 4¢ = ¢; + ¢_;. Donc, les 4 fonctions
o1, b1, i, d—; sont proportionneles a ¢ d’apres le Fait 5.5. En regardant ¢; et ¢;, on
en déduit que les fonctions s — ¢(s +t) + ¢(s +t*) et s — ¢(s +t) — ¢(s + t*) sont
proportionnelles & ¢. Par conséquent, la fonction s — ¢(s +t) est proportionnelle & ¢ ;
autrement dit, il existe une constante k(t) telle que

Vse S : ¢(s+1t)=k(t)p(s).
En prenant s := 0, on voit que k(t) = ¢(t) ; ce qui termine la preuve du fait que ¢ est
un caractére. Ainsi, on a montré que ext(P1(S5)) < S.

Montrons maintenant que tout caractere v € S est un point extrémal de P;(S). Soient
¢, € P1(S) telles que v = # D’apres la Remarque 5.15, on a |¢(s)]? < ¢(s+s%) et
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[¥(5)]? < 1p(s 4+ s*) pour tout s € S, tandis que |y(s)|> = v(s)y(s) = y(s + s*) puisque
~ est un caractere. Donc

¢(s) + ¥(s)[°

P (s 57 = S (0l + 5% + s +57) = 5 (I8P + [w(s)P);

2

ce qui force ¢(s) = ¥(s) car la fonction z — |z|? est strictement convexe sur C. Ceci
étant vrai pour tout s € 5, on a donc ¢ =y = 1. 0

THEOREME 5.17. (Herglotz)
Soit S = (S, +, *) un semi-groupe commutatif dénombrable avec involution. Pour une
fonction ¢ : S — C, les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) ¢ est bornée et de type positif, avec $(0) = 1.

(2) 1l existe une mesure de probabilité borélienne m sur S telle que

Vse S 1 ¢(s) = fg’y(s) dm(7).
Démonstration. Comme tout v € S est une fonction de type positif, 'implication
(2) = (1) est un exo facile.
Inversement, supposons que ¢ soit bornée et de type positif, avec ¢(0) = 1. Alors
¢ € P1(S). D’apres le Lemme 5.16 et le Théoreme de Krein-Milman (Corollaire 5.9),
et comme de plus ext (771(5)) = S est compact, on peut donc trouver une mesure de

probabilité borélienne m sur S telle que

F(¢) = ﬁ F(y)dm(~) pour toute fonction affine continue F : P;(S) — C.
S

Comme la fonction ¢ — 1(s) est affine et continue sur P;(S) pour tout s € S (puisque
P1(S) est muni de la topologie de la convergence simple), on obtient donc le résultat
souhaité :

Vse S : ¢(s) = jgv(s) dm(7).
g

EXEMPLE. Si ¢ = Z — C est une fonction bornée de type positif telle que ¢(0) = 1,
alors il existe une mesure de probabilité borélienne p sur T telle que

VneZ : ¢(n)=p(n):= JT 2"dp(z).

Démonstration. On prend pour S le groupe Z avec 'involution n — —n. Les ca-
racteres de Z sont les homomorphismes v : Z — T. Un tel homomorphisme est de la
forme y(n) = 2" pour un certain z € T, & savoir z := «(1). L’application v — (1)
est une bijection de Z sur T, et elle est continue car la topologie de Z = F (Z) est la
topologie de la convergence simple. Donc cette application est un homéomorphisme de
Z sur T car Z est compact. (Si on préfere, il est tres facile de voir directement que la
réciproque est continue.) On peut ainsi identifier complétement 7 et T, de sorte que le
résultat découle immédiatement du théoreme. O



Chapitre 6

Rudiments de théorie spectrale

1. Algeébres de Banach
1.1. Définition et exemples. Dans cette section, on prend K = R ou C.

DEFINITION 1.1. Une K-algébre est un K-espace vectoriel A muni d’une “multi-
plication interne”, i.e. une application (a,b) — a-b de Ax A dans A qui est associative
(a-(b-c)=(a-b)-c) et distributive par rapport a 'addition (a-(b+c¢)=a-b+a-c
et (b+c)-a=b-a+c-a). On dit que A est commutative si la multiplication est
commutative (a-b = b-a pour tous a,b e A). On dit que A est unitaire si A # {0} et
s’il existe un élément e € A — nécessairement unique — tel queVae A : a-e =a =e-a.

EXEMPLES. L’ensemble des polynomes a coefficients dans K est une K-algebre
commutative et unitaire, qu’on notera K[z] ou K[x]. Si d € N*, alors M;(K) est une
K-algebre unitaire, non commutative des que d > 2.

Remarque 1. On écrira ab au lieu de a - b.

Remarque 2. On notera en général 1 I’élément unité pour la multiplication (si A
est unitaire).

Remarque 3. Si A est une K-algebre, alors (A, +, ) est un anneau. Donc on peut se
demander si A est intégre (a-b=0 = a=0oub=0), ousi A est un corps quand
A est commutative et unitaire.

DEFINITION 1.2. Une algébre normée sur K est une K-algébre A # {0} munie
d’une norme telle que
Va,be A : [ab] < |af [b].

Si A est unitaire, on impose de plus que |1| = 1. Une algébre de Banach est une
algébre normée complete.

REMARQUE. Si A est une algebre normée, alors la multiplication est continue de
A x A dans A.

Démonstration. Exo. O

EXEMPLES.
(1) A :=K est une algebre de Banach !

(2) Si K est un espace topologique compact, alors A := C(K) est une algebre de
Banach, commutative et unitaire.

(3) Si (2,B,m) est un espace mesuré, alors A := L*(2,m) est une algebre de
Banach, commutative et unitaire.
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(4) Si X est un espace de Banach , alors A := £(X) est une algebre de Banach,
unitaire (1 = Ix) mais non commutative si dim(X) > 2.

(5) A := LY(R) muni du produit de convolution * est une algébre de Banach
commutative, non unitaire.

DEFINITION 1.3. Soient A et B deuzr K-algébres. Un homomorphisme de A dans
B est une application ® : A — B qui est linéaire et multiplicative : ®(uv) = ®(u)P(v)
pour tous u,v € A. Si A et B sont unitaires, on demande de plus que ®(1) = 1.

EXEMPLE. Soit A une K-algebre unitaire. Pour tout polynéme
P=cl+ciz+- -+ cz" € Kz],

posons
P(a):=col + cra + ---cpa”.

Alors I'application P — P(a) est un homomorphisme de K|[z] dans A ; plus précisément,

c’est 'unique homomorphisme @ : K[z] — A tel que ®(z) = a.

1.2. Eléments inversibles. On prend toujours K = R ou C.

DEFINITION 1.4. Soit A une K-algébre unitaire. On dit qu’un élément a de A est
inversible (dans A) s’il existe b€ A — nécessairement unique — tel que ab =1 = ba ;
et on écrit alors b= a~t. On note G(A) l’ensemble des éléments inversibles de A.

REMARQUE. G(A) est un groupe pour la multiplication; et comme dans tout
groupe : si a,b e G(A), alors (ab)~! =b"ta" !

Ezercice. Montrer qu’un élément a de A est inversible si et seulement si il est
inversible a gauche et a droite, i.e. il existe b1, by € A tels que bia = 1 = abs.

EXEMPLE 1. Soit A := £(X), ou X est un espace de Banach. D’apres le Théoréeme
d’isomorphisme de Banach, un opérateur 7" € L(X) est inversible si et seulement si T’
est bijectif, i.e. injectif et surjectif. Si dim(X) < oo, alors T" inversible <= T injectif
<= T surjectif.

EXEMPLE 2. On prend A := £(¢?(N)). Soit a € £*(N), et soit A, : £2(N) — ¢*(N)
Popérateur diagonal associé. Si a, # 0 pour tout n € N, alors A, est injectif ; mais si
inf,en |an| = 0, par exemple si a,, — 0, alors A, n’est pas un plongement, et n’est donc
pas inversible.

Démonstration. Que A, soit injectif si a, # 0 pour tout n est un micro-exo. En
notant (e,) la base canonique de ¢?(N), on a Age, = aye, pour tout n € N; donc il
est & peu pres clair que si inf,, |a,| = 0, alors A, n’est pas un plongement. O

EXEMPLE 3. On prend A := C(K), ou K est un espace topologique compact. Une
fonction f € C(K) est inversible dans C(K) si et seulement si f(¢) # 0 pour tout t € K.

Démonstration. Si f est inversible, il existe une fonction g : K — C telle que
f(t)g(t) =1 sur K, et donc certainement f(t) # 0 pour tout ¢t € K. Inversement, si f
ne s’annule pas, alors g := 1/f est bien définie et continue sur K, donc f est inversible
dans C(K). O
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EXEMPLE 4. On prend A := L* = L*(,m), ou (,B, m) est un espace mesuré.
Une f € L® est inversible dans L™ si et seulement si il existe une constante € > 0 telle

que |f(t)| = € pp.

Démonstration. Supposons f inversible dans L®, et soit g := f~1. On a f(t)g(t) =
1 pp, donc g(t) # 0 pp et |f(t)] = 1/|g(t)| = € := 1/|/g|loo pp. Inversement, supposons
qu’on ait |f(t)] = e > 0 pp. Alors g(t) := 1/f(t) est bien défini pp et |g(t)| < 1/ pp,
donc g€ L*®; et fg =1 = gf par définition. g

LEMME 1.5. Soit A une algébre de Banach unitaire. St u € A vérifie |u| < 1, alors
1 — u est inversible et
o0
(1—u) 2

<

En particulier, on a |(1 — u) et |(1—u)™' =1 < = ||‘ I

1—HUH

Démonstration. Comme |ul < 1, on a 377, [uf| < 37, |ul* < oo. Donc la série
> uF converge dans A car A est un espace de Banach. Si on pose b := Y. u¥, on
vérifie que b(1 —u) = 1 = (1 — u)b en utilisant la continuité du produit; donc 1 — u
est inversible et (1 —u)~! = b.

On a |[(1— )" = [Xlou'] < Xilo lu'l < XiZo Jul® =

(1—U)7 —1:Zk:1“ ,onaH(l—u)’l—lﬂ Zk 1H“||k u : 0

Ezercice. Soit A une algebre normée unitaire (pas forcément compléte), et soit
u € A. On suppose que 1 —u est inversible. Montrer que si |ul < 1, alors |(1—u)™!| <

1_1”u”, et que si [lu] > 1, alors |(1 —u) Y| < Hqu_l'

COROLLAIRE 1.6. Soit A une algébre de Banach unitaire. Si a € G(A), alors
B(a,1/|a™t|) € G(A). De plus, on a la majoration suivante :

Vo e B(a,1/2)a” ) : Jla7! — a7 < 2[a”!|* 2 - a.

Démonstration. Si z € B(a,1/|la™!|), alors = a + (z — a) = a(1 —u) o u :=
a=l(a — x) vérifie |[u| < [la™!||a — 2| < 1; donc € G(A) et 271 = (1 —u)~ta"t. Si
de plus z € B(a,1/2|la™!]), alors |u| < 1/2; donc

o™ =t = (1=t = 1)a|

la™ I & — al.

|
Remarque. Si a € A est inversible, alors |a ™}
I

> HTlu’ mais en en général on n’a pas

égalité. Donc 1/[a™!| < [a], mais on ne peut en général pas remplacer B(a,1/[a™])
par B(a,|la]) dans (1.6).

Démonstration. |a |a™!| = |laa™!| = ||1| = 1. 0
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COROLLAIRE 1.7. Si A est une algébre de Banach unitaire, alors G(A) est un
ouvert de A, et lapplication x — 1~ est continue sur G(A).

Démonstration. Evident par le corollaire précédent. ]

COROLLAIRE 1.8. Si A est une algébre de Banach unitaire, alors G(A) est un
groupe topologique.

LEMME 1.9. Soit A une algébre de Banach unitaire, et soit (an)nen une suite
d’éléments de G(A). Sia, — a€ A et si a¢ G(A), alors ||la; ]| — 0.

Démonstration. Supposons que |a, | 4> co. Alors, quitte & extraire une sous-suite,

on peut supposer quil existe une constante C' < o telle que ¥n e N : |[a,!| < C.
Comme a,, — a, on peut trouver n tel que |a — a,| < 1/C. Alors |a — a,| < 1/|ay!],
donc a € G(A) par le Corollaire 1.6; ce qui est faux par hypothese. U

COROLLAIRE 1.10. Si a € A est tel que a € 0G(A), alors a est un diviseur de
0 topologique : on peut trouver une suite (bp)neny S A telle que |[by| = 1 pour tout
n € N et cependant bpa — 0 et ab, — 0.

Démonstration. Par hypothese, on a a ¢ G(A) mais on peut trouver une suite
(an) S G(A) telle que a,, — a. Alors |a;!| — oo par le lemme; donc, si on pose

bn 1= oty on a b = 1 et [bnal < [bnan] + [bn(a —an)] = m + [bnla —an)| <
Halll\ + ||a — an| 2%, 0; et de méme ab,, — 0. O

REMARQUE 1.11. Soient A et B deux K-algébres unitaires. Si & : A — B est un
homomorphisme d’algébres, alors ®(G(A4)) < G(B) et ®(z)~ ' = ®(z~!) pour tout
x e G(A).

Démonstration. Exo. O
1.3. Spectre, rayon spectral. On prend toujours K = R ou C.

DEFINITION 1.12. Soit A une K-algébre unitaire, et soit a € A. Le spectre de a
dans ’algébre A est l’ensemble de tous les scalaires A tels que a— A1 n’est pas inversible
dans A. Cet ensemble se note o4(a), ou simplement o(a) :

o(a) ={XeK; a— AL ¢ G(A)}.
REMARQUE 0. Dire que 0 € o(a) signifie que a n’est pas inversible dans A.
REMARQUE 1. On a o(1) = {1}.

Démonstration. Exo. O

EXERCICE. Soient A et B deux K-algebres unitaires. Si & = A — B est un ho-

momorphisme, alors Va € A : o(®(a)) < o(a); et si ® est un isomorphisme, alors
Vae A : o(®(a)) = o(a).

EXEMPLE 1. Soit A := My(K) = £(K%). Si A € My(K), alors o(A) est I’ensemble
des valeurs propres de A.
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EXEMPLE 2. On prend A := L(¢%(N)). Soit a € (*(N), et soit A, : /(N ) /%(N)
Popérateur diagonal associé. Si a, # 0 pour tout n € N et inf,cy ]a | = alors
0 € 0(A,) mais 0 n’est pas valeur propre de A,.

Démonstration. On a vu que sous ces hypotheses, A, est injectif mais n’est pas un
plongement. O

EXERCICE. Montrer que si a € (*(N), alors 0(A,) = {an; n € N}.

EXEMPLE 3. On prend A := C(K), ou K est un espace topologique compact. Si
feC(K),alors o(f) = f(K).

Démonstration. Par définition, A ¢ o(f) <= f — A1 inversible dans C(K) <=
f(t) =X #0pour tout te K < ¢ f(K). O

EXEMPLE 4. On prend A := L* = L*(Q, m).
(1) Sipe L* et X e C, alors
Aeopn(p) < Ve>0 : m({teQ; |p(t) — A <e}) > 0.

(2) Si ¢ e L™ , alors o= (¢) est le plus petit fermé K < C tel que ¢(t) € K pp.
Pour cette raison, on dit que o= (¢) est 'image essentielle de ¢.

Démonstration. (1) Par définition A ¢ op=(¢) <= ¢ — Al inversible dans L
«— e >0 : |¢p(t) — \| =€ pp.
(2) Par (1), un nombre complexe A n’appartient pas & oz« (¢) si et seulement si il existe
un voisinage ouvert V de A tel que m(¢~1(V)) = 0. Autrement dit, Q := C\oz»(¢)
est la réunion de tous les ouverts V < C tels que m(qzb_l(V)) = 0. On en déduit d’une
part que  est un ouvert de C; et d’autre part, en utilisant la propriété de Lindelof,
qu'on a m(gb_l(ﬂ)) = 0. Ainsi, C\op»(¢) est le plus grand ouvert V. < C tel que
m(¢~H(V)) = 0; ce qui donne (2). O

PROPOSITION 1.13. Soit A une K-algébre unitaire, et soit P € K[z]. Pour tout \ €
o(a), on a P(X) € o(P(a)) ; autrement dit, o(P(a)) 2 P(c(a)) := {P(\); X € o(a)}.
Si de plus K = C alors 0(P(a)) = P(c(a)).

Démonstration. Soit A € o(a). Le polynéme P — P(\) s’annule en A, donc on peut
écrire P(z) — P(A\) = (z — A\)Q(z) = Q(z)(z — \) pour un certain polynéme @ € K|z].
Donc P(a)—P(AN)1 = (a—A1)Q(a) = Q(a)(a—A1). Comme a— A1 n’est pas inversible,
on en déduit que P(a) — P(M\)1 n’est pas inversible : s’il I’était, alors a — A1 serait
inversible & gauche et a droite (exo), donc inversible. Ainsi, on a P(\) € o(P(a)) pour
tout A € o(a).

Inversement, supposons que K = C, et soit u € G(P(a)) : on veut montrer qu’il existe
A € o(a) tel que p = P(\). Clest évident si P est constant; donc on suppose que
deg(P) > 1. Comme on est sur C, on peut écrire P(z) —pu = c(z— A1) - (2 — \g),
ou ¢ # 0. Alors P(a) — ul = c(a — M1)---(a — Ag1). Comme P(a) — pul n’est pas
inversible, on en déduit qu’il existe k € [1,d] tel que a — A\x1 n’est pas inversible. On
a ainsi A\, € o(a), et P(\;) = pu puisque \i est racine de P(z) — p. O

LEMME 1.14. Soit A une algébre de Banach unitaire. Si a € A, alors o(a) est un
compact de K, et o(a) = D(0, |al).
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Démonstration. Par définition, o(a) est un fermé de K car A € 0(a) <= a— Al €
A\G(A) et 'application A — a — A1 est continue de K\o(a) dans A. Si A € K vérifie

Al > |af, alors @ — AL = —A(1 —u) ot u := }a vérifie |[u] < 1; donc a — A1
est inversible, i.e. A ¢ o(a). On a donc o(a) < D(0, |a]); et en particulier o(a) est
compact car fermé et borné dans K. O

DEFINITION 1.15. Soit A une algébre de Banach unitaire. Si a € A, on pose r(a) :=
sup{\)\\; € a(a)}, avec la convention sup & = —o0. On dit que r(a) est le rayon
spectral de a.

REMARQUE 1. Comme (1) = {1}, on a r(1) = 1.
REMARQUE 2. On a toujours r(a) < |a].
REMARQUE 3. Pour tout n € N, on a r(a") = r(a)”; et r(a™) = r(a)" si K = C.

Démonstration. Par la proposition 1.13, on a A" € o(a™) pour tout A € o(a); donc
r(a)® = sup {|]\"|; Ae o(a)} < r(a”). SiK=C, on ac(a”) = {\"; A€ o(a)} toujours
par la Proposition 1.13, donc r(a™) = r(a)™. O

EXERCICE. On prend A := L* = L*(2,m). Montrer que si ¢ € L®, alors r(¢) =
[#lloo-

Désormais, on prend K = C.

NOTATION. Soit A une algebre de Banach unitaire, et soit a € A. Pour tout A €
C\o(a), on pose Ry()\) := (a— A1)~1. On dit que I'application R, : C\o(a) — A est la
résolvante de I'élément a.

FAIT 1.16. Soit a € A. Pour tous A\, u € C\o(a), on a Ra(N)Ra(pr) = Ra(p)Ra(N)
et

Ry(p) — Ro(A) = (u — N Ra(p)Ra(N) (équation résolvante).

Démonstration. Comme (a — pul)(a— A1) = (a — A1)(a — pl), on a Ry(A\)Ry(p) =
Rq(p)Ra(A). De plus,

Ra(p) = Ra(N) = (a— 1) ™" — (a — A1)~}
—(a— )7 (1~ (a = p1)(a— A1)
= (a=p1)((a= A1) = (= p1)) (@ = A1)~
= Ra(p) (1 — N1 Rg(N).

LEMME 1.17. Soit A une C-algébre de Banach unitaire, et soit a € A.

(1) La fonction R, : C\o(a) — A est holomorphe, avec R.()\) = Ry()\)?%. De plus,
Ry(A) — 0 quand |A| — .



1. ALGEBRES DE BANACH 153

(2) Pour tout A vérifiant |\| > r(a), on a

o k+1°
k=0 A

ot la série converge dans A.

Démonstration. (1) Soit A € C\o(a) quelconque. Si € C\o(a) et u # A, alors
Ra (:u) — Ra(>‘)
w— A
Par continuité de 'application x +— =1 sur G(A) et de la multiplication de A, on en
déduit que

= Ra(p)Ra(N) = (a — p1)"Ha— A1)~

Ra(p) — Ra(A) p—or
= A
Donc R, est C-dérivable en tout point A € C\o(a), avec R, (\) = Rq()\)2.
Si |A| = 2|a|, alors a — A1 = —A(1 —u), ot u := § vérifie |u| < 1/2; donc Ry(\) =
|A|[—0

1 (1 —u)7 et donc |Ry(N)| = Ti\l (1 -7} < |27‘ 0.

(2) Si A vérifie |A| > |a], alors |$| < 1, donc on peut écrire

mov= 309" R ) - S

(a—21)"Ha— A1) = RN

11 faut voir que cette identité est encore valable si A\ vérifie seulement |A| > r(a). En
particulier, il faut montrer que la série converge, ce qui n’est pas évident.

Soit F : D(0, 1/r )) — A la fonction définie par F(0) := 0 et F(z) := Rq(1/2) si 0 <
|z| < 1/r(a). P ( ), la fonction F' est bien définie, holomorphe sur D (0, 1/r(a))\{0}

avec F'(z) = —5Ry(1/2)?, et continue en 0. De plus,
F(z)—F(0 1 1.\-1 N
sz(a—fl) z(za—l)flz——(]—»—l,
z—0 z z
par continuité de I’application x — =1 ; donc F' est C-dérivable en 0 avec F’(0) = —1.

Ainsi, la fonction F' est holomorphe sur tout le disque D(O, 1 /r(a)).

Exactement comme dans le cas des fonctions holomorphes a valeurs scalaires, on en
déduit (en utilisant la formule de Cauchy) que F' se développe en série entiere dans le
disque D(0,1/r(a)). Il existe donc une suite de “coefficients” (¢y)n=0 S A uniquement
déterminée telle que

0
Vze D(0,1/r(a chz,
n=0
ou la série converge dans A. Comme de plus F'(0) = 0, on a ¢y = 0; donc la somme
démarre a n = 1, et ainsi
0
F(z) = Z Chp128TL.
k=0

Par ailleurs, si z vérifie |z] < 1/|al, alors |1/z| > |al, donc

F(z) = Ra(1/2) = Z 1/z /2 Zak .

k=0



154 6. RUDIMENTS DE THEORIE SPECTRALE

Par unicité des coefficients du développement en série entiere de F' dans le disque
D(0,1/|al), on en déduit qu’on a cg1 = —ax pour tout k = 0.

Si maintenant A € C vérifie |A| > r(a), alors z := 1/X € D(0,1/r(a)); donc on peut
écrire

0 1 0 ak
Ro(A) = F(L/N) = 37 s Ohe1 = = D, 31
k=0 k=0

ou la série converge dans A. d

THEOREME 1.18. Soit A une algébre de Banach unitaire sur C. Si a € A, alors
o(a) # . De plus, on a la formule du rayon spectral :

r(a) = lim """ = inf o'/
n—o0 n=1
Démonstration. (i) Supposons que o(a) = . Alors la résolvante R, est holo-

morphe sur C. Comme R,(A\) — 0 quand |A\| — o, la fonction R, est bornée sur C.
Donc R, est constante d’apres le Théoreme de Liouville, et donc R,(A) = 0 puisque
Ry,(A) — 0 quand |A\| — o0; mais ceci est absurde puisque R,(\) est toujours un
élément inversible de A.

(ii) Pour montrer la formule du rayon spectral, on a besoin du fait suivant.
FAIT. Si (up)n>1 est une suite de nombres réels > 0 sous-multiplicative, i.e.

vérifiant
®
Vn,me N* : upim < Unlm,

alors la suite (u;/ n) est convergente et lim u,ll/ " = inf u}/ "
n—00 n=1
Preuve du Fait. Exo bien connu. t
Si on pose u, := ||a"|, alors la suite (u,) est sous-multiplicative : [[a"*™| = |a™a™| <
|la”|| [a™|. Donc I := lim,, o ||a”||'/" existe, et | = inf,> ||a”||'/". 1I s’agit de voir que
I =r7r(a).
On a vu que pour tout n € N, on a r(a)” < r(a") < ||a™||; donc Vn > 1 : r(a) <

la™||'/", et donc 7(a) < L.

Pour I'inégalité inverse, il suffit de montrer que pour tout r > r(a), on a r > [. Comme
;. k L. k L,

r > r(a), la série Y] 57 converge dans A, donc la série ), % converge également.

En particulier, la suite (‘;—k) est bornée dans A. Si on pose M := Squ;OHiT||7 alors

la®( Y% < MY*r pour tout k > 1; donc I = lim |a*|V* < r car MV/F — 1.
U

1.4. Spectre dans une sous-algebre.

PRrROPOSITION 1.19. Soit A une C-algebre de Banach unitaire, et soit B une sous-
algébre fermée de A contenant 1. Si a € B, alors ca(a) € op(a) et dog(a) S oa(a).

Démonstration. L'inclusion o4(a) < op(a) est évidente : si a — A1 n’est pas inver-
sible dans A, il n’est a fortiori pas inversible dans B.

Soit A € dop(a). Alors a — A1 ¢ G(B), mais on peut trouver une suite (\,) < C tel
que a — A\, 1 € G(B) pour tout n € N et A, > A. Comme a — \,1 — a — A1, on en
déduit que a — A1 € dG(B). Donc a — A1 est un diviseur de 0 topologique dans B
d’apres le Lemme 1.9 : on peut trouver une suite (b,) < B telle que ||b,| = 1 pour
tout n € N et (a — A1)b, — 0. Si a — A1 était inversible dans A, on pourrait écrire
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bp = (a — A1) (a — A1)b,,, donc 1 = ||b,|| < [(a — A1) 7Y [(a — AL)b, | =25 0, ce qui
est absurde. Donc A € o4(a). O

COROLLAIRE 1.20. Soit A une C-algebre de Banach unitaire, et soit B une sous-
algébre fermée de A contenant 1. Si a € B, alors opg(a) est la réunion de o4(a) et
de certaines composantes connexes bornées de C\o z(a). En particulier, si C\o4(a) est
conneze, alors op(a) = o4(a).

Démonstration. Notons (O;)er la famille des composantes connexes de C\o4(a).
Comme C\o 4(a) est un ouvert de C, les O; sont des ouverts connexes de C, et C\o(a) =
User Oi- Soit Ip := {i € I; Oinop(a) # &}. Alors o(a) = oa(a) UUier, (Oi nop(a)).
Il suffit de montrer qu'on a O; < op(a) pour tout i € Iy : en effet, on en déduira
que op(a) = oa(a) U g, Oi, donc que op(a) la réunion de c4(a) et de certaines
composantes connexes de C\o4(a), nécessairement bornées puisque op(a) est borné.
Soit ¢ € Iy. Alors E := op(a) n O; est un fermé non vide de O;. De plus, on a en fait
E < op(a), car E\op(a) = (03(@)\@) N O; = dopg(a) N O; € oa(a) n O; par la

°
e

proposition et o4(a) N O; = &. Donc E = op(a) n O;, et donc E est un ouvert de O;.
Comme O; est connexe et comme F est aussi fermé dans O;, on en déduit que £ = O;,
ce qu’on voulait montrer. O

EXEMPLE. Soit A := C(T), et soit B I’adhérence des fonctions polynomiales dans
C(T). En notant z la fonction z — 2, on a 04(z) = T et o5(z) = D.

Démonstration. On a z(T) = T, donc o¢(my(z) = T.
Les composantes connexes de C\T sont I et C\D; donc on a og(z) = T ou op(z) =
T uD =D d’apres le Corollaire 1.20. 11 suffit donc de montrer que op(z) contient D.

Soit A € D, et supposons que A ¢ op(z). Alors on peut trouver une fonction g € B telle
que (z—A1l)g =1, i.e. (z— A\)g(z) =1 pour tout z € T. Par définition de B, on peut
trouver une suite de polynémes (P, )nen telle que P, — g dans C(T), i.e. Py(z) — g(2)
uniformément sur T. Alors Q,(z) := 1 — (2 — A\)P,(z) — 0 uniformément sur T = JD.
Mais les @, sont des fonctions polynomiales, donc des fonctions holomorphes sur C.
D’apres le Principe du mazimum, on en déduit que Q,(z) — 0 uniformément sur D.
En particulier @,(\) — 0, ce qui est absurde puisque Q,(\) = 1. O

1.5. Cas des opérateurs bornés. Dans cette section, X est un espace de Ba-
nach, et A = £(X). Doncsi T € L(X) et A € K, alors
A€ o(T) <= T — A n’est pas bijectif.

1.5.1. Adjoints.
LEMME 1.21. Soit T € L(X).

(a) En notant T* : X* — X* ladjoint banachique de T, on a o(T*) = o(T).

(b) Si X est un espace de Hilbert H et si on note T* € L(H) l’adjoint hilbertien

de T, alors o(T*) = {X\; Ae o(T)}.
Démonstration. Si A € C, alors
A¢ o(T) <= T — A\l inversible <= (T — A\I)* inversible;

d’out le résultat car (T'—AI)* = T* — I dans le cas banachique et (T — \I)* = T* — AT
dans le cas hilbertien. O
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REMARQUE. On n’a rien de semblable pour les valeurs propres. Par exemple, si B
est le “backward shift” sur £2(N) et si S est le “forward shift”, alors B = S*, et 0 est
valeur propre de B mais pas de S.

1.5.2. Particularités hilbertiennes. Dans ce qui suit, H est un espace de Hilbert
complexe.

PROPOSITION 1.22. Soit T e L(H).
(1) Si T est auto-adjoint, alors o(T') < R.
(2) Si T est positif, alors o(T) < RY.
(3) Si T est unitaire, alors o(T) < T.

Démonstration. (1) Supposons que T* = T. On veut montrer que T — A est
inversible pour tout A € C\R; et pour cela, il suffit de vérifier que T'— Al et (T"— \I)*
sont des plongements. Ecrivons A = a + 1b, avec a,b € R et donc b # 0. On a T —
M =A+iB,ou A:=T —al et B := bl sont auto-adjoints avec AB = BA. Donc
Vee H : |(T —M)z|? = |Az|? + |Bz|? = |Bz|? = b*|z|?, et donc T — AI est un
plongement. De méme, (T — AI)* = T — A est un plongement car A ¢ R.

(2) Comme T est auto-adjoint, on sait déja que o(7T") € R; donc il suffit de montrer
que o(T) N ]—00,0[ = &, i.e. que T'— AI est inversible pour tout A < 0. Si on écrit
A=—couc>0,onaVoeeH : (T—-M)x,z)=(Tx,z)+ c|z|?* = c¢|z|?; donc,
par Cauchy-Schwarz : [(T" — Al)z| = c¢|z| pour tout x € H. Donc T — Al est un
plongement, et donc T' — AI est inversible puisque T' — A\I est auto-adjoint.

(3) I faut Inontrer que T — A est inversible pour tout A € C\T. Si |[A| > 1, alors
1T =1< I/MI = H(M) =T 5 ; donc T Al est inversible par le Lemme 1.5. De méme, si

|IA| < 1, alors | M| = |\ < 1= 7, done T'— AT est inversible. O

HT*

PROPOSITION 1.23. Si T € L(H) est un opérateur normal, alors r(T) = |T|.

Démonstration. Par la formule du rayon spectral, on a 7(T) = lim,, e [T2"|/2";
donc il suffit de montrer que |T2"|| = |T|>*" pour tout n = 0. C’est évident si n = 0;
donc, par une récurrence immédiate, il suffit de montrer qu’on a |T?| = |T||* pour
tout opérateur normal T'.

L’idée est de regarder |[T'[*. On a |T|* = (||T? )2 |T*T|? = |(T*T)*(T*T)|| =
|T*TT*T)|. Mais T est normal, donc T*TT*T = (T*)?T? = (T?)*T?. On obtient donc
|71 = 1(T*)*T?] = |T%|?, ie. |T|? = |T7]. O

COROLLAIRE 1.24. Pour tout opérateur T € L(H), on a |T| = A/m(T*T).
Démonstration. Comme T*T est auto-adjoint, on a r(T*T) = |T*T| = |T|?>. O

THEOREME 1.25. Soit T € L(H) auto-adjoint. Posons m := inf {{T'z,z); ||z = 1}
et M := sup{{Tz,z); |z| = 1}. Alors m et M appartiennent ¢ o(T) et o(T) <
[m, M].

Démonstration. Comme o(7T) est un compact de R, il possede un plus petit élément
et un plus grand élément. 11 s’agit de vérifier que min(o(T')) = m et max(o(T)) = M.
On va se contenter de min (o (7).
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Par définition de m, 'opérateur T'— mI est positif. Donc o(T'—ml) € R'; et comme
o(T —mI) = o(T) — m, on en déduit que min(o(t)) > m. Pour l'inégalité inverse,
il suffit de vérifier que m € o(T'). Par définition de m, on peut trouver une suite
(zn) € H telle que |z,| = 1 pour tout n € N et (Tx,,x,) — m, autrement dit
(T —mI)xy,z,y — 0. De plus, comme lopérateur T — ml est positif, on a aussi
(T —mI)x,|? < |T —mI|{(T —mI)zy,,x,) pour tout n € N. Donc (T — mI)xz, — O.
Comme |z,|| = 1 pour tout n € N, on en déduit que T'— mI n’est pas un plongement ;
en particulier, T'— mI n’est pas inversible, i.e. m € o(T). ]

COROLLAIRE 1.26. Si T € L(H) est auto-adjoint, alors |T|| € o(T) ou —|T| €
o(T).

Démonstration. Comme T est auto-adjoint, on a |T'| = sup {|(Tz, z)|; |z| =1} =
M ou —m.

COROLLAIRE 1.27. Soit T € L(H), et supposons que T soit auto-adjoint. Alors T
est positif si et seulement si o(7T) < RY.

Démonstration. On sait déja que si T est positif, alors o(T) < R*. Inversement,
si o(T) < R*, alors m := inf {(T'z,z); |z| = 1} est = 0 par le théoreme, donc T est
positif. O

REMARQUE 1.28. La preuve du Théoreme 1.25 est valable sans aucune modification
pour un opérateur auto-adjoint 7' sur un espace de Hilbert réel. On en déduit en
particulier que si H est un espace de Hilbert réel et si T € L(H) est auto-adjoint, alors
o(T)# et r(T) =|T|.

1.5.3. Valeurs propres, valeurs propres approchées. On revient au cas général d’un
espace de Banach X (sur K = R ou C).
DEFINITION 1.29. Soit T € L(X).

(1) Le spectre ponctuel de T est l’ensemble des valeurs propres de T. On le note
op(T). Donc : X € op(T) si et seulement si existe x € X tel que |z| =1 et
Txr — X x =0.

(2) On dit que \ € K est une valeur propre approchée de T si T — A\ nest
pas un plongement ; autrement dit, s’il existe une suite (xp)neny S X telle que
|zn| =1 pour tout n € N et Tz, — Axy, — 0. On note oq,(T) Uensemble des
valeurs propres approchées de T.

Remarque. Evidemment, op(T) € 04p(T) < o(T).
EXERCICE. Montrer que o4,(7") est un compact de C.

EXEMPLE. Soit a € /*(N) et soit A, € L£L(¢*(N)) l'opérateur diagonal associé. Si
an — 0 et a, # 0 pour tout n € N, alors 0 € 04,(A,) mais 0 ¢ 0,(A,).

Démonstration. Exo. O

Ezxercice. Montrer que si T' € £(X) est compact, alors o4,(T)\{0} < 0,(T). (On
verra plus loin qu’en fait o(T)\{0} € 0, (T).)
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PROPOSITION 1.30. Soit T € L(X).
(@) On ao(T) = 04p(T) Uop(T*) =0p(T) U oep(T*).
(b) Si X est un espace de Hilbert H et si on note T™ [’adjoint hilbertien de T,
alors o(T) = ap(T) U {\; A€ 0p(T*)} = 0p(T) U {X; A€ 0ap(T*)}.

Démonstration. (a) Soit A € o(T"). Si X ¢ 04p(T), alors T'— AI est injectif et & image
fermée, mais n’est pas surjectif ; donc T'—\I n’est pas a image dense, et donc (T—\I)* =
T* — X n’est pas injectif, i.e. A € 0,(T*). On a donc o(T) S oqp(T) U 0p(T™*);
et l'inclusion inverse est évidente car o,,(T) < o(T) et 0,(T*) < o(T*) = o(T).
De méme, si A € o(T) mais A ¢ 0,(T), alors T'— AI est injectif mais pas surjectif;
donc T% — A = (T — AI)* n’est pas un plongement, i.e. A € 0q,(T*). On a donc
o(T) € o(T) U ogp(T™), et en fait égalité.

La preuve de (b) est identique. On peut aussi dire que (b) découle de (a) via I'identi-
fication antilinéaire entre ’adjoint banachique et ’adjoint hilbertien. n

COROLLAIRE 1.31. Soit H un espace de Hilbert. Si T € L(H) est normal, alors
o(T) = 04p(T).

Démonstration. 11 suffit de montrer que {A; A € 0,,(T*)} < 04p(T). Comme T est
normal, 7 — Al est normal pour tout A € K, et donc ker(T' — A) = ker((T — A\I)*) =
ker(T* — AI). En particulier ker(T' — AI) # {0} <= ker(T* — XI) # {0}; donc
{A Aeop(T*)} = 0p(T), ce qui est plus que ce qu'on voulait. O

PROPOSITION 1.32. Pour tout T € L(X), on a 0o(T) S o4p(T).

Démonstration. Soit A € do(T). Alors T'— AI n’est pas inversible, mais on peut
trouver une suite (\,) < C telle que A\,, = X et T'— A, I est inversible pour tout n € N.
Par le Lemme 1.9, on sait que |[(T — A\,I)~!| — 00. Donc on peut trouver une suite
(yn) S X telle que |yn| = 1 pour tout n € N et |(T — A\yI)"'yn| — o0. Si on pose

T—An1 -1 n n
Ty 1= 7\\ET—/\7J§*1§”H’ alors |z, =1 et (T — A\, 1)z, = 7“@_/\3[),1%“ — 0 car |ly,|| = 1.
Comme A\, — A, on en déduit que (T'— A)z, — 0 (ex0) ; et donc A € o4y(T) puisque

|| = 1 pour tout n e N. O

EXEMPLE 1.33. Soient S et B le forward shift et le backward shift sur £2(N).

(i) On a 0,(B) =D et 0(B) = 04p(B) = D. De plus, si A € D, alors ker(B — \I)
est de dimension 1.

(ii) On a o(S) = D, 04p(S) =T et 0,(5) = &.

Démonstration. (i) Si on résout formellement 1’équation Bx = Az avec z € CV, on
trouve que x;11 = Ax; pour tout ¢ € N, et donc z,, = A" zg pour tout n € N. Donc z # 0
si et seulement si zg # 0; et sous cette hypothese, z appartient a ¢2(N) si et seulement
si |A] < 1. Cela prouve que o,(B) = ID; et aussi que si A € D, alors ker(B — AI) est de
dimension 1, engendré par ey := (1, \,A2,...).

Comme |B| =1, 0n ar(B) <1, i.e. o(B) € D. Comme o(B) est compact et contient
D par ce qui précede, on en déduit o(B) = D. De plus, D = 0,(B) S 04y(B) et
0D € 00(B) S 04y(B) ; donc 0,4,(B) = D également. (Plus simplement, on peut aussi dire
que 0,4, (B) est compact avec D S 0,,(B) € D, donc 0,4,(B) = D.)

(ii) Comme S = B*, on a o(S) = {\; A € o(B)} = D. Par la Proposition 1.30 et
comme S* = B, on en déduit que D = 04,(S) U {X; A€ 0,(B)} = 04p(5) UD, et donc
Uap(S) =T.
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Montrons pour finir que 0,(S) = &. Si A € C, I'équation Sz = Az donne Azg = 0 et
Ax; = x;_1 pour tout ¢ = 1. Donc I’équation n’a pas de solution x # 0 si A # 0; et elle
n’en a pas non plus si A = 0! Ainsi, aucun A\ € C n’est valeur propre de S. O

2. Propriétés spectrales des opérateurs compacts

Dans cette section, X est un espace de Banach sur K = R ou C. On voudrait
démontrer le théoreme suivant.

THEOREME 2.1. Soit K € L(X) un opérateur compact.
(1) Si dim(X) = o0, alors 0 € o(K).
(2) Si A e K\{0}, alors
Aeo(K) < K — M non injectif < K — M\ non surjectif.
En particulier, o(K)\{0} est constitué uniquement de valeurs propres de K.
(3) Si A € K\{0}, alors A € 0,(K) <= X € 0,(K"), ot K* est l’adjoint
banachique de K.

(4) Si A € K\{0}, alors dimker(K — A) < o0, et Im(K — M) est fermé dans
X avec dim(X/Im(K — )\I)) < 0. Les mémes propriétés sont satisfaites par
(K — AXI)™ pour tout n € N.

(5) Si A e K\{0}, alors il existe un entier n tel que
X = ker(K — AI)" @ Im(K — )™
De plus, la restriction de (K — AXI)™ a Im(K — )™ est un isomorphisme de
Im(K — A" sur Im(K — XI)™.
(6) Si A e K\{0}, alors
dim ker(K — AI) = dim(X /Im(K — AI)) = dimker(K* — \I).
(7) o(K) est ou bien fini, ou bien de la forme {0} U {\n; n € N}, ou les A, sont

deux a deux distincts et A\, — 0.

Pour la preuve, on a besoin de plusieurs lemmes dont certains sont intéressantes
pour eux meéme.

LEMME 2.2. Soient Y et Z deuzr espaces de Banach. S’il existe un plongement
compact J 1Y — Z, alors dim(Y) < 0.

Démonstration. Comme J est injectif, il suffit de montrer que dim(J(Y)) < 0.
D’apres le Théoreme de Riesz, cela revient montrer que toute suite bornée (zy)neny S
J(Y) admet une sous-suite qui converge dans J(Y'). Si on écrit z, = Jy,, alors la suite
(yn) est bornée dans Y car J est un plongement ; donc la suite (z,) = (Jy,) admet
une sous-suite convergente car J est compact, z,, — 2€ Z;et z€ J(Y) car J(Y) est
fermé dans Z. O

Ezercice. Montrer que s'il existe un opérateur R € L(Y, Z) compact et surjectif,
alors dim(Z) < oo.

COROLLAIRE 2.3. Si T € L(X) est compact et si J € L(X) est un plongement,
alors dim ker(T — J) < .

Démonstration. On applique le lemme avec Y := ker(T'—J) et Z := X. L’opérateur
Jiy Y — X est un plongement, et il est compact car Jjy = T}y par définitionde Y. [
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LEMME 2.4. Soient Y et Z deuz espaces de Banach, K € L(Y,Z) un opérateur
compact et J € L(Y,Z) un plongement. Si K — J est injectif, alors K — J est un
plongement.

Démonstration. Supposons que K — J ne soit pas un plongement. Alors, on peut
trouver une suite (y,) € Y telle que |y,| = 1 pour tout n € N et (K — J)y, — 0.
Comme K est un opérateur compact, on peut trouver une sous-suite (y,,) de (yn)
telle que Ky, — z € X. Alors Jy,, = Kyn, — (K — J)yn, — 2. Comme J est un
plongement, on en déduit que la suite (x,, ) est de Cauchy dans X ; donc y,, - y€Y.
Onavy # 0 car |ly| = lim |y, || =1, et (K —J)z =lim(K — J)x,, =0; donc K —J
n’est pas injectif. O

COROLLAIRE 2.5. Si K € L(X) est compact et si J € L(X) est un plongement,
alors Im(K — J) est un sous-espace fermé de X.

Démonstration. Comme K est compact et que J est un plongement, ker(K — J)
est de dimension finie. Donc, on peut trouver un sous-espace fermé Y < X tel que
X = ker(K—J)®Y. Alors Y est un espace de Banach, et (K—J)y : Y — X est injectif.
Donc (K—J )|y est un plongement d’aprés le lemme puisque Ky est compact et J}y est
un plongement ; et donc (K — J)(Y) est fermé dans X. Mais (K — J)(Y) = Im(K — J)
par le choix de Y, donc Im(K — J) est fermé. O

LEMME 2.6. Soit Z un espace de Banach. Si E € Z est un sous-espace fermé tel
que E # Z, alors on peut trouver x € Z tel que |z| =1 et dist(z, E) = 1/2.

Démonstration. Soit z € Z\E quelconque. On a dist(z, F) > 0 car E est fermé,
donc on peut trouver e € E tel que |z — e < 2dist(z, E). Alors x := ”:2“ convient,

car on a dist(z, E) = L dist(z — e, E) = L dist(z, E). O

lz—el lz—el

LEMME 2.7. Soit K € L(X) un opérateur compact, et soit J € L(X) un plongement.
Soit également (Ey,)n=0 une suite de sous-espaces fermés de X. On suppose qu’on a
J(Ey) = E, pour tout n € N, et on fait de plus l'une des deux hypothéses suivantes :

(a) la suite (E,) est croissante et (K — J)(En41) € E, pour tout n € N;
(b) la suite (E,) est décroissante et (K — J)(Ey) S Ent1 pour tout n € N.

Alors la suite (Ey,) est stationnaire : il existe ng € N tel que Vn = ng : E, = Ep,.

Démonstration. On traite seulement le cas (a); la preuve pour (b) est identique.
Comme J est un plongement, on peut fixer une constante ¢ > 0 telle que ||Ju| = ¢|u|
pour tout u € X.

Supposons que la suite (F,) ne soit pas stationnaire. Alors, quitte & extraire une sous-
suite, on peut supposer que (E,,) est strictement croissante (exo). D’apres le Lemme 2.6,
on peut trouver pour tout n > 1 un point x,, € E, tel que |z, | = 1 et dist(zy, Ep—1) =
1/2.8511<p<gq,ona Kzy— Kz, = (K —J)(xg—xp) + J(xg —zp) = Jrg — 2, O1
zi=Jrp,+ (K—J)zp— (K —J)zge B, + Ep1 — Eqg1 € Ey1 = J(Eq—1). On a ainsi
z = Jy pour un certain y € E,_1, et donc |Kzq—Kuzp| = |J(zq—y)| = cllzg—y| = ¢/2.
Ceci étant vrai pour tous 1 < p < ¢, on en déduit que la suite (K, ) ne possede aucune
sous suite convergente ; ce qui contredit la compacité de K. O
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COROLLAIRE 2.8. Si K € L(X) est compact et si A € K\{0}, alors la suite crois-
sante des ker(K — \I)"™ est stationnaire, et la suite décroissante des Im(K — \)™ est
stattonnaire.

Démonstration. On applique le lemme avec J := A et E, := ker(K — AI)" ou
E, := Im(K — AI)". On a bien J(E,) = E, pour tout n € N; et (a) ou (b) est
visiblement vérifiée. Il faut cependant vérifier que Im(K — AI)™ est bien fermé pour
tout n € N. C’est évident pour n = 0. Si n > 1, on voit en utilisant la formule du
binéme que (K — AI)" = R+ pl, ot pu:= (—\)" # 0 et R est un opérateur compact ;
donc Im(K — AI)™ est fermé d’apres le Corollaire 2.5. O

Prewve du Théoréme 2.1. (1) Si 0 ¢ o(K), alors K : X — X est inversible, donc
dim(X) < o par le Lemme 2.2 avec J := K.

(2) Montrons par exemple que K — Al injectif = K — A inversible. Suposons que
K — M\ soit injectif. Si K — AI n’est pas inversible, alors il n’est pas surjectif. Si on
choisit z € X\Im(K — AI), alors Yne N : (K — \)"z € Im(K — AI)"\Im(K — \I)"*!
par injectivité de K — AI'; donc la suite des Im(K — \I)" est strictement décroissante,
ce qui contredit le Corollaire 2.8.

(3) Par (2) et comme K et K* sont compacts, on a o,(K)\{0} = o(K)\{0} =
o(K*)\{0} = op(K*)\{0}.

(4) Par les Lemmes 2.4 et 2.7 avec J := A, on voit que ker(K — AI) est de dimension
finie et que Im(K — M) est fermé.

Comme Im(K — AI) est fermé, on sait que X/Im(K — AI) est un espace de Ba-

nach et que (X/Im(K - )\I)>* s'identifie & Im(K — M)+ = ker(K* — AI). Donc
dim(X/Im(K - )\I)>* < oo car K* est compact; et donc, par le Corollaire 1.4 du
Chapitre 5, dim (X/Im(K - )\I)) < o avec plus précisément dim (X/Im(K - /\I)) =
dim (X JIm(K — I )) o dim ker(K™* — AI). Si on veut absolument éviter les quotients,

on peut écrire les choses ainsi : comme Im(K — AI) est fermé, on a Im(K — A\) =
(Im(K — )\I)i)L = ker(K™* — A\I) | ; et donc, puisque K* est compact, Im(K — AI) est
de codimension finie, égale a dim ker(K™ — \I).

Par la formule du binéme (applicable car K et AI commutent), on a (K — \[)" =
Z?ZO(—l)"_j (?) A"IKJ. Comme K7 est compact pour tout j > 1, on en déduit que
(K—=X)" =R+ (—1)"A\"I := R — pul, ou R est un opérateur compact. Donc on peut
appliquer ce qui précede.

(5) Par le Corollaire 2.8, la suite des ker(K — AI)" et la suite des Im(K — AI)™ sont
stationnaires. Donc on peut trouver un entier n tel que ker(K —\I)"*! = ker(K —\I)"
et Im(K — A" = Im(K — A\I)™.

Notons T la restriction de K — Al a Im(K — AI)™. On a Im(T) = Im(K — A\I)"! =
Im(K —AI)", donc T : Im(K —AI)"™ — Im(K — AI)™ est un opérateur surjectif. De plus,
T est aussi injectif. En effet : si « € ker(T'), alors z € Im(K —AI)" et (K —AI)xz = 0; on
a donc z = (K — \I)"z pour un certain z € X tel que (K —\I)""1z = (K —\)x = 0;
donc z € ker(K — AI)"™! = ker(K — AI)"*, et donc z = (K — A)"z = 0. Ainsi,
T :Im(K — A)"™ — Im(K — X\I)™ est inversible.

Soit S :=T~!: Im(K —\)"* — Im(K — M), et soit 7 : X — X l'opérateur défini par
m(x) := S"(K — AI)"z. Comme S™ : Im(K — AI)" — Im(K — AI)" est inversible, on
a Im(r) = Im(K — AI)". Siv € Im(n) = Im(K — AI)"™, on peut écrire m(v) = S"T"v,
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donc w(v) = v. Donc 7 est une projection d’image Im(K — AI)". De plus, comme S"
est injectif, on a ker(mw) = ker(K — AI)™. On a ainsi trouvé une projection d’image
Im(K — AI)™ et de noyau ker(T' — AI)"™, donc X = ker(K — A\I[)" @ Im(K — \I)".
(6) Avec les notations de (5), posons E := ker(K —AI)" et F':= Im(K —\I)". Alors E
et I sont invariants par K —Al,on a X = E® F, et (K — M)y est un isomorphisme
de F sur F. On en déduit que Im(K — ) = (K =X )(E)®F = Im((K —\)|p) ® F,
et que ker(K — )\I) ker(K — M) n E = ker (K — M)|g). Comme X = E@ F
et Im(K — AI) = Im((K — A) |E) ® F, la codimension de Im(K — AI) dans X est
égale & la codimension de Im((K — AI)|) dans E; et comme dim(E) < o0, on a donc
dim(X/Im(K — M) = mnmE)—wﬁmIH(Q(——ADuﬂ = dmnhx(a(-Anug =
dimker(K — AI). Enfin, on a vu dans la preuve de (4) que dim (X/Im(K - )\I)) =
*
dim (X/Im(K - AI)) — dim ker(K* — \I).
(7) La preuve repose sur le fait suivant.

FAIT. Si A e o(K) et A # 0, alors A est un point isolé de o(K).

Preuve du Fait. Il s’agit de montrer qu’il existe un voisinage V' de A dans C tel que
V no(K) ne contienne pas d’autre point que A. Autrement dit, en posant 7' := K — AI,
on cherche £ > 0 tel que T'— pl est inversible pour tout p € D(0,¢) avec p # 0.
Par (5), on sait qu'il existe un entier n et deux sous-espaces fermés E, F' € X invariants
par T tels que X = E® F, dim(F) < oo, (T|jg)" = 0 et T|p : F' — F est inversible.
Comme l’ensemble des opérateurs inversibles est un ouvert de L£(F'), on peut trouver
e > 0tel que (T'—pl)|p : ' — F est inversible pour tout 1 € D(0,¢). De plus, si p # 0,
alors (T'— pul)|g : E — E est inversible car dim(FE) < oo et la seule valeur propre de
T\g est 0 (puisque (7]g)" = 0). Donc, pour € D(0,¢) et p # 0, on a bien que T — ul
est inversible. O

Par le Fait, on voit que pour tout € > 0, I'ensemble E. := {\ € o(K); |\| = &} est fini.
En effet, comme E. < o(K)\{0}, le Fait dit que tout point A € E. posséde un voisinage
ouvert Vy tel que Vy\ n o(K) = {A\}. Comme de plus E. est compact, on peut trouver
A, AN € E. telsque E. < V), u---U V), ;etonaainsi E. = {A,..., AN}
Supposons que o(K) soit infini Soit (ej)ren une suite décroissante de nombres réels
> 0 telle que € — 0 et 0(K) < D(0,e0). On a o(K) = {0} U U, ey Ak, o1 Ay =
{\ € 0(K); exr1 < [N < ). Tous les ensembles Ay, sont finis puisque Ay, < E, .
Dongc, en énumérant les A; non vides, on obtient une suite (\,) telle que A, — 0 et
o(K) = {0} u {\,; ne N}

U

3. Calcul fonctionnel
RAPPEL. Soit A une algebre de Banach unitaire sur C, et soit a € A. Si P =
col + 1z + - - + cqz? € C[z], on peut définir

P(a) := col + cra + - + cqa’.

L’application P — P(a) est un homomorphisme de C[z] dans A, et on a vu que pour
tout P € C[z], on a

Q
—
sy

S
=

I
g
=
S

I

{P(A); Aea(a)}.
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On aimerait maintenant définir f(a) pour des fonctions f plus générales que les fonc-
tions polynomiales, et que 'application f +— f(a) conserve de bonnes propriétés.

3.1. Calcul fonctionnel holomorphe. Dans cette section, on va voir qu’on peut
définir f(a) pour toute fonction f holomorphe au voisinage du spectre de a. On va
commencer par le cas des fonctions rationnelles, qui est purement “algébrique” et
est indispensable pour traiter ensuite le cas général. Puis on considérera le cas d’'une
fonction f holomorphe dans un disque contenant o(a). Ce cas n’est pas indispensable
pour la suite ; mais comme il est simple et naturel, il aurait été dommage de ne pas en
parler séparément. Enfin, on traitera le cas général, qui demande un peu de travail.

3.1.1. Fonctions rationnelles.

NOTATION. On notera R(a) l’ensemble des fractions rationnelles R € C(z) n

ne
possedant pas de poles dans o(a). Autrement dit, R € R(a) si et seulement si R g

ou P et @ sont des polynomes et (Q n’a pas de racines dans o(a).

REMARQUE. R(a) est une sous-algebre de C(z).

Farr 3.1. Si R = g € R(a), alors Q(a) est inversible dans A et P(a)Q(a)~!
1

Q(a)"1P(a). De plus, si R = % = %, alors Pi(a)Q1(a)~" = Py(a)Qz(a

)"
Démonstration. Comme ) n’a pas de racines dans o(a), on a 0 ¢ Q(o(a)). Donc
0¢ J(Q(a)), autrement dit Q(a) est inversible dans A. Comme P(a)Q(a

) = (PQ)(a) =
(QP)(a) = Q(a)P(a), on a Q(a)~'P(a) = P(a)Q(a)~".
SiR= L % alors P1Q2 = P»Q1, donc Pi(a)Q2(a) = Pa(a)Q1(a) = Q1(a)Pa(a),
et donc Ql( )L Pi(a) = P(a)Qy ' (a). O

DEFINITION 3.2. Si R = g € R(a), on pose R(a) := P(a)Q(a)™! = Q(a) ' P(a).

PROPOSITION 3.3. L’application R — R(a) est un homomorphisme de R(a) dans
A ; plus précisément, c’est l'unique homomorphisme ® : R(a) — A dans A tel que

®(z) = a. De plus, si R e R(a), alors o(R(a)) = R(o(a)).
Démonstration. (i) Si Ry = 5- et Ry = Q22’ alors on doit a priori écrire

(R1R2)(a) = (P1P2)(a) (Qle(a)) = Pi(a)Py(a)Q2(a) ' Q1(a) ™"

Mais tout commute par le Fait 3.1; donc (R1Rs)(a) = Pi(a)Q1(a) ' Py(a)Qz2(a)~! =
Ri(a)Rz2(a). On montre de méme que (R; + R2)(a) = Ri(a) + Ra(a) (exo). Comme
1(a) = 1, laplication R — R(a) est donc un homomorphisme de R(a) dans A, et
bien sir z(a) = a. Si ® : R(a) — A est un autre homomorphisme tel que ®(z) = a,
alors ®(P) = P(a) pour tout polynéme P. Donc, si R = £ = PQ™!, alors ®(R) =

(P)2(Q)™! = P(a)Q(a)™" = R(a).
(ii) Soit R = g € R(a). Si € C, alors
Rla) = p1 = P(a)Q(a) ! — il = (P(a) — pQ(a))Q(a) .

Comme Q(a)™! est inversible on en déduit que R(a) — u1 est inversible si et seulement
si P(a) — pQ(a) est inversible. Autrement dit :

peo(a) < 0€a(Pla)— pQa)).
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Mais P(a) — uQ(a) = (P — u@)(a); done o(P(a) — uQ(a)) = (P — u@)(o(a)) =
{P(A) = nQ(\); Aeo(a)}. Donc

peo(R(a)) < Ixeo(a) : PA\)—puQ(A\) =0 < Ireo(a) : p=R(\N).
O

3.1.2. Séries entiéres. Si ) est un ouvert de C, on note H(£2) 'ensemble de toutes
les fonctions holomorphes sur Q. Evidemment, H(2) est une C-algebre.

LEMME 3.4. Soit R > r(a). Si f € H(D(0,R)) et si on écrit f(z) = D cnz®,
alors la série chak converge dans A. On peut donc poser
0
f(a) := Z cpa®.
k=0
Démonstration. Choisissons r tel que r(a) < 7 < R. Comme r(a) = limj_, |a”||'/%,
on peut trouver ko tel que Yk = ko : [af|V* < r. Alors |epa®|| < |eg|r* pour tout
k > ko, donc la série 3 |lcpa®| est convergente, et donc la série 3. ¢ra® converge dans
A puisque A est un espace de Banach. O

[ee}
CL
EXEMPLE. Pour tout a € A, on a e® Z =R

EXERCICE. Montrer que si a,b e A et si ab = ba, alors e?T? = e%eb. En déduire que
. . . -1 _
si a € A, alors e® est inversible et (ea) =e ¢

LEMME 3.5. (Formule de Cauchy)
Soit R > r(a), et soit r tel que r(a) < r < R. Pour toute fonction fonction f €
H(D(0,R)), on a
2 4 4 L dp
f(a) = f(reza)(rezel —a)™? re? —.
0 27
Démonstration. 11 faut d’abord expliquer pourquoi I’énoncé a un sens. Comme
|re??| = > r(a), on voit que re? —a est inversible pour tout # € [0, 27]. Donc I'appli-
cation 0 — f(re?)(re?1 — a)~!re? est bien définie et continue sur [0,27], & valeurs
dans l'espace de Banach A, et donc on peut U'intégrer sur [0, 27].
Ecrivons f(z) = Y o ckzt. Alors
0
f(re®)(re?1 —a) Lre! = Z cr(re® L (re?1 — )71,
k=0

et la série converge normalement sur [0, 27]. Donc on peut écrire

, . d9 & 27r
f(reza)(rewl _ a) ret? Z J k+1( 0y _ a)—l.
Il suffit donc de montrer que

27
VkeN : of = J PRHLEIR 10 (it _ g1 do
0 27

2

0
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Comme |re®| = r > r(a), on a

10 < a"
7
(Te 1 CL Z rel@ n+1’

ou la série converge dans A. La série converge en fait normalement sur [0, 27], donc
on peut écrire

27 o 27
f Tk—i—lei(k:l)@(rei@l _ a)—l die _ Z anrk—nJ ei(k—n)Gdie _ ak
0 2 fors 0 2m ’

car toutes les intégrales

Soﬂ elk=m¥ 48 valent 0, sauf celle pour n := k qui vaut 1. O

PROPOSITION 3.6. Soit R > r(a). L’application f — f(a) est un homomorphisme
de H(D(O, R)) dans A ; plus précisément, c’est l'unique homomorphisme continu @ :
H(D(0,R)) — A tel que ®(z) = a

Démonstration. On a besoin des deux faits suivants.

FarT 1. Soit r tel que r(a) < r < R, et soit K, := D(0,r). Il existe une constante
C = C, telle que

Vf e H(D(O.R)) : |f(@)] < C sup{|f(2)}: =€ K,}.

Preuve du Fait 1. D’apres la Formule de Cauchy, on a

27 d@
09 0
[f(a)] = H f( ret? (re*1 a) re 3
i i —1, 40
<JO £ [(re®1 - a) 1 | 22
< Csup{|f(2)]; z € K},
ouC =C,:= S |(re®1 — a)~1 || 4. O

FAIT 2. Les fonctions polynomiales sont denses dans H (D(O, R))

Prewve du Fait 2. C'est évident : si f € H(D(0,R)) s'écrit f(z) = D7 ciz” et si
on pose Py(z) := Y} _qckz, alors P,(2) — f(2) uniformément sur tout compact de
D(0,R), i.e. P, — f pour la topologie de H(D(O, R)) O

Par le Fait 1 et par définition de la topologie de H (D(O, R)), I’application linéaire
[+ f(a) est continue de H(D(0, R)) dans A. Comme (PQ)(a) = P(a)Q(a) pour tous
polynémes P, ) et comme les fonctions polynomiales sont denses dans H (D(O, R)) par
le Fait 2, on en déduit qu'on a (fg)(a) = f(a)g(a) pour toutes f,g € H(D(0, R)). Donc
Papplication f +— f(a) est un homomorphisme de H (D(O, R)) dans A.

Sid:H (D(O, R)) — A est un autre homomorphisme continu tel que ®(z) = a, alors
®(P) = P(a) pour toute fonction polynomiale P, et donc ®(a) = f(a) pour toute
feH (D(O7 R)) par densité des fonctions polynomiales dans H ( )) O

7
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REMARQUE. Il est également vrai qu'on a o(f(a)) = f(o(a)) pour toute f €
H (D(O, R)) ; mais a ce stade, ce n’est pas du tout évident! Comme dans le cas des
polyndémes, on montre que f(o(a)) € o(f(a)) en factorisant. Pour I'inclusion inverse,
il suffirait de savoir que si une fonction f € H(D(0, R)) ne s’annule pas sur o(a), alors
f est inversible dans H (D(O7 R)), autrement dit ne s’annule pas sur le disque D(0, R) ;
mais ceci est visiblement faux.

3.1.3. Cas général.

DEFINITION 3.7. On note H(a) l'ensemble de toutes les fonctions f définies et
holomorphes sur un ouvert Q = Qy < C contenant o(a). On identifie deux fonctions
frg € H(a) s’il existe un ouvert U 2 o(a) tel que f =g sur U.

REMARQUE 1. H(a) est une C-algebre commutative unitaire.

REMARQUE 2. Si R € R(a), alors la fonction rationnelle associée R appartient a

H(a), et Papplication R — R est un homomorphisme injectif. Donc, on peut considérer
que R(a) < H(a).

Démonstration. Tout est évident sauf I'injectivité : il faut voir que si Ry, R € R(a)
et si R1(z) = Ra(z) sur un ouvert U 2 o(a), alors Ry = Ra. Si on écrit R; = %, alors
P1(2)Q2(2) = P2(2)Q1(z) sur U. Mais PiQ2 et P,@Q; sont des polynémes et U est
infini ; donc P,@Q1 = P1Q2, et donc Ry = Ro». O

REMARQUE 3. Une f € H(a) est inversible dans H(a) si et seulement si f(z) # 0
pour tout z € o(a).

Démonstration. La fonction f est définie et holomorphe sur un ouvert Q 2 o(a).
Si f est inversible dans H(a), on peut trouver une fonction g holomorphe au voisinage
de o(a) tellle que f(2)g(z) = 1 sur un ouvert U 2 o(a); en particulier f(z)g(z) =1
pour tout z € o(a), et donc f(z) # 0 sur o(a). Inversement, supposons que f(z) # 0
pour tout z € o(a). Comme f est continue sur 2, ensemble Q' := {2z € Q; f(z) # 0}
est un ouvert de C, et ' 2 o(a). La fonction g := 1/f est bien définie et holomorphe
sur ', donc g € H(a); et gf =1 = fg dans H(a). O

DEFINITION 3.8. Soit (fn)nen une suite d’éléments de H(a), et soit f € H(a). On
dit que “fy,, tend vers f dans H(a)” s’il existe un ouvert U 2 o(a) tel que

o f et les fr, sont définies et holomorphes sur U ;
o fn— f dans H(U), i.e. fo(2) — f(z) uniformément sur tout compact de U.
REMARQUE. On dira qu’une application ® = H(a) — A est séquentiellement

continue si, pour toute suite (fp)nen S H(a) telle que f, — f € H(a), on a que

(fn) = (/).

THEOREME 3.9. Il existe un unique homomorphisme séquentiellement continu @, :
H(a) — A tel que ®4(z) = a. Si on pose f(a) := ®4(f), alors les choses suivantes ont
lieu pour toute f € H(a) :

e f(a) est limite d’éléments de A de la forme R(a), ot R € R(a) ;
e f(a)b="bf(a) pour tout be A tel que ab = ba ;

* o(f(a)) = f(o(a)).
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On dit que @, est le calcul fonctionnel holomorphe associé a a.

L’idée de la preuve de ce théoreme est tres simple : on va montrer que le “calcul
fonctionnel rationnel” R(a) 3 R — R(a) possede une bonne propriété de continuité,
qui permet de I'étendre & H(a) “par densité”. Les détails techniques sont cependant
non triviaux. On va avoir besoin de deux lemmes.

LEMME 3.10. Si V' est un ouvert borné tel que o(a) < V', il existe une constante
C = Cy < w telle que : pour toute fraction rationnelle R n’ayant pas de poles dans
V, on a

|R(a)| < Cv sup {|R(2)]; z € V}.

Démonstration. Si V' était un disque D(0,r), il suffirait d’appliquer la formule
de Cauchy comme dans la preuve de la Proposition 3.6 (Fait 1). Pour un ouvert V'
quelconque, 'idée est la méme mais la mise en oeuvre est plus délicate.
Dans ce qui suit, on note m la mesure de Lebesgue sur C = R2. D’autre part, si ¢ est
une fonction de classe C' sur un ouvert Q € C = R?, on pose

_ 1
Op = 3 (Ozp + Oyp) -

Avec cette notation, on voit en particulier qu'une fonction ¢ € C 1(Q) est holomorphe
sur €2 si et seulement si dp = 0 (équation de Cauchy-Riemann). Enfin, on note Cly(C)
I’ensemble des fonctions de classe C! & support compact sur C.

Ip(u)

u—z

FAIT 1. Pour toute fonction ¢ € C},(C) et pour tout z € C, la fonction u
est intégrable sur C = R?, et on a

o) = = [ S ).

™ u—z

Preuve du Fait 1. Par translation, il suffit de démontrer le résultat pour z := 0. La
fonction u — 1/u est définie sur C\{0}, donc m-presque partout, et elle est intégrable
sur tout disque D(0, R) < C, car

1 R r2m 1
f —dm(u) = J f —rdrdf = 27R < 0.
D(0,R) 2| o Jo T

Comme 0¢ est continue & support compact, on en déduit que la fonction u —
intégrable sur C. '
Si on passe en coordonnées polaires, u = (z,y) = re’

i0 ;
5g0=e (6(,0+18<,0>

09 (u)
—u est

9 on trouve (exo classique)

2 \or "roo

op(u) _ foo sz e? (oo idp 1
JC " dm(u) = R = + " 20 ) X ot rdrdf
1 2m 0 590 1 (®; 2m agp

_1 JQ [gp(reie)]T::) do + % JOO ;[@(Teie)]ez% dr

2 J;, e 60
= —mp(0) +0.

Donc
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FAIT 2. Si x € Cly(C) est telle que x(u) = 0 sur un ouvert U < C, alors
VaeUVnelZ : f ox(u)(u — a)"dm(u) = 0.
C

Preuwve du Fait 2. Comme 0y := 0 sur U, les fonctions u + dx(u)(u — a)™ sont
bien définies sur C (méme pour n < 0), et elles sont continues & support compact.
Donc les intégrales ont un sens.

Par le Fait 1, on a {-dx(u)(u — a)~*dm(u) = —7wx(a) = 0 pour tout a € U. En
dérivant par rapport & «, on en déduit § Ix(u)(u — a)"dm(u) =

pour tout n < —1.

Sin = 0, la fonction f,,(u) := (u — )™ est holomorphe sur C, donc df, = 0 et donc
ox(u)(u—a)™ = d(x fn)(u) puisque d(x fn) = (0x)fn + x(0fn). La fonction x f,, est de

classe C! & support compact, donc § d(x fr) dm = 0, et donc - Ox(u)(u—a)dm(u) =
0. [l

0 pour tout a € U et

Le fait suivant joue le role de la formule de Cauchy.

FAIT 3. Soit W un ouvert de C tel que o(a) € W et W < V, et soit x € Cly(C)
telle que x = 1 sur W et x = 0 en dehors de V. Pour toute fraction rationnelle R
n’ayant pas de poles dans V', on a

Rla) = — - f I (W) R(w)(a — u1)~" dm(u).
W

™

Preuve du Fait 3. Comme o(a) € W et que R n’a pas de poles dans V, la fonction
u — Ox(u)R(u)(a — ul)~! est bien définie et continue sur le compact V\W, & valeurs
dans ’espace de Banach A ; donc on peut I'intégrer sur V\W. Par ailleurs, la fonction
0x est identiquement nulle sur W et en dehors de C\V. Donc, au lieu de SV\W’ on peut

écrire SC ; et donc il s’agit de montrer que

R(a) —% L Ay (w)R(w) (@ — u1)~! dm(u).

La fraction rationelle R peut se décomposer en éléments simples : elle est donc somme

d’un polynéme P et de termes de la forme (z—%)lﬁ avec k € N et a € C\V. De plus,

si on fixe a € C\V, le polynéme P est somme de termes de la forme (z — o), k € N.
Donc, pour démontrer la formule souhaitée, il suffit de prouver que

_ 1 [ _
Vae C\VV¥neZ : (a—al)" = —J ox(u)(u — a)"(a —ul) "t dm(u).
™ Jc
Dans la suite, on fixe a € C\V, et pour n € Z on pose
by, := J Ox(uw)(u—a)(a —ul)~"tdm(u).
C

D’apres I’équation résolvante, on a

Vue C\o(a) : (a—ul) ' =(a—al)™ +(a—al) (u—a)(la—ul)"t
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Donc on peut écrire

by = (@ —al)™! JV\W ox(u)(u — a)dm(u)

+(a—al)™? fv\w ox(u)(u — )" (a —ul) ™t dm(u);

autrement dit

by = (a—al)™! f ox(u)(u — )"dm(u) + (a — al) tbyy1.
V\W
De plus, comme x = 0 sur U := C\V, on a
J ox(u)(u — a)"dm(u) =0 d’apres le Fait 2.
C

On obtient ainsi
bpt1 = (a—al)b, pour tout n € Z.

Pour conclure, il suffit donc de montrer que %bo = —1, autrement dit
1 _
- J ox(u)(a —ul)tdm(u) = —1.
T Jc

Pour cela, I'idée est de changer de fonction x. Soit R > |al|, et soit n € Cly(C) telle
que n(u) = 1 sur D(0,R) 2 o(a). Alors x(u) — n(u) = 0 au voisinage de o(a). Donc
si on pose f(u) := (a —ul)~!, la fonction (x — n)f est bien définie sur C et de
classe C! & support compact (3 valeurs dans A); et comme f est holomorphe sur
C\o(a ) on peut écrire dx(u)(a — ul) ™t — dn(u)(a —ul)™' = d((x —n)f)(u). Comme
SC ( )dm = 0 puisque (9(()( n) f) est de classe C! & suport compact, on a
donc

fﬁx (a —ul) " tdm(u Jan (a —ul) " tdm(u)

= J  In(uw)(a —ul) tdm(u).
C\D(0,R)

Maintenant, si u € C\D(0, R) alors |u| > ||a|,, donc on peut écrire

© k

-1 a .
(a—ul)™ ==

k=0

et la série converge normalement sur tout compact de C\D(0, R). Comme 07 est conti-
nue a support compact, on a donc

7ua—u*1mu=—oo on(u) —— dm(u
oo @0 m) == 3 | o) s dm)

o2 on(u
S Z ak . UZ(Jrl) dm(u).

k=0

Mais comme 7 = 1 sur le disque D(0, R), on a { on(u) dm(u) = 7 sur D(0, R) d’apres

u—z

la Fait 1, et donc (271:))n dm(u) = 0 sur D(0, R) pour tout n > 2 en dérivant par
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rapport a z. En particulier, en prenant z := 0, on voit que SC il—(fl) dm(u) vaut 7 pour
k :=0 et 0 pour tout k£ = 1. Donc on obtient

1 Ox(u)(a —ul) tdm(u) = —a® = —
= [ ax@a— ) amw) 1.
O

Il est maintenant tres facile de terminer la preuve du lemme. Si x est comme dans le
Fait 3, alors on a pour toute fraction rationnelle R sans poéles dans V :

@< [ PR @ 1))

< C sup{R(u); ue V},
o C:=1 SV\W [ox (u) (@ — ul) =Y dm(u). O

LEMME 3.11. Si Q est un ouvert de C, alors les fonctions rationnelles sans poles
dans Q sont denses dans H () pour la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact.

Démonstration. 1l s’agit d’un cas particulier du Théoréme de Runge, un résultat
“bien connu” d’analyse complexe. Méme si on a tous les outils pour le démontrer, on
admettra le résultat. O

COROLLAIRE 3.12. Pour toute f € H(a), il existe une suite (Ry)neny S R(a) telle
que R, — f dans H(a).

Démonstration. C’est évident par le lemme. O

Prewve du Théoréme 3.9. (i) Pour l'existence du calcul fonctionnel ®,, tout va
découler du fait suivant.

FAIT. Soit f € H(a). Si (Rn)nen S R(a) est telle que R, — f dans H(a), alors la
suite (Rp(a)) converge dans A. De plus, lim Ry, (a) est indépendante de la suite (R,,)
telle que R, — f.

Preuve du Fait. Par définition de la convergence dans H(a), il existe un ouvert U <
o(a) tel que f est holomorphe sur U, les R,, n’ont pas de pole dans U et R,,(z) — f(2)
uniformément sur tout compact de U. Comme o(a) est compact, on peut trouver un
ouvert borné V tel que o(a) S V et V < U. Alors la suite (R,) converge uniformément
sur V, donc |Ry(z) — Ry(2)| — 0 uniformément sur V quand p,q — oo. D’apres le
Lemme 3.10, on en déduit que |R,(a) — Rp(a)| — 0 quand p,q — co. Donc la suite
(Rn(a)) est de Cauchy dans A, et donc elle converge dans A. Si (S,,) € R(a) est une
autre suite telle que S,, — f, alors R,, — S,, — 0 dans #H(a), donc | R, (a) — Sy(a)| — 0
grace au Lemme 3.10, et donc lim S,,(a) = lim R, (a). O

Par le Fait, on peut poser pour toute f € H(a) :
O, (f) := lim Ry(a),
n—aoo

ou (R,) est n’importe quelle suite d’éléments de R(a) telle que R,, — f dans H(a).
Comme 'application R — R(a) est un homomorphisme de R(a) dans A, on vérifie tres
facilement que ®, est un homomorphisme de H(a) dans A. De plus, on a ®,(R) = R(a)
pour toute R € R(a) (on peut prendre R,, := R), donc certainement ®,(z) = a.
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Montrons que 'application ®, : H(a) — A est séquentiellement continue. Soit (fy,)nen
une suite d’éléments de H(a) telle que f,, — f € H(a). Par définition de la convergence
dans H(a), on peut trouver un ouvert U 2 o(a) tel que f et les f,, sont holomorphes
sur U et f,(z) — f(z) uniformément sur tout compact de U. Soit V' un ouvert borné
tel que o(a) €V et V C U. Par le Lemme 3.11 appliqué avec Q := U, on peut choisir
des suites (Rg)ken €t (Rin)ken de fractions rationnelles sans poles dans U telles que
R, — f dans H({U) et Yn € N : Ry, — f, dans H(U) quand & — 0. Avec les
notations du Lemme 3.10, on a | Ry ,(a) — Ri(a)| < Cv sup{|Rin(z) — Ri(2)|; z€ V}
pour tous k,n € N. En faisant k — o0, on en déduit que

¥neN : [®q(fn) — Pa(f)] < Ov sup{|fu(z) — f(2)]; z€ V}.

Comme f,,(2) — f(z) uniformément sur V puisque V est un compact de U, cela montre
que 4 (fn) = Pa(f).

(ii) L'unicité est facile & démontrer : si ® est un homomorphisme de H(a) dans A tel
que ®(z) = a, on a nécessairement ®(R) = R(a) pour toute R € R(a); et si ® est de
plus séquentiellement continu, on en déduit que & = &, par “densité séquentielle” de
R(a) dans H(a).

(iii) Désormais, on écrit f(a) au lieu de ®,(f). Soit f € H(a).

Par définition, f(a) est limite d’éléments de A de la forme R(a), ou R € R(a); donc
f(a)b = bf(a) pour tout b € A tel que ab = ba (exo). Il reste & montrer que o(f(a)) =
f(o(a)).

Si A € o(a), alors la fonction z — f(z) — f(\) appartient & H(a) et s’annule en A. Donc
on peut trouver g € H(a) telle que f(z) — f(A) = (2 — A\)g(z) au voisinage de o(a).
On a donc f — f(A\)1 = (z — A\1)g = g(z — A1) dans H(a), et donc f(a) — f(N\)1 =
(a—A1l)g(a) = g(a)(a — A1). Comme a — A1 n’est pas inversible dans A, on en déduit
que f(a) — f(A)1 n’est pas inversible dans A, i.e. f(\) € o(f(a). Ainsi, on a montré
que f(o(a)) < o(f(a))-

Inversement, soit u € o(f(a)). Alors (f — pl)(a) = f(a) — p1 n’est pas inversible dans
A, donc f— pl n’est pas inversible dans H(a). Donc f — 1 doit s’annuler en au moins
1 point de o(a); autrement dit p € f(o(a)). O

REMARQUE 1. Comme 'algebre H(a) est commutative, on a f(a)g(a) = g(a)f(a)
pour toutes f,g € H(a).

REMARQUE 2. Si f € H(a) est holomorphe dans un disque D(0, R) avec R > r(a)
et si on écrit f(2) = Y77, cxak, alors f(a) = D0, cpat.

Démonstration. Si on pose Py, (z) 1= Y3 _, cx2", alors P,(2z) — f(z) uniformément
sur tout compact de D(0, R), donc P,, — f dans H(a), et donc P,(a) — f(a). Comme
P,(a) = Y17 cka® pour tout n € N, on a donc f(a) = D0, cxat. O

REMARQUE 3. Si f € H(a), on peut donner une formule pour f(a) : on a
1 [ = _
fla) = = | ot fw)a — ) dma),

ot x est n'importe quelle fonction de classe C! & support compact telle que x(z) = 1
au voisinage de o(a).

Démonstration. Cela a été démontré dans la preuve du Lemme 3.10 lorsque f est
une fonction rationnelle (Fait 3); et le cas général s’en déduit par approximation. [
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COROLLAIRE 3.13. (Théoréme de décomposition de Riesz)
Soit X un espace de Banach complexe, et soit T € L(X). On suppose que o(T') peut se
décomposer sous la forme o(T) = 01U 09, ot 01 et o9 sont des compacts non vides tels
que o1 N oo = . Alors on peut décomposer l'espace X sous la forme X = X1 @ Xo,
ou X1 et Xo sont des sous-espaces fermés invariants par T tels que U(ﬂXl) =0 et
O'(T|X2) = 09. De plus, cette décomposition est unique.

Démonstration. Soient V7 et V5 des ouverts de C tels que 0; € V; et Vi n Vo = F,
et posons  := V; u Va. Alors les fonctions 1y, et 1y, sont holomorphes sur €2 (!) donc
appartiennent a H(7") puisque Q 2 o(T'). Posons p; := 1y, (T) pour ¢ = 1,2. Comme
1%/1, = 1y, on a p? = p;, autrement dit p; et po sont des projections. De plus, on a
p1+p2 =1 car 1y, + 1y, = 1, et p1ps = 0 = pap; car 1y, 1y, = 0. Donc, si on pose
X :=Im(p;) = ker(I — p;), alors X = X; ® Xo; et les sous-espaces X; sont invariants
par T car p;T = Tp;.

Posons T; := Ty, : X; — X;, et montrons que o(T;) = o; pour ¢ = 1,2. Comme
T =T1®T», onaoc(lT)=o0c(T1)vo(lz) (exo). Comme par ailleurs o(T') = o1 U 02
et 01 N oy = J, il suffit donc de montrer qu’'on a o(T;) < o; pour i = 1,2. On

peut évidemment se contenter de montrer que o(71) € o;. Soit A € C\oy. Comme
z — A ne s’annule pas au voisinage de o1, il existe une fonction g holomorphe au
voisinage de o(T) telle que (z — \)g(z) = 1 au voisinage de o1 et g(z) = 0 sur V5.
Alors (z — A1)g = 1y, dans H(T), donc (T'— AI)g(T') = p1 = g(T)(T' — AI). Comme
(P1)1x, = Ix,, on en déduit que si on pose R := g(T), alors T} — My, est inversible
d’inverse R|y,. Donc A ¢ o(T1); et ainsi, on a montré que o(71) S 07.

Supposons qu’on ait une autre décomposition X = X{@®X) avec o (T XZ() = 0;. Notons pj
et p), les projections associées & cette décomposition. Comme X et X} sont invariants
par T', les projections p; commutent avec 7. Donc p;-pj = pjpg pour tous 7, j € {1,2} car
p1 et py ont été obtenues par calcul fonctionnel holomorphe. On en déduit (exo) qu’on
aX;=XinX)D(X1n X)) et X = (X1 nX))D (X2 X)), tous les sous-espaces
considérés étant invariants par 7. Par conséquent, si on suppose que X1 n X} # {0},
on a d’une part o(T|x,~x;) € 0(Ijx,) = o1, et dautre part o(T|x,~x;) € o(Tix;) =
09 ; donc J(T|meé) = (J, ce qui est absurde. Ainsi, on a X; n X} = {0}; donc
X1 = X1 n X1, i.e. X] € X;. LVinclusion inverse se démontre de la méme fagon ; donc
X1 = X/, et de méme Xy = XJ. O

THEOREME 3.14. Si f € H(a) et g € H(f(a)), alors go f € H(a) et (go f)(a) =
g9(f(a)).

Démonstration. La fonction f est holomorphe sur un ouvert U 2 o(a), et g est
holomorphe sur un ouvert V 2 o(f(a)). Comme o(f(a)) = f(o(a)),on a f(o(a)) € V.
Donc  := f~Y(V) est un ouvert contenant o(a), sur lequel g o f est bien définie
et holomorphe; et donc g o f € H(a). Si on pose ®(g) := (g o f)(a), alors ® est
visiblement un homomorphisme de H(f(a)) dans A tel que ®(z) = f(a). De plus, on
vérifie sans difficulté que @ est séquentiellement continu. Donc ®(a) = g(f(a)) pour

toute g € H(f(a)). 0

COROLLAIRE 3.15. Si a € A vérifie r(a — 1) < 1, en particulier si |a — 1| < 1,
alors a admet un logarithme : il existe u € A tel que e = a.

Démonstration. Par hypotheése, on a o(a—1) € D(0,1). Comme o(a—1) = o(a) —
1, on en déduit o(a) < D(1,1) < C\R™. Soit log la détermination principale du
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logarithme complexe. La fonction log est holomorphe sur C\R™, donc log € H(a). On
peut donc définir v := log(a). Comme €!°8(*) = 2 pour tout z € C\R~, on a expolog = z
dans H(a), donc e* = €'°8(®) = expolog(a) = a par le théoréme. g

3.2. Calcul fonctionnel continu. Dans cette section, H est un espace de Hilbert
complexe.

3.2.1. Opérateurs auto-adjoints.

THEOREME 3.16. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint. Il existe un unique
homomorphisme continu Uy : C(o(T)) — L(H) tel que ¥p(x) =T, ou x € C(o(T))
est la fonction x — x. Si on pose Wp(f) := f(T), alors les propriétés suivantes ont
lieu pour toute f € C(o(T)).

(i) f(T) est limite d’opérateurs de la forme P(T) ot P est un polynome.
(i) S = [flleo-
(iii) f(T)* = f(T).
(iv) f(T)A = Af(T) pour tout Ae L(H) tel que TA = AT.
(v) o(f(T)) = f(a(T)).

On dit que VU est le calcul fonctionnel continu associé a Uopérateur T.

)
)
)
)

Démonstration. Le point clé est le fait suivant.

FArT. Pour tout polynéme P € C[x], on a o(P(T)) = P(o(T)) et |P(T)|| =
sup {|P(z)]; z € o(T)}.

Prewve du Fait 1. On sait depuis longtemps que o(P(T)) = P(o(T).
Comme T est auto-adjoint (il suffirait que T soit normal), P(T) est un opérateur
normal; donc |P(T)| = r(P(T)), autrement dit [P(T)| = sup {|A|; A € o(P(T))};
d’ou le résultat puisque o(P(T)) = P(o(T)) = {P(z); z € o(T)}. O

Notons P < C(0(T")) I’ensemble des fonctions polynomiales. Par le Fait, si p € P et si
Py et P, sont deux polynomes tels que Pi(x) = p(z) = Py(z) sur o(T), alors P, (T) —
Py(T) = (P1—P2)(T) = 0 puisque (P; — P2)(z) = 0 sur o(T) ; donc Py (T) = P5(T'). On
peut donc poser ¥ (p) := P(T), ou P est n’importe quel polynome tel que P(z) = p(z)
sur o (7). L’application ¢ : P — L(H) ainsi définie est un homomorphisme de P dans
L(H), et ¥r est de plus une isométrie par le Fait : on a |7 (p)|| = |p|w pour toute
peP.

Comme T est auto-adjoint, o(T") est un compact de R ; donc P est dense dans C(o (7))
d’apres le Théoreme de Weierstrass. On peut donc prolonger 'application linéaire
continue 7 en une application linéaire continue ¥r : C(o(T')) — L(H); et Ur est
un homomorphisme d’algebres isométrique car ¢ en est un (exo). Ainsi, en posant
f(T) := Up(f), on a un homomorphisme continu f — f(T) tel que |f(T)| = |f]w
pour toute f € C(a(T)).

Si¥:C(o(T)) — L(H) est un autre homomorphisme tel que ¥(x) = T, alors ¥(p) =
p(T) = Yp(p) pour toute fonction polynomiale p; et si ¥ est de plus continu, alors
U = Ur par densité de P dans C(o(T)).

La propriété (i) est vraie par définition de ¥p : si f € C(o(T)), on peut trouver une
suite de polynomes (P,) telle que P,(z) — f(x) uniformément sur o(T), et alors
P.(T) = ¥¢(P,) — Yr(f) = f(T) par continuité de WUp. La propriété (ii) a déja
été vue. Pour (iii), on observe que si p = agl + a1x + --- + agx? € P, alors p(T)* =
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Gl +aT+---+agT?=p(T) car T = T* et (donc) x est & valeurs réelles sur o(T);
donc (iii) découle de (i) par continuité de Wp. La propriété (iv) découle également de
(i), car si AT = TA, alors A*¥T = T A¥ pour tout k € N et donc AP(T) = P(T)A pour
tout polynéme P.

I reste & montrer qu’on a o (f(T)) = f(o(T)) pour toute f € C(a(T)).
Comme V7 est un homomorphisme de C(T) dans L(H), on a

o(f(T)) = orm)(Yr(f)) € ey (f) = flo(T)).

Inversement, soit A € f(o(T)), et choisissons zg € o(T) tel que f(xg) = A. Soit (pn)
une suite de fonctions polynomiales telle que p, — f dans C(o(T)). Alors p,(zo) €
pn(0(T)) = o(pn(T)) pour tout n € N, autrement dit p,(T") — pn(x0)1 n’est pas in-
versible dans £(H). Comme p,(T) — pn(z0)1 — f(T) — A1 par continuité du calcul
fonctionnel et comme ’ensemble des opérateurs non-inversibles est fermé dans L(H),
on en déduit que f(T') — AI est non-inversible, i.e. A € o(f(T)). O

REMARQUE. Le calcul fonctionnel continu est compatible avec le calcul fonctionnel
holomorphe : si f € H(T), alors f(T) = (f|0(T))(T).

Démonstration. L’application ® : f — (f‘U(T))(T) = Vr(fis(r)) est un homomor-
phisme de H(T') dans L(H) tel que ®(z) = T'; et ¢ est séquentiellement continu car
I'aplication f — fi,(1) est séquentiellement continue et Wr est continu. Donc ® est le
calcul fonctionnel holomorphe ®7. O

THEOREME 3.17. Soit T € L(H) auto-adjoint. Si f € C(o(T')) est a valeurs réelles
et si g€ C(f(a(T))), alors (go f)(T) = g(f(T)).

Démonstration. La fonction g o f est bien définie et continue sur o(7), donc
Popérateur (g o f)(T) est bien défini. De méme, g(f(7T")) a un sens car l'opérateur
f(T) est auto-adjoint (f est a valeurs réelles) et g est continue sur o(f (7)) = f(o(T)).
Comme ’application g — ¢(f(7")) est un homomorphisme de C(o(f(T")) dans L(H),
on a P(f(T)) = (Po f)(T) pour tout polynéme P; donc ¢g(f(7T)) = (g o f)(T) pour
toute g € C(o(f(T')) par approximation. O

Comme illustration du calcul fonctionnel, on peut maintenant redémontrer tres
rapidement l’existence et 'unicité de la racine carrée d’un opérateur positif, qu’on
avait établie “a la main” au Chapitre 1.

COROLLAIRE 3.18. Si T € L(H) est un opérateur positif, alors il existe un unique
opérateur positif S tel que S*> = T. De plus, on a SA = AS pour tout A e L(H) tel que
TA = AT. On dit que S est la racine carrée de T, et on écrit S = /T ou S = T2,

Démonstration. Comme T est positif, il est auto-adjoint avec o(T") € R*. Donc la
fonction f(z) := 4/x est bien définie et continue sur o(T"), et on peut poser S := f(T).
Alors S* = f(T) = f(T) = S puisque f est & valeurs réelles, S est positif car o(9) =
f(o(T)) < RT, et S? = f2(T) = x(T) = T. Donc S convient. De plus, on a AS = AS
pour tout A € L(H) tel que AT = T' A puisque S est de la forme f(T).

Pour 'unicité, on utilise le théoréme de composition : si S’ est un opérateur positif tel

que S = T alors S = x(5") = Vx2(8') = \/x2(S") =/S2 =+/T = S. O

Voici une autre illustration du calcul fonctionnel.
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COROLLAIRE 3.19. Un opérateur T € L(H) est positif et inversible si et seulement
si il existe un opérateur auto-adjoint L tel que T = e*. Dans ce cas, lopérateur L est
UnLque.

Démonstration. Si T = el avec L* = L, alors T est auto-adjoint car la fonction

expiyzy € C(o(L)) est a valeurs réelles, et o(T) = exp(o(L)) < ]0,00[. Donc T est
positif et inversible.

Inversement, si T" est positif et inversible, alors o(7") < ]0, o[, donc la fonction In est
(bien définie et) continue sur o(7"). On peut donc poser L := In(T"). Alors L est auto-
adjoint car In est & valeurs réelles, et e* = exp(In(T)) = (expoln)(T) = x(T) = T.
Si L' est un autre opérateur auto-adjoint tel que e’ = T', alors L' = (Inocexp)(L') =
In(e”) = In(T) = L. O

Ezxercice. Soit K un compact de R, et soit f : K — R une fonction continue
et ingective. Montrer que si 11,7, € L(H) sont des opérateurs auto-adjoints tels que
U(Tl) =K = O'(TQ) et f(Tl) = f(Tg), alors 77 = T5.

REMARQUE 3.20. Si T est un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert réel,
alors on peut définir f(T) pour toute fonction f € C(o(T)) a valeurs réelles, et les
propriétés du calcul fonctionnel restent les mémes.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout polynéme P a coefficients réels,
on a o(P(T)) = P(o(T)) : si ce point est acquis, on peut recopier la preuve du
Théoreme 3.16 en utilisant la Remarque 1.28 et la densité des fonctions polynomiales
a coefficients réels dans Cr(o(T)).

On a P(o(T)) < o(P(T)) pour tout P € R[x| d’apres la Proposition 1.13.

Pour la réciproque, il suffit de montrer que si P € R[x] ne s’annule pas sur o(T"), alors
P(T) est inversible dans L(H).

Le polynéme P se décompose sous la forme P = (x—a1) -+ (x—a,)@Q, 0l aq,...,a, €R
et @ € R[x] n’a pas de racines réelles ; donc P(T) = Q(T)(T'—a11) -+ (T—a,I). Comme
P ne s’annule pas sur o(7T), les «; n’appartiennent pas a o(7T) et donc l'opérateur
(T —oqI)--- (T — a,I) est inversible. Il suffit donc de montrer que l'opérateur Q(T")
est inversible.

Comme () n’a pas de racines réelles, il est par exemple > 0 sur R; et comme c’est un
polynéme, Q(z) tend vers +00 quand x — +o0. Donc on peut trouver £ > 0 tel que
Q(x) > € pour tout x € R. Si on pose R := @ — €1, alors R € R[x] et R(x) > 0 pour
tout = € R. En décomposant R dans C[z], on voit qu’on peut trouver des polynomes
A et B & coefficients réels tels que R = A% 4+ B2. Alors R(T) = A(T)? + B(T)? =
A(T)*A(T) + B(T)*B(T) car T est auto-adjoint ; donc R(T') est un opérateur positif.
Comme R(T) = Q(T) — eI, on a donc {Q(T)u,u) > ¢ |u|? pour tout u € H. Donc
Q(T) est un plongement, et donc Q(T') est inversible car Q(T') est auto-adjoint. O

3.2.2. Opérateurs normauz. On voudrait maintenant montrer ’existence d’un cal-
cul fonctionnel continu pour tout opérateur normal T' € L(H). Les idées sont les mémes
que dans le cas auto-adjoint, mais la preuve est plus délicate.

NOTATION. On note C[X,Y] lalgebre des polynomes & 2 indéterminées a coeffi-
cients complexes. Si P = ] ¢j ;1 X ky* e C[X,Y], si A est une algebre de Banach avec

unité et si a,b € A, on pose
P(a,b) := ch,lakbl.
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REMARQUE. Si ab = ba, alors I'application P — P(a,b) est un homomorphisme de
C[X,Y] dans A.

THEOREME 3.21. Soit T € L(H) un opérateur normal. Il existe un unique homo-
morphisme continu W : C(o(T)) — L(H) tel que Yp(z) =T et Vp(z) = T*. Si on
pose f(T) := Wp(f), alors les propriétés suivantes ont lieu pour toute f € C(o(T)).

(i) f(T) est limite d’opérateurs de la forme P(T,T*) ou P € C[X,Y].
() 1)) = e
(i) f(T)* = F(T).
(iv) f(INA = Af(T) pour tout Ae L(H) tel que TA = AT et T*A = AT*.

(v) o(f(T)) = f(a(T)).

Remarque. L'hypothese faite sur A dans (iv) est en fait redondante : on peut
montrer que si AT = TA, alors AT* = T*A (Théoréme de Fuglede-Putnam).

Pour la preuve du Théoreme 3.21, le point clé est le fait suivant.

Farr 3.22. Soit T € L(H) un opérateur normal. Pour tout polynome P € C[X,Y],
on a o(P(T,T*)) = {P(2,2); z€ a(T)} et |P(T,T*)| = sup {|P(z,2)|; z€ o(T)}.

Ce résultat n’est absolument pas évident. Pour le montrer, on a besoin de 4 lemmes
intéressants pour eux méme. Dans ce qui suit, on dira qu’une sous-algebre B < L(H)
est auto-adjointe si elle est stable par passage a 'adjoint : T e B = T* € B.

LEMME 3.23. Si B < L(H) est une sous-algebre fermée et auto-adjointe contenant
I, alors VS € B : ary)(S) = op(S).

Démonstration. 11 faut seulement prouver que VS € B : 05(S) S oz (5) ; ce qui
revient a montrer que si R € B est inversible dans £(H ), alors R est inversible dans B,
i.e. R7' e B.

Comme R est inversible dans L£(H), opérateur R*R est également inversible dans
L(H), donc 0 ¢ oz(g)(R*R). Mais R* R est auto-adjoint, donc o) S R. En particu-
lier, C\oz(g)(R*R) est connerve car C\K est connexe pour tout compact K < R.
D’apres la Proposition 1.19, on en déduit que o) (R*R) = op(R*R); et donc
0 ¢ op(R*R). Ainsi R*R est inversible dans B, i.e. (R*R)™' € B. Mais R™! =
R™YR*)"'R* = (R*R)"'R*, donc R~' € B puisque B est une algebre auto-adjointe.

U

NOTATION. Si A est une C-algebre avec unité, on note Hom(A, C) I'ensemble de
tous les homorphismes d’algebres v : A — C.

LEMME 3.24. Soit A une algébre de Banach commutative avec unité. Sia € A, on
a l’équivalence suivante :

a inversible dans A <= ~(a) # 0 pour tout v € Hom(A, C).

Démonstration. Si a est inversible, alors 1 = (1) = v(a)y(a!) pour tout homomor-
phisme v : A — C, et donc ~y(a) # 0. (La commutativité n’est pas nécessaire ici.)

Inversement, supposons a non inversible dans A. Alors I, := {ax; x € A} est un idéal
propre de 'anneau commutatif A, i.e. I, est un idéal et I, # A. Donc I, est contenu
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dans un idéal propre maximal I. L’idéal I est nécessairement fermé dans A : en effet,
si I n’était pas fermé, on aurait I = A par maximalité de I car I est un idéal de A;
donc on pourrait trouver x € I tel que |z — 1| < 1, ce qui est impossible car un tel z
serait inversible dans A et on aurait alors 1 = zaz~! € I.

Comme [ est un idéal propre de A et que A est une algebre unitaire, I est un sous-
espace vectoriel de A et l’espace vectoriel quotient A/I est une algebre unitaire; et
comme [ est fermé, on peut munir A/I de la norme quotient. On vérifie sans difficulté
majeure (exo) que A/I est une algebre de Banach. De plus, A/I est un corps car I est
un idéal maximal ; autrement dit, tout = € A/I non nul est inversible dans A/I. Mais
si z € A/I, on sait que 04/7(7) # &; donc on peut trouver A € C tel que x — A1y);
n’est pas inversible dans A/I, et on a alors x — A1,4,; = 0 puisque A/I est un corps.
Ainsi, on voit que A/I = C1,;, et donc I'algebre A/I isomorphe & C. On peut donc
considérer 'application quotient 7 : A — A/I comme un homomorphisme v : A — C;
et on a y(a) = 0 puisque a € 1. O

COROLLAIRE 3.25. Soit A une algébre de Banach commutative avec unité, et soit
a€ A. Pour tout a€ A, on a

o(a) = {y(a); v € Hom(A,C)}.

Démonstration. Si v € Hom(A,C) et A € C, alors v(1) = 1 et donc y(a) — A =
~v(a—A1). Donc, par le lemme, un nombre complexe A appartient & o(a) si et seulement
si il existe un v € Hom(A, C) tel que y(a) — A = 0. O

Exercice. Soit A une algebre de Banach commutative avec unité. Montrer que pour
tous a,be A, on ao(a+b) < o(a) + o(b) et o(ab) < o(a)o(b).

LEMME 3.26. Soit A une algébre de Banach avec unité. Siy € Hom(A, C), alors

est (une forme linéaire) continue et ||| < 1.

Démonstration. Si x € A, alors y(z) € o(x) car v est un homomorphisme, donc
(@) < r(z) < =] 0

LEMME 3.27. Soit B < L(H) une sous-algébre fermée auto-adjointe et commutative
contenant I. Si v € Hom(A,C), alors

¥SeB : v(S*) = (9).

Démonstration. Si S € B, on peut écrire S = A+ iB ou A := # et B := SEZS*
sont auto-adjoints et appartiennent tous les deux a B. Alors v(S) = v(A4) + iy(B) et
v(S*) = y(A—iB) = v(A) —ivy(B) ; donc il suffit de montrer que v(A4) € R et v(B) € R.
Ainsi, on s’est ramené & montrer que v(.S) € R pour tout S € B auto-adjoint.

Comme S est auto-ajoint, 'opérateur e® = ZZO:O (“2!) est unitaire, car e est in-
. ik . ) )

versible et (e?5)* = Z,ZO:O( ;f) = e = ()71 De plus, ¢" € B car B est une

sous-algebre fermée de L£(H); donc on peut considérer v(e*). Par le Lemme 3.26,

on a |y(e®)] < |e*¥| = 1. Mais v est un homomorphisme continu, donc y(e*¥) =

Yo % = ¢7(9), On a donc [€79)| < 1; et de méme |e=)| < 1, i.e. [¢75)] > 1.

On voit ainsi que [¢?7)| = 1, ce qui signifie que v(S) € R. O
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Prewve du Fait 3.22. Soit T' € L(H) un opérateur normal. Notons C*(T') < L(H)
la sous-algebre fermée de L(H) engendrée par I, T et T*. Comme T*T = TT* on a
C*(T) = {P(T,T*); PeC[X,Y]}.

En particulier, C*(T) est commutative et auto-adjointe. Par les Lemmes 3.23 et 3.24,
on en déduit que

VS eC*(T) : o(S) = oc+)(S) = {W(S); vE Hom(C*(T),C)}.

Maintenant, soit P = > ¢g; X*Y! € C[X,Y]. Si v € Hom(C*(T),C) alors, par le
Lemme 3.27 :

y(P(T,T%)) = ~ (Z ck,lTkT*l>
= Y ek (T) ey (1)
= 3 eu (T (T

= P(v(T),+(T)).
En utilisant a nouveau les Lemme 3.23 et 3.24, on obtient donc

o (P(T,T%)) = {P(V(T),W); ye Hom(c*(T),cc)}

= {P(2,2); z€ o) (T)}
= {P(2,%); z€ o(T)}.

Enfin, opérateur P(T, T*) est normal car T' est normal (micro-exo), donc |P(T,T*)| =
r(P(T,T*)) ; autrement dit

|P(T, T*)| = sup{|)\|; e a(P(T, T*))} = sup {|P(z, Z)|; z € U(T)}.
O

Preuve du Théoréme 3.21. Notons P < C(o(T)) 'ensemble des fonctions f de la

forme f(z) = P(z,Zz), ou P € C[X,Y]. Par le Fait 3.22,si fe P et si P, e C[X,Y]
sont tels que Pi(z,z) = f(z) = Pa(z,2) sur o(T), alors P(T,T%) — P(T,T*) =
(P1—P2)(T,T*) = 0 puisque (P1—P3)(z,2) = 0sur o(T'); donc Py (T, T%) = Po(T,T%).
On peut donc poser ¥ (f) := P(T,T*), ou P est n’importe quel polynéme de C[X, Y]
tel que P(z,z) = f(z) sur o(T). L’application ¢y : P — L(H) ainsi définie est un
homomorphisme de P dans L(H), et 1 est une isométrie par le Fait 3.22.
Par définition, P est une sous-algebre auto-conjuguée de C(o (7)) qui contient les fonc-
tions constantes, et P sépare les points de o(T') car la fonction z sépare déja les points
a elle toute seule. Donc P est dense dans C(o(7")) d’apres le Théoreme de Stone-
Weierstrass.

On peut maintenant laisser sans inquiétude la fin de la preuve du théoréeme en exo : il
suffit de recopier ce qui a été fait dans le cas auto-adjoint. O

REMARQUE. Comme dans le cas auto-adjoint, le calcul fonctionnel continu pour
un opérateur normal est compatible avec le calcul fonctionnel holomorphe.

COROLLAIRE 3.28. Soit T' € L(H) un opérateur normal. Alors T est auto-adjoint
si et seulement si o(T) € R ; et donc T est positif si et seulement si o(T) < RT.
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Démonstration. Si o(T) < R, alors la fonction z € C(o(T')) est a valeurs réelles,
donc T =z(T) =z(T) = T*. O

COROLLAIRE 3.29. Soit T € L(H) un opérateur normal. Si A € o(T') est un point
isolé de o(T'), alors la décomposition de Riesz H = Ex@®F associée a la décomposition
o(T) = {A}ua(T)\{\} est orthogonale, et on a Ey = ker(T — \I). En particulier, tout
point isolé de o(T) est une valeur propre de T.

Démonstration. La projection Py : H — FE) associée a la décomposition H =
E) @ F est obtenue par calcul fonctionnel holomorphe ; plus précisément, Py = f(7T)
ou f € H(T) vaut 1 au voisinage de A et 0 au voisinage de o(7T)\{\}. Mais comme T
est normal, on peut aussi utiliser le calcul fonctionnel continu : on a f = 1y sur (7)),
et la fonction 1y, est continue sur o(7'), donc Py = 1,(T). Comme 1,y est a valeurs
réelles, la projection Py est un opérateur auto-adjoint, et donc c’est une projection
orthogonale. Ainsi, la décomposition H = E) @ F est orthogonale. On en déduit que
les sous-espaces F et I sont invariants par 7. Par conséquent, 'opérateur T) := T|x,
vérifie Ty = T&k, et donc T) est normal. Donc Ty — Ag, est normal également, avec

o(Tx — Mg,) = {0}. Comme r(A) = |A| pour tout opérateur normal A, on a donc
T\ = Mg, . Ainsi Ey\ < ker(T — M), et en particulier A est valeur propre de T'. Enfin,
ker(T' — AI) est exactement égal & E) car (T — M) |p est inversible (exo). O

3.3. C*-algebres commutatives.
DEFINITION 3.30. Soit A une C-algébre. Une involution sur A est une application
a— a* de A dans A qui est antilinéaire, et vérife
e (ab)* = b*a™ pour tous a,be A ;

e (a™)* = a pour tout a € A.

REMARQUE. Si A est unitaire, on a nécessairement 1* = 1.

Démonstration. Exo. O

DEFINITION 3.31. Une C*- algébre est une C-algébre de Banach A munie d’une
involution a — a* telle que

Vae A : |a*al = |a>
EXEMPLES.

(1) A :=C est une C*-algebre (avec I'involution z* := z).

(2) Si H est un espace de Hilbert complexe, alors £(H) est une C*- algebre. Plus
généralement, toute sous-algebre auto-adjointe et fermée B < L(H) est une
C*- algebre.

(3) Si K est un espace topologique compact, alors C(K) est une C*- algebre (avec
I'involution f* := f).

(4) Si (2,8, m) est un espace mesuré, alors L* := L*(€2,m) est une C*-algebre

(f* = 1)

DEFINITION 3.32. Si A et B sont des C*- algébres, un x-homomorphisme de A
dans B est un homomorphisme ® : A — B tel que Vae A : ®(a*) = ®(a)*.
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EXEMPLE. Soit Hun espace de Hilbert complexe. Si T' € L(H ) est un opérateur nor-
mal, alors le calcul fonctionnel continu ¥ = C(0(T')) — L(H) est un #-isomorphisme
isométrique.

THEOREME 3.33. (Gelfand-Naimark)
Si A est une C*-algébre commutative avec unité, alors A est isométriquement -
isomorphe a C(T'), pour un certain espace topologique compact T'.

Remarque. D’apres le Théoreme de Banach-Stone (Théoreme 5.3 du Chapitre 5),
I’espace I' est uniquement déterminé a homéomorphisme pres.

Preuve du Théoréme de Gelfand-Naimark. Soit T'g4 := Hom(A, C), I'ensemble de
tous les homomorphismes v : A — C. Comme A est une C-algébre de Banach commu-
tative, I' 4 est non-vide d’apres le Lemme 3.24, et on a

(3.1) Vee A : r(z) =sup{|y(z)]; yeTa}.

D’apres le Lemme 3.26, tout homomorphisme v : A — C est une forme linéaire continue
avec |y|| < 1. Donc, T'4 est une partie de B4x. De plus, il est facile de vérifier que T'4
est w*-fermé dans A* (exo). Done, (I'4, w™) est un espace topologique compact.

Pour tout = € A, notons 7 : 'y — C la fonction définie par

z(y) :==y(z) = (v, x) pour tout y € I'4.
Par définition de la topologie w*, on voit que Z est une fonction continue sur (I' 4, w™) ;
autrement dit € C(I"4).
L’application G4 : © — T est un homomorphisme de A dans C(I'4), car si z,y € A et
vy € Ta, alors ZY(v) = v(zy) = v(x)y(y) = 2(1)F(7), et 1(y) = 7(1) = 1 pour tout
v € I'4. De plus, (3.1) dit exactement que

Vee A : |2 = r(x).

On dit que G4 est la transformation de Gelfand pour I'algebre de Banach A.
On montre en recopiant la preuve du Lemme 3.27 que si x € A et v € I'4, alors

—

v(x*) = 7(x). Ainsi, on a z* = I pour tout z € A; autrement dit G4 est un =-
homomorphisme.

Comme A est une C*-algebre commutative, on montre en recopiant la preuve de la
Proposition 1.23 que si z € A, alors r(z) = |z|. Ainsi, on a

Vee A : |2 = |z|.
Autrement dit, G4 est une isométrie de A dans C(T'4).

Pour conclure, il suffit de montrer que G4 est bijective. Soit A := G4(A) < C(T4).
Comme G4 est un *-homomorphisme, A est une sous-algebre auto-conjuguée de C(I"4)
contenant 1. De plus, A sépare les points de I'4 : siy # 4/, alors on a un x € A tel que
v(z) # ' (x), i.e. Z(y) # (7). Par le Théoreme de Stone-Weierstrass, on en déduit
que A est dense dans C(I'4). Mais A est aussi fermée dans C(I'4) car G4 est une
isométrie. Donc A = C (I"4), ce qui termine la preuve. O

Le Théoreme de Gelfand-Naimark montre en particulier que tout espace du type L* =
L*(Q,m) “est” en fait un espace C(I"). La preuve du théoréme a montré que le compact
T" est 'espace des homomorphismes de L® dans C, ce qui reste assez formel et n’est
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peut-étre pas extraordinairement parlant. Dans le cas de ¢*°(N), on peut donner une
description plus “concrete” de I'. C’est le contenu du tres long exercice suivant.

EXERCICE. On dit qu'une famille 7 de parties de N est un filtre si : N € F;
tous les éléments de F sont non vides; F est stable par intersections finies; F est
co-héréditaire, i.e. (I € F et I' 2 1) = (I’ € F). Un ultrafiltre est un filtre U qui
est maximal pour l'inclusion. On note SN I'ensemble de tous les ultrafiltres U < P(N).

(1) Montrer que tout filtre 7 < P(N) est contenu dans un ultrafiltre.

(2) Montrer que si n € N, alors Uy, := {A € N; A 5 n} est un ultrafiltre. Un
ultrafiltre de ce type est dit trivial.

(3) Montrer que pour un filtre i < P(N), les choses suivantes sont équivalentes :
(i) U est un ultrafiltre;
(ii) pour tout A N,ona Aeld ou A°elU;
(iii) YAy,..., 4, N : (Ayu---UA,eld) = (A1elUou---oud, el).
(4) Montrer qu’un ultrafiltre U est non-trivial si et seulement si il contient le filtre

de Fréchet Fo = {A cN; A coﬁni}.
Stant donné un filtre F < , on dit qu'une suite de nombre complexes
5) Etant d filtre 7 < P(N dit te d b 1
(an)nen converge le long de F ¢'il existe [ € C tel que
Ve>0 : {neN; |a, — | <e} e F.
On écrit alors a,, ? [. Montrer qu’on a “unicité de la limite” : si a, ? et
an —> ', alors I = I'. On peut donc écrire | = F-lima,. Vérifier également

qu’une suite (a,) converge le long du filtre de Fréchet Fy, si et seulement si
elle converge au sens usuel, et qu’elle converge le long d’un ultrafiltre trivial
Uy, si et seulement si ap, = .

(6) Montrer que si (an)neny S C est une suite bornée, alors (a,) converge le long
de tout ultrafiltre U. (Commencer par montrer que (\;q {an; n€ I} # &.)

(7) Pour tout A < N, on pose [A] := {U € ON; U > A}. Etablir les propriétés

suivantes :
¢ [J] = & et [N] = BN;
- [A] = [A]":

o [Aju-- UA,] =[A1]u---U[4,] et [Ain---nAy] =[A1]n--n[A,].

(8) Montrer qu’on définit une topologie sur SN en décrétant qu'un ensemble O <
BN est ouvert si et seulement si : pour tout & € O, on peut trouver A € N tel
que U € [A] et [A] < O. Montrer également que A := {[A]; A < N} est une
base pour cette topologie.

(9) Montrer que SN est compact. (Commencer par montrer que si (A;)ier est une
famille de parties de N telle que | ), Ai # N pour tout ensemble fini F' < I, alors il
existe un ultrafiltre U tel que Vie I : ASeU.)

(10) On munit N de la topologie discrete. Montrer que 'application i : N — gN
définie par i(n) := U,, est un homéomorphisme de N sur i(N), et que i(N) est
dense dans SN. Montrer également que i(N) est un ouvert de SN. Dans la
suite, on pourra donc considérer N comme un ouvert dense de SN.
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(11) Pour toute suite z = (z(n))
comme suit :

€ (*(N), on définit une fonction z : BN — C

neN

VU € BN : Z(U) :=U-1lim a(n).
Montrer que la fonction Z est continue. Plus précisément : montrer que Z est
I'unique fonction continue f : SN — C telle que fjy = z.

(12) Montrer que I'application x +— T est un #-isomorphisme isométrique de ¢*°(N)
sur C(ON).

4. Théoreme spectral pour les opérateurs normaux

4.1. Opérateurs normaux et opérateurs de multiplication.

LEMME 4.1. Soit (Q2,B,m) un espace mesuré sigma-fini. Si ¢ € L* = L*(2, m),
on note My : L? — L? lopérateur de multiplication associé.

(i) L’application ¢ — My est un homomorphisme isométrique de L™ dans L(L?).
(i) On a (My)* = My pour toute ¢ € L™ ; donc My est un opérateur normal.
(iii) On a 0(My) = or=(¢) pour toute ¢ € L*.

Démonstration. On a déja montré (i) et (ii). Pour démontrer (iii), notons J : L* —
L(L?) I'application ¢ — My, et posons B := J(L®) € L(L?). Par (i) et (ii), B est une
sous-algebre fermée et auto-adjoite de £(L?) contenant I, et .J est un isomorphisme de
L* sur B. Par le Lemme 3.23, on en déduit que si ¢ € L™, alors o1« (¢) = op(Jo) =
op(Mg) = orr2)(Mp). O

REMARQUE. On a vu que si ¢ € L* = L*(Q, m), alors o« (¢) est le plus petit
fermé K < C tel que ¢(t) € K pp.

RAPPEL. Soient H; et Hs deux espaces de Hilbert, et soient 17 € L(Hy) et T €
L(Hz). On dit que T} et Ty sont unitairement équivalents s’il existe un opérateur
unitaire U = H; — Hj tel que ToU = UT].

THEOREME 4.2. Soit H un espace de Hilbert complexe séparable. Si T € L(H)
est un opérateur normal, alors il existe un espace mesuré sigma-fini (2,8, m) et une
fonction ¢ € L*(Q2,m) tels que T est unitairement équivalent a 'opérateur de mul-
tiplication My : L*(,m) — L*(Q,m). De plus, s’il existe un vecteur xo € H tel
que le sous-espace vect {TkT*lxo; k,le N} soit dense dans H, alors on peut prendre
Q:=0(T) et ¢ :=z, et on peut prendre pour m une mesure de probabilité.

EXEMPLE. Soit S le “forward shift” sur ¢2(Z). L’opérateur S est unitaire, donc
normal, et vect {S*S*eq; k,l € N} = vect {S™eq; n € Z} est dense dans ¢?(Z). Comme
o(S) = T, le théoreme affirme que S est unitairement équivalent & M, agissant sur
L?(T,m) pour une certaine mesure de probabilité m sur T; et de fait, on a vu au
Chapitre 1 qu’on peut prendre pour m la mesure de Lebesgue sur T (I’équivalence
unitaire étant donnée par la transformation de Fourier).

Preuve du Théoréme 4.2. Comme on s’en doute au vu de I’énoncé du théoreme,
on va distinguer deux cas.

CaAs 1. On supose qu’il existe xg € H tel que vect {TkT*lxo; k,le N} =H.
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On peut évidemment supposer que [|zg| = 1.

FarT 1. 11 existe une mesure de probabilité borélienne m sur o(7T') telle que
U Qo) ¢ (T = | fam
o(T

Preuve du Fait 1. Soit L : C(o(T)) — C la forme linéaire définie par

L(f) := {f(T)xo, z0)-

Si f e C(o(T)) est réelle = 0, alors 'opérateur f(T') est positif; donc L(f) = 0. Donc
L est une forme linéaire positive. D’apres le Théoreme de représentation de Riesz,
il existe donc une mesure m € M (c(T)) telle que L(f) = SU(T) fdm pour toute

feC(a(T)). Onam(o(T)) = L(1) = {wg,xz0) = |20[? = 1, donc m est une mesure de
probabilité. 0

FarT 2. Pour toute f € C(o(T)), on a

(D)ol = J

o

\f|2dm.
T)

Preuve du Fait 2. C’est “immédiat” :
|£(T)zo|® = {f(T)ao, f(T)zoy = (f(T)* f(T)ao, o)
(D)D) = ISP Thaoszoy = [ (1P dm.
o(T)

Par le Fait 2, on définit une isométrie V' : (C(o(T)), | - HLz(m)) — H en posant
Vf:=f(T)xo pour toute f € C(co(T)).

De plus, Im(V') contient {P(T, T*)xzo; P e C[X, Y]} = vect {TkT*l:UO; k,le N}, donc
Im(V) est dense dans H. Comme C(o(T)) est dense dans L?(c(T),m), on en déduit
que V se prolonge en un opérateur unitaire U : L?(o(T),m) — H. Si f € C(a(T)),
alors T(Vf) = Tf(T)xo = (zf)(T)xo = V(zf). Donc T(Uf) = U(zf) pour toute
f € L*(o(T),m) par densité de C(o(T)) dans L?; autrement dit TU = UM,. On a
donc prouvé le résultat souhaité.

CAs 2. Cas général.

Pour z € H, on notera E, le “sous-espace fermé C*(T')-cyclique engendré par z” :
E, := vect {TkT*la;; k,l e N}.

FArT 1. Il existe une famille dénombrable (z;);er € H telle que |z;| = 1 pour tout

iel,les E,, sont deux a deux orthogonaux et H = vect(| J,.; Emz>

Preuve du Fait. Par le Lemme de Zorn, il existe un ensemble F < Sy tel que
les F;, x € F sont deux a deux orthogonaux et F est mazimal relativement a cette
propriété. Ecrivons F = {z;; i € I}, ou les x; sont deux a deux distincts. Alors
I est nécessairement dénombrable car (x;);er est une famille orthonormale et H est
séparable.
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Soit F := vect (Uie[ EIZ) Si on avait E # H, on pourrait trouver x € Sy tel que

z L E. Alors (T*T*x, TF T* 1)) = (x, T"F T*F+) % = 0 pour tout i € I et pour
tous k,l,k',l' € N; donc E, 1 E,, pour tout i € I par continuité du produit scalaire,
ce qui contredit la maximalité de F. Par conséquent, £ = H. ]

FAIT 2. Soit H un espace de Hilbert, et soit (&;)ie; une famille de sous-espaces
fermés de H deux a deux orthogonaux, avec I fini ou I = N. Posons

E:zvect(UEZ).

iel
Alors tout vecteur h € £ s’écrit de maniere unique sous la forme
h=>"hi,
el
ou h; € &; et la série converge dans H si I = N, et on a
2 2
1812 =D 1>
el

En conséquence, on écrit

L
£=Pe.

el
Preuve du Fait 2. C’est un exo. On a h; = p;h, ou p; est la projection orthogonale
de H sur &;. O

Soit (z;)ier € H donnée par le Fait 1,. Comme I est dénombrable, on peut supposer
que I est fini ou bien que I = N.

Posons H; := Ey, et T; := T|g, € L(H;). Comme les H; sont invariants par T et
par T* on a T = (T*)| 1, donc les T; sont des opérateurs normaux puisque 71" est
normal ; et par définition de H;, on peut appliquer le Cas 1 a chaque T;. Il existe donc
un espace de probabilité (€;,%B;,m;), une fonction ¢; € L*(€;, m;) et un opérateur
unitaire U; : H; — L*(Q;,m;) tels que Tj = U; ' My, Us.

Soit alors (Q,B,m) = | |;c;(€,B;,m;) la “réunion disjointe” des espaces mesurés
(94,84, m;). Formellement : Q est la réunion disjointe des €, i.e. Q = J,c;{i} x Q;; en
identifiant Q; a {i} x Q; € Q, la tribu B est ’ensemble des A < 2 tels que AN Q; € B,
pour tout i € I ; et la mesure m est définie par

m(A) := Zmz(A N Q) pour tout A € B.
i€l
La mesure m est sigma-finie car I est dénombrable et les m; sont finies ; et par définition
de (£2,B,m), on a

L*(92,m) =é—> L2 (94, m;),

1€l
oil on a identifié L2(Q;, m;) avec & := {f € L*>(Q,m); f = 0sur Q\Q;}.
L
Comme H =@),.; H;, on définit donc un opérateur unitaire U : H — L?(2,m) en
posant

U(®ierhi) := ®ierUih;.
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Et par définition, on a T = U1 M,U, ot ¢ € L®(,m) est I'unique fonction telle que
¢ = ¢; sur §; pour tout i € I.
OJ

REMARQUE. Dans le Théoreme spectral, on peut en fait toujours prendre pour m
une mesure de probabilité.

Démonstration. 11 suffit de remplacer la mesure m donnée par le théoreme par
m := hm, ou h est une fonction mesurable strictement positive telle que SQ hdm =1
(exo : il en existe), et de remplacer I'opérateur U : H — L?(Q,m) par U:=JU :
H — L?(Q,m), o J : L?>(Q,m) — L?(Q,m) est opérateur unitaire défini par Jf :=
h12f, O

4.2. Calcul fonctionnel borélien.

NOTATION. Dans ce qui suit, la lettre M désigne un espace métrique. On note
B(M) l'ensemble de toutes les fonctions boréliennes bornées f: M — C.

DEFINITION 4.3. Soit (fy) en une suite d’éléments de B(M), et soit f € B(M). On
dit que f,, tend vers [ dans B(M) si (f,) est uniformément bornée et fn(z) — f(2)
pour tout z € M.

REMARQUE 1. Soit H un espace de Hilbert. Si £ € B(M), on dira qu’une appli-

cation © : £ — L(H) est SOT séquentiellement continue (qu’on abrége en “S0T-sc”) si,

pour toute suite (f,) € € telle que f,, — f € € dans B(M), on a que O(f,) 5o, o(f),

i.e. O(fn)r — O(f)x pour tout z € H. De méme, on dit que © : &€ — L(H) est WOT-
séquentiellement continue (WOT-sc) si, pour toute suite (f,) € & telle que f, — fe &
dans B(M), on a que O(f,)z —> O(f)x pour tout z € H.

EXEMPLE. SiT € L(H) est un opérateur normal, alors le calcul fonctionnel continu
Uy :C(o(T)) — L(H) est SOT-sc.

Démonstration. Montrons d’abord que W7 est WOT-sc. Pour cela, il suffit de montrer
que si (fp)nen S C(o(T)) est une suite bornée telle que f,,(z) — 0 pout tout z € o(T),
alors f(T,)x ~> 0 pour tout € H. Mais ceci est clair : comme (f,) est bornée et
tend simplement vers 0, on voit que f, — 0 dans C(c(T)) en utilisant le fait que
C(o(T))* = M(c(T)) et le théoréeme de convergence dominée; donc f(Ty,)x —> 0 car
lapplication linéaire f — f(T")x est continue de C(c (7)) dans H, et donc continue de
(C(o(T)),w) dans (H,w).

Montrons maintenant que WUy est en fait SOT-sc. Si (fyn)nen S C(o(T)) est une suite
bornée telle que f,(z) — 0 pout tout z € o(T) et si & € H, alors |f,,(T)z|?> =
a(T)z, fu(T)zy = fulT)* fu(T)z,2) = {| ful*(T)z, 2); donc |fo(T)z| — 0 par WOT
continuité séquentielle, puisque la suite (|f,|?)ney S C(o(T)) est bornée et tend sim-
plement vers 0. U

REMARQUE 2. On dira qu'un ensemble & € B(M) est séquentiellement fermé si,
pour toute suite (f,) € & telle que f, — fe B(M), on a que fe€&.

LEMME 4.4. Soit Co(M) := {f : M — C continues bornées}. Si € < B(M) est un
sous-espace vectoriel contenant Cy,(M) et séquentiellement fermé, alors € = B(M).
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Démonstration. Comme toute fonction f € B(M) est limite uniforme de fonctions
boréliennes étagées, il suffit de montrer que £ contient toutes les fonctions étagées; et
comme &£ est un espace vectoriel, il suffit de montrer que 14 € £ pour tout borélien
A € M. Autrement dit, en posant M := {A € M; 14 € £}, il s’agit de voir que M
contient tous les boréliens de M.

Il est tres facile de vérifier que la famille M est une classe monotone :

esiA,Ale Met Ac A, alors A\NA e M (car 104 = 14 —14);

e si (A,)nen est une suite croissante d’éléments de M, alors A := U%O:o A,eM
(car 14 =lim1y,).

Par le Théoreme des classes monotones, il suffit donc de montrer que M contient tous
les fermés de M. Mais ceci est clair, car il est bien connu que si F' € M est fermé, alors il
existe une suite de fonctions continues (f,)nen telle que 0 < f, < 1 et f,(z) — 1p(z)
pour tout = € M. Par exemple, on peut prendre f,(x) := max(O, 1-— ndist(x,M))
(ex0). O

THEOREME 4.5. Soit H un espace de Hilbert complexe séparable, et soit T € L(H)
un opérateur normal.

(1) Il existe un unique homomorphisme WOT-sc ©7 : B(o(T)) — L(H) tel que
Or(z) = T et Op(z) = T*; et cet homomorphisme est en fait SOT-sc.
L’homomorphisme Ot prolonge le calcul fonctionnel continu VY, et on a
[O7(A)] < [fle = sup{|f(2); 2 € o(T)} pour toute f € B(o(T)). On
dit que Op est le calcul fonctionnel borélien pour l'opérateur T .

(2) Si (Q,B,m) et ¢ € L¥(2,m) sont tels que T est unitairement équivalent a
My« L*(Q,m) — L*(2,m) avec “témoin” U : L*(Q,m) — H, alors f(T) :=
Or(f) est unitairement équivalent & My.y pour toute f € B(o(T)), avec le
meéme témoin U. En particulier, on a

o f(T)* = f(T),
« [£D)] = 1= @.m),
« o(f(T)) = opom)(f o).

(3) Si f € B(a(T)), alors f(T)A = Af(T) pour tout opérateur A € L(H) tel que
AT =TA et AT* =T*A.

Démonstration. (1) D’apres le Théoréme spectral, il existe un espace mesuré sigma-
fini (2,8, m), une fonction ¢ € L* = L*®(Q2,m) et un opérateur unitaire U : H —
L2(Q,m) tels que T = U~ M,U.

Comme o(T') = 0(My) = or=(¢), on sait que ¢(t) € o(T") m-pp. Donc, si f € B(o(T)),
alors la fonction f o ¢ est bien définie m-pp, et f o ¢ € L*(2,m) car f est bornée.
L’opérateur My.4 est donc bien défini, et on peut poser

O(f) := U ' Myoy U € L(H).

Par définition, l'application © : B(¢(T")) — L(H) est un homomorphisme d’algebres
car l'application f +— fo ¢ en est un; et on a O(z) = U 'M,U = T et O(z) =
U tMzU = T*.

Montrons que © est SO0T-sc. Soit (f,) € B(o(7T')) une suite convergeant vers 0 dans
B(o(T)). Alors f,,0¢ — 0 m-pp et la suite (f,,0¢) est bornée dans L*. Par convergence



4. THEOREME SPECTRAL POUR LES OPERATEURS NORMAUX 187

dominée, on en déduit que si u € L?(2,m), alors
2
[ Mol 72(0m) = L | fn 0 &? |ul* dm — 0.

Donc, si € H, alors |O(fy)z] = U™ My, 0oUsz| = [ Mf,06U| 120y = 0.

St f e B(a(T)), alors |©(f)] = [Myopll = |If © dlre@m) < [flo- En particulier,
la restriction de © & C(o(T)) est continue de (C(o(T)),| - ) dans L(H); et donc
© prolonge le calcul fonctionnel continu U7 : C(o(7T)) — L(H) puisque O est un
homomorphisme tel que ©(z) =T et O(z) = T™.

Soit ©" : B(o(T)) — L(H) un autre homomorphisme WOT-sc tel que O(z) et O(z) =
T*. En appliquant le Théoreme du graphe fermé, on voit que la restriction de ® a
C(a(T)) est continue de (C(o(T)), | - |lo) dans L(H) (exo). Donc ©' prolonge le calcul
fonctionnel continu ¥p, et donc ©'(f) = O(f) pour toute f € C(o(T)). Si on pose
E = {f e B(o(t)); O(f) = O(f)}, alors £ est un sous-espace vectoriel de B(o (7)),
qui est séquentiellement fermé car © et ©" sont SOT-sc (exo); et on vient de voir que
& contient C(o(T)). Donc & = B(o(T)) d’apres le Lemme 4.4 ; autrement dit ©’ = ©.

(2) est une conséquence de la définition de ©7 = © donnée dans la preuve de (1).
(3) Soit Ae L(H) tel que AT =TA et AT* =T*A. Posons

£:={feB(a(T)); f(T)A=Af(T)}.

I1 est clair que que £ est un sous-espace vectoriel de B(o(T')) ; et £ est séquentiellement
fermé car le calcul fonctionnel est WOT-sc (exo). De plus, € contient C(o (7)) d’apres le
Théoreme 3.21. Donc £ = B(o(T")), ce qui donne (3). O

EXERCICE. Montrer que si f € B(a(T)), alors o(f(T)) < f(o(T')). En déduire que

si f € B(o(T)) et si g est une fonction borélienne bornée sur f(o(T")), alors on peut

éerire g(f(T)) = (g © F)(T).

EXEMPLE 4.6. Soit T' € £(H) un opérateur normal, et soit A € o(T"). Pour € > 0,
l'opérateur P := 1p(y.)(T) est une projection orthogonale non-nulle telle que TP =
PT et |[(T'— AM)P| < €. Donc, E := Im(P) est un sous-espace fermé de H non réduit
a {0} tel que |[(T — A\I)g| <e.

Démonstration. 11 y a un léger abus de notation : au lieu de 1p(g.), on devrait
écrire (1D(075)|0(T)' Dans ce qui suit, on pose D := D(\,¢); donc P = 1p(7T).
L’opérateur P est défini par calcul fonctionnel borélien, donc TP = PT. On a P? = P
car 12D = 1p, et P est auto-adjoint car la fonction 1p est a valeurs réelles. Donc P est
une projection orthogonale.

Supposons que P = 0. Alors T' = T1,p)\p(T) car (1p + 1,)p)(T) = L(T) =
I. Autrement dit, T = f(T) ou f(z) := 21,¢r)p(2). Donc o(T) < f(o(T)). Mais
f(o(T)) = o(T)\D par définition de f, et o(T)\D est un fermé de C puisque D est un
disque ouvert ; donc o(T") < o(T')\D, ce qui est absurde puisque o(T")\D est strictement
contenu dans ¢(T"). Donc P # 0.

Enfin, comme (T'— AI)P = (z — A\1)1p(T), on a |(T'— AM)P| < |(z — A\1)1p|w, et
donc (T — AI)P|| < € puisque |z — A| < & pour tout z € D = D(\,¢). O
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4.3. Une autre preuve du Théoréme spectral. Dans cette section, on donne
les grandes lignes d’une preuve du Théoreme spectral qui est “directe” au sens ou elle
n’utilise pas le calcul fonctionnel continu. Un des intéréts d’avoir une preuve directe
est qu’une fois le Théoreme spectral démontré, on peut en déduire ’existence du calcul
fonctionnel borélien, et donc le calcul fonctionnel continu. D’un certain point de vue,
il parait plus naturel de procéder ainsi plutot que de commencer par démontrer 1’exis-
tence du calcul fonctionnel continu, d’en déduire le Théoreme spectral et de démontrer
ensuite I’existence du calcul fonctionnel borélien.

I suffit de traiter le cas d’un opérateur normal 7' € L(H) pour lequel il existe un
vecteur zg € H tel que |z = 1 et vect {T*T*'z; k,l > 0} = H. On peut également
supposer que ||T'| < 1. Le point clé est alors le lemme suivant.

LEMME 4.7. Soit T € L(H) un opérateur normal tel que |T| < 1, et soit xg € H
vérifiant |zo| = 1. Il existe une mesure de probabilité borélienne m sur le disque unité
ferméD = {z € C; |z| < 1} telle que

Vk,le N : (TFT*zq, x0) = Jzkfl dm(z).
D

Si on tient ce lemme pour acquis, la preuve du Théoreme spectral n’est plus qu’un “for-
malité”. On vérifie d’abord que si (cx;)k, >0 est une suite double de nombre complexes
dont tous les termes sont nuls sauf un nombre fini, alors

2
ksl k l2
ZCMT T*zol| = JZCMZ 2’ dm(z).
D k1

k.l

Cela permet de définir sans ambiguité une isométrie V' : vect {TkT*lxo; k1> 0} -
L?*(D,m) en posant

V(THT* x0)(2) := 2F7 pour tous k, [ = 0.

L’image de V' contient toutes les fonctions f de la forme f(z) = P(z,z) ou P € C[X,Y].
Comme ces fonctions sont denses dans L?(ID, m) et comme vect {T kTl e k1> 0} est
dense dans H, on peut donc prolonger V en un opérateur unitaire U : H — L?(D,m);
et on vérifie sans difficulté qu’'on a M,U = UT.

Ainsi, T est unitairement équivalent & I'opérateur M, agissant sur L?(D,m). Ce n’est
pas tout a fait ce qu’on voulait, car il faudrait avoir une mesure m sur o(7).
Cependant, on a o(T) = 0(Mz) = 015, (2). Donc la fonction z est m-pp a valeurs
dans o(T). Autrement dit : m(D\o(T)) = 0. On peut donc considérer que m est en
fait une mesure sur o(T) et que M, agit en fait sur L?(c(T),m); et cette fois, on a
exactement ce qu’on voulait.

Preuve du Lemme /J.7. On va appliquer le Théoreme de Herglotz (Théoreme 5.17
du Chapitre 5) au semi-groupe S := N x N muni de l'involution (k,1)* := (l,k).
Rappelons qu’on note S I'ensemble des caractéres bornés v:8—C.
On sait que les caracteres de S sont de la forme v, (k,l) := 2"z avec z € C; donc
les éléments de S sont les v, avec z € D. L’application z — ~, est une bijection de
D sur § , et elle est continue car S est muni de la topologie de la convergence simple.
Sa réciproque est 'application S s v — (1,0), qui est également continue. Donc
liapplication z +— 7, est un homéomorphisme, et on peut identifier complétement

S et D. D’apres le Théoreme de Herglotz, il suffit donc de vérifier que la fonction
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¢ : N x N — C définie par ¢(k,1) := (T*T* g, x0) est de type positif, bornée et telle
que ¢(0,0) = 1.

On a ¢(0,0) = {xg, w0y = |[z0|? = 1; et ¢ est bornée car |T| < 1. La preuve que ¢ est
de type positif “se fait toute seule” : si (k1,01),..., (kq,lq) € Nx Net ¢p,...,cq € C,
alors

d d
Z C,@(f)((kz,ll) + (kl,lj)*) = Z Ci?j<Tki+le*(li+kj)Io,l‘0>
i,j=1 i,j=1
d
= Z <ciTkiT*lix0,chij*lj:Eo>
ij=1

2
= 0.

d
S eu T Tz

n=1

O

La preuve qu’on vient d’esquisser n’a vraiment rien d’élémentaire : elle repose sur le
Théoreme de Herglotz, lequel a été démontré en utilisant le Théoreme de Krein-Milman
et en se fatiguant un peu.

On va voir maintenant que dans le cas d’un opérateur T auto-adjoint, on peut donner
une preuve du Théoreme spectral nettement plus économique en moyens.

La seule chose a établir est 'analogue “auto-adjoint” du Lemme 4.7 ; a savoir le résultat
suivant.

LEMME 4.8. Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint tel que |T| < 1, et soit
xo € H vérifiant |xo| = 1. Il existe une mesure de probabilité borélienne m sur [—1,1]
telle que

1
VkeN : <Tkzno,$0> = J z* dm(zx).
-1

Démonstration. On distingue deux cas.

Cas 1. dim(H) < o0.

Dans ce cas, par le Théoreme spectral fini-dimensionnel, on sait que T est diagonalisable

en base orthonormée. Soit (eq, ..., eq) une b.o.n. de H formée de vecteurs propres pour
T, et notons A1, ..., Ag les valeurs propres correspondantes. Comme T est auto-adjoint
et [T <l,ona—-1<\ <lpouri=1,...,d.

Si ke N, alors TFe; = )\fei pour i =1...,d. Donc

d d
Tkl’o = Tk (Z <£Co, 6Z'> 6,‘) = Z <:L’0, €i>)\f€i,
=1 i=1

et donc
d
(TFwo,m0) = . [(wo, eip]? AF.
=1

Soit alors m la mesure positive sur [—1, 1] définie par

d
m =Y Ko, e)[*6x,.
i=1
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Comme Z?Zl [{z0,e)|? = |70]? = 1, on voit que m est une mesure de probabilité; et
par définition, on a

1
J aFdm(z Z [(zo, )2 ¥ = (T*x0, 20> pour tout k € N.
-1

Cas 2. Cas général.

Comme 'espace de Hilbert H est supposé séparable, on peut trouver trouver une suite
croissante de sous-espaces de dimension finie (E;,)nen telle que E := U%N FE,, est dense
dans H. Si on note P, € L(H) la projection orthogonale de H sur E,, alors P,z — z
pour tout x € H : en effet, c’est vrai pour x € F car la suite (E,) est croissante, donc
c’est vrai pour tout x € H car F est dense dans H et la suite (P,) est bornée.

Pour n € N, posons T;, := P,TP,. Comme T et P, sont auto-adjoints, T}, est auto-

adjoint. De plus T, 25 T Car P S, T (exo). Comme (T},) est bornée, on en déduit

SOT

par récurrence sur k que Tk L, Tk pour tout k € N, puis que TkP T* pour tout

ke N.
Soit ng tel que P,zo # 0 pour tout n = ng. Si n = ng alors, comme T, est auto-
adjoint et “vit” sur I’espace de dimension finie E,, on peut appliquer le Cas 1 a T, et

Ty = Hl'Tlxoﬂ P, : il existe donc une mesure de probabilité p,, sur [—1,1] telle que

1
1
VkeN :J a*dp, (z) = TPozol? (T* Pz, x0).
—1

Par le Théoréeme de Banach-Alaoglu, la suite (u,) posséde une sous-suite (i) qui
converge w* vers une mesure de probabilité m :

viec(- ffduwf fdm.

Comme |P,,z0]? — |zo|?* = 1 et T Py,xg — T*zo pour tout k € N, on obtient ainsi
le résultat souhaité (en prenant f(z) := x*) :

1
VkeN : f 2Fdm(z) = (T*zg, x).
~1
O

Maintenant que le Lemme 4.8 est démontré, on peut procéder exactement comme plus
haut.

REMARQUE. Il est naturel de se demander pourquoi on n’a pas démontré le Lemme
4.7 de la méme maniere que le Lemme 4.8, en approchant ’opérateur normal T" par des
opérateurs fini-dimensionnels T;, = P,TF,. La raison est que ces opérateurs T;, n’ont
a priori aucune raison d’étre normaux, ce qui empéche de leur appliquer le Théoreme
spectral fini-dimensionnel.

5. Opérateurs de Fredhom
5.1. Définition et exemples “immédiats”.

NOTATION. Si Z est un espace vectoriel et si £ S Z est un sous-espace vectoriel,
on note codimyz(E) ou simplement codim(E) la codimension de E dans Z, i.e. la
dimension de 'espace vectoriel quotient Z/E.
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DEFINITION 5.1. Soient X et Y des espaces de Banach. On dit qu’un opérateur
T e L(X,Y) est un opérateur de Fredholm si

(a) dimker(T) < o0
(b) Im(T") est fermé dans 'Y et codimIm(7T) < oo.

On note Fred(X,Y) l'ensemble des opérateurs de Fredholm de X dans Y, et on pose
Fred(X) := Fred(X, X). Si T € Fred(X,Y), lindice de Fredholm de T est le nombre
entier ind(T') défini par

ind(7) := dimker(T") — codim Im(T").

EXEMPLE 1. Si X et Y sont de dimension finie, alors tout opérateur T' € L(X,Y)
est de Fredholm, et on a ind(7T") = dim(X) — dim(Y") pour tout T' € L(X,Y).

Démonstration. 1l est évident que tout opérateur 7' € L(X,Y) est de Fredholm. De
plus, l'algebre linéaire nous dit que dim ker(7")+dim Im(7") = dim(X) et codim Im(7") =
dim(Y) —dimIm(T') ; donc ind(T') =(dim(X) — dim Im(7)) — (dim(Y) — dim Im(7T)) =
dim(X) — dim(Y). O

EXEMPLE 2. Si T € L(X,Y) est inversible, alors T € Fred(X,Y) et ind(T) = 0.
Démonstration. C’est évident. O

EXEMPLE 3. Le forward shift S et le backward shift B sur £2(N) sont des opérateurs
de Fredholm, avec ind(S) = —1 et ind(B) = 1.

Démonstration. En notant (e, )nen la base canonique de £2(N), on sait que ker(B) =
[eo] et que B est surjectif; donc B est de Fredholm et ind(B) = 1 — 0. De méme, S est
injectif et Im(S) = [eg]*; donc S est de Fredholm et ind(S) = 0 — 1. O

EXEMPLE 4. Si K € L(X) est compact et si A # 0, alors T := A[ + K € Fred(X)
et ind(7") = 0.

Démonstration. C’est une partie du Théoreme 2.1. Plus précisément : le fait que
T soit de Fredholm découle de la partie (4) de ce théoreme; et on a ind(7") = 0 par la
partie (6). O

REMARQUE 1. Dans la définition d’un opérateur de Fredholm, I’hypothese que
Im(T") est fermée est en fait superflue : si T € L(X,Y) est tel que codim Im(7") < oo,
alors Im(7") est nécessairement fermée dans Y.

Démonstration. Quitte a remplacer X par X /ker(T'), on peut supposer que 7' est
injectif. Comme codimIm(7") < oo, on peut trouver un sous-espace vectoriel F' € Y
tel que dim(F) < w0 et Y = Im(7T) @ F. Alors F est fermé dans Y, donc c’est un
espace de Banach, et donc X x F est un espace de Banach. Comme T est injectif
et Y = Im(T) @ F, Vopérateur S : X x F' — Y défini par S(z,u) := Tx + u est
bijectif; donc S~! est continu d’apres le Théoreme d’isomorphisme de Banach, et donc
Im(T) = S(X x {0}) = (S71)"1(X x {0}) est fermé dans Y puisque X x {0} est fermé
dans X x F. g

REMARQUE 2. Si T € Fred(X,Y), alors dimker(7*) < o0 et
ind(T) = dimker(T") — dim ker (7).
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Démonstration. Comme Im(7T) est supposé fermé, on peut munir Y /Im(7") de la
norme quotient; et comme Y /Im(7T) est de dimension finie, on a dim (Y /Im(T)
*

dim (Y /Im(T )) Mais (Y/Im(T))" s’identifie & Im(7T")* = ker(T*). Donc dim ker(T )
est finie et égale & dim (Y /Im(T)). O

REMARQUE 3. Un opérateur T' € L(X,Y) est de Fredholm si et seulement si son
adjoint T est de Fredholm ; et dans ce cas on a ind(7*) = —ind(7).

Démonstration. Supposons que T soit de Fredholm. Par la Remarque 2, on sait déja
que dim ker(7*) < c0. Comme Im(T") est fermée dans Y, on peut affirmer que Im(7™)
est fermée dans Y*, et plus précisément que Im(7*) = ker(T)*. Donc X*/Im(T*) =
X*/ker(T)*, et donc 'espace (X*/Im(T*))" s’identifie & (ker(T)L)L C X**. Mais
en considérant ker(7’) comme un sous-espace vectoriel de X** on a (ker(T)l)l =

1L ™ i . .

(ker(T) )" =ker(T) et donc (ker(T)1)™ = ker(T) car ker(7T), étant de dimension
finie, est w**-fermé dans X** (exo). Ainsi, (X*/Im(T*))* s’identifie a ker(7'). En
particulier (X* /Im(T*))* est de dimension finie égale & dim ker(7"). Donc X*/Im(7T™)
est lui aussi de dimension finie égale & dimker(7). Ainsi, on a montré que T est un
opérateur de Fredholm, avec ind(7*) = dimker(7*) — dimker(7T") = —ind(T).

Supposons maintenant que 7™ soit de Fredholm. Alors T** est de Fredholm par ce
qui précede, donc dim ker(7**) < oo0. Mais ker(T**) 2 ker(T') puisque I% =T, donc

dimker(7T") < oo. De plus, Im(7") est fermé dans Y car Im(7™) est fermé dans X™*; et
*

dimker(T*) < oo, donc codimIm(T) < oo puisque ker(T*) s’identifie & (Y /Im(T))".
Donc T est de Fredholm. O

Ezercice. Montrer que si T' est un opérateur de Fredholm, alors ker(7™**) = ker (7).
5.2. Propriétés de base. Dans ce qui suit, X et Y sont des espaces de Banach.

LEMME 5.2. Pour T € L(X,Y), les propriétés suivantes sont équivalentes.
(a) T est de Fredholm.
(b) Il existe des sous-espaces fermés Xo, X1 € X et Yo,Y1 €Y tels que
e X =X0®dX1etY =Yy®Y:;
e dim(X;) < 0 et dim(Y;) < o0

o T admet, relativement aux décompositions X = Xg@P X1 et Y =Yg PY7,
l’écriture matricielle

_(Tp O
(i)
ot Ty € L(Xo,Yy) est inversible.
(c) Il existe des sous-espaces fermés E < X et M €Y tels que
e codim(F) < w0 et dim(F) < o0
e Vopérateur T\p @ Iy : E x M —'Y défini par Tg @ Iy (7,v) :=Tx + v
est un isomorphisme de E x M surY .
(d) Il existe des sous-espaces vectoriels de codimension finie E € X et F €Y
tels que T envoie bijectivement E sur F.
De plus, si (b) a lieuw avec Xg, X1, Yy, Y1, alors X1 = ker(T), Yo = Im(T) et ind(T) =
dim(X1)—dim(Y7) ; et si (d) a lieu avec E et F, alors ind(T) = codim(E) — codim(F').
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Démonstration. L’'implication (a) = (b) est claire : si T est de Fredholm, on peut
écrire X = Xo@ker(T') pour un certain sous-espace fermé Xy car dimker(7") < oo, et on
peut écrire Y = Im(7T)@Y) pour un certain sous-espace Y7 tel que dim(Y7) < oo puisque
codimIm(7T") < o ; donc (b) est visiblement satisfaite avec Xy, X7 := ker(T"), Yy :=
Im(T) et Y7.

De plus, si (b) est satisfaite avec Xg, X1, Yy, Y1, alors on a nécessairement X; = ker(7T)
et Yo = Im(T') puisque Ty est inversible (exo); et donc ind(7") = dim(X;) — dim(Y7).
Les implication (b) = (c) et (¢) = (d) sont claires également : si (b) est satisfaite,
alors (c) est satisfaite avec E := Yy et M := Y] ; et si (c) est satisfaite avec F et M,
alors (d) est satisfaite avec E et F := T(FE), qui est bien de codimension finie, égale a
dim(M).

Supposons maintenant (d) vérifiée, et montrons que 7" est de Fredholm avec ind(T") =
codim(E) — codim(F).

Comme ker(7T') n E = {0} et Im(7T") 2 F, on a dimker(7") < o et codimIm(T) < o0;
donc T est un opérateur de Fredholm.

Comme ker(T) n E = {0}, on peut trouver un sous-espace M < X tel que X
E® M ®ker(T). Alors codim(E) = dimker(7") + dim(M). De plus, Im(7T") = T'(E)
T(M)=F@®T(M), et dim(T(M)) = dim(M) car T}y est injectif; donc codim(F)
codim Im(T) + dim(M). Ainsi, on voit que ind(7) = codim(E) — codim(F).

&

O

Remarque. La preuve du lemme montre que dans (d), on peut prendre E et F
fermés (vérifier). On voit donc qu'un opérateur T' € L(X,Y) est de Fredholm si et
seulement si il existe un sous-espace fermé EF < X de codimension finie tel que Tjf :
E — Y est un plongement et T(E) est de codimension finie dans Y.

Ezercice. Montrer directement 'implication (a) = (d).

Le résultat suivant est habituellement appelé le Théoréme d’Atkinson.

THEOREME 5.3. Pour T € L(X,Y), les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) T est de Fredholm.
(2) 1l existe des opérateurs Sy, S2 € L(Y, X) tels que T'S1 — Iy et SoT — Ix sont
compacts.
(2’) Il existe un opérateur S € L(Y, X) tel que TS — Iy et ST — Ix sont compacts.
(3) Il existe un opérateur S € L(Y,X) tel que TS — Iy et ST — Ix sont de rang
fini.
Démonstration. (1) = (3). Supposons que T soit de Fredholm, et soient X, X;

X et Yy,Y7 € Y comme dans le Lemme 5.2. Relativement aux décompositions X
Xo®XqetY =Yy@Y:, Vopérateur T' s’écrit

N

T= (1(30 8) avec Ty € L(Xo,Yp) inversible.

Sion note S': Y — X D'opérateur défini par

_(Ty" o
s- (5'3)

_(Ix, 0 (Iy, 0
st (9 0w ws- (% 0).

alors
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Donc ST — Ix et T'S — Iy sont de rang fini puisque dim(X;) < o0 et dim(Y7) < 0.
Les implications (3) = (2’) = (2) sont évidente.

(2) = (1). Supposons (2) vérifiée avec S1,52 € L(Y, X). Alors 1T = Ix — K; et
TSy = Iy — Ky avec K et Ky compacts. Comme ker(7T) < ker(S17) et Im(T) 2
Im(T'S2), on a donc

dimker(7T) < dimker(Ix—K;) < o et codim Im(7T") < codim Im(fly —K3) < o0.
Donc T est de Fredholm. O

COROLLAIRE 5.4. SiT € L(X,Y) est de Fredholm et si K € L(X,Y) est compact,
alors T + K est de Fredholm.

Démonstration. Si Sy, So vérifient (2) pour T, alors ils le vérifient également pour
T + K (exo). O

Le théoréme suivant est fondamental.

THEOREME 5.5. L’ensemble des opérateurs de Fredholm est un ouvert de L(X,Y),
et ind(T") dépend continiment de T € Fred(X,Y).

Démonstration. 11 s’agit de voir que si T' € Fred(X,Y), alors tout opérateur T”
suffisamment proche de T est de Fredholm avec ind(7”) = ind(7T'). Mais ceci est évident
par le Lemme 5.2 : si T' vérifie la propriété (c) de ce lemme avec des sous-espaces E € X
et M C Y, alors tout opérateur T” proche de T est tel que T|'E6L)I M est un isomorphisme
de Ex M sur Y car I’ensemble des opérateurs inversibles est un ouvert de L(Ex M,Y);
et donc T” vérifie (c) avec les mémes E et M. O

COROLLAIRE 5.6. Si Ty et T1 sont deux opérateurs de Fredholm et appartiennent
a la méme composante connexe de Fred(X,Y), alors ind(T1) = ind(Tp).

Démonstration. C’est évident puisque ind est a valeurs dans Z. ]

COROLLAIRE 5.7. L’indice de Fredholm est stable par perturbations compactes : si
T e L(X,Y) est de Fredholm et si K € L(X,Y) est compact, alors ind(T+K) = ind(T).

Démonstration. On sait que T+ K est de Fredholm d’apres le théoreme d’Atkinson.
Sion définit v : [0,1] — L(X,Y) par y(s) := T'+sK, alors 'application v est continue,
et a valeurs dans Fred(X,Y') car T' € Fred(X,Y') et sK est compact pour tout s € [0, 1].
Donc T = ~(0) et T+ K = 7(1) sont dans la méme composante connexe de Fred(X,Y),
et donc ind(7T + K) = ind(T). O

Remarque. On obtient ainsi une nouvelle preuve du fait que si K € £(X) est un
opérateur compact, alors dimker(AI + K) = codimIm(A + K) pour tout A # 0 : par
continuité de l'indice, on a ind(Al + K) = ind(AI) = 0.

COROLLAIRE 5.8. Un opérateur T € L(X,Y) est de la forme T = J + K avec J
inversible et K compact si et seulement si T € Fred(X,Y) et ind(T) = 0; et si tel est
le cas, alors T est en fait de la forme T = J + R avec J inversible et R de rang fini.

Démonstration. Si T est de la forme J + K, alors T est de Fredholm et ind(7") =
ind(J) = 0 par le corollaire précédent.

Inversement, supposons que 7' € Fred(X,Y") et ind(7") = 0. Alors on peut écrire X =
E®ker(T) et Y = Im(T) @ F avec dim(F) = dimker(T") < o0. Soit P : X — ker(T)



5. OPERATEURS DE FREDHOM 195

la projection associée a la décomposition X = E @ ker(T), et soit L : ker(T) — Y
un opérateur injectif tel que Im(L) = F. Comme T}z est un isomorphisme de E sur
Im(T) et comme E = ker(P), opérateur J := T + LP € L(X,Y) est inversible (exo);
et R:=T —J = —LP est de rang fini. O

Pour terminer cette section, on va démontrer le Théoreme du produit pour
I'indice de Fredholm. C’est un résultat important... dont on ne fera aucun usage.

THEOREME 5.9. Soient X, Y, Z des espaces de Banach. Si A € Fred(X,Y) et
B e Fred(Y, Z), alors BA € Fred(X, Z) et ind(BA) = ind(B) + ind(A).

Démonstration. Par le Lemme 5.2, on peut trouver des sous-espaces de codimension
finte E € X, F,E' €Y et F'  Z tels que A envoie bijectivement F sur F et B envoie
bijectivement E’ sur F’. Alors BA envoie bijectivement E := (Ajg)"Y(E'nF) sur F =
B(E' n F). De plus, E est de codimension finie dans E car E' n F est de codimension
finie dans F’ et (A4, g)~ ! : F — E est un isomorphisme ; donc E est de codimension finie

dans X puisque codim(F) < c0. De méme, F est de codimension finie dans Z. Donc, &
nouveau par le Lemme 5.2, BA est de Fredholm avec ind(BA) = codim(E) —codim(F).

Pour montrer que ind(BA) = ind(B) + ind(A), introduisons des sous-espaces (de di-
mension finie) M, M’ € Y tels que

(EEnF)®OM=F et (EEnF)eM =F.
Comme E = (Ajp)~'(F) et que (Ap)~' : F — E est un isomorphisme, on a alors
E=(Ap) "B nF)®(Ap) " (M), ie. E= E® (Ap) " (M); et de méme, F' =
F @ B(M’). Donc codim(E) = codim(FE) + dim ((A)p) 1 (M)) = codim(E) + dim(M)
et codim(F) = codim(F”') + dim(B(M’)) = codim(F') + dim(M’), de sorte que
ind(BA) = codim(E) + dim(M) — codim(F”) — dim(M").

Comme de plus dim(M) = codim(E’ n F) — codim(F') et dim(M’) = codim(E' n F') —
codim(E’), on obtient ainsi

ind(BA) = codim(F) — codim(F) — codim(F") + codim(E")
= ind(A) + ind(B).
U

Autre preuve de ind(BA) = ind(B) + ind(A). La preuve qui suit est un peu plus
longue, mais donne plus d’informations. Pour simplifier les écritures, on posera pour
tout opérateur 1" :

a(T) := dimker(T) et B(T) := codim Im(T).
Si T est un opérateur de Fredholm, on a donc
ind(T) = o(T) — B(T).

Une autre notation : si H est un espace vectoriel et si K est un sous-espace vectoriel
de H, on note [H : K| la dimension de I'espace quotient H/K :

[H: K] =dim(H/K).
On a donc dim(H) = dim(K) + [H : K] (que les dimensions soient finies ou non).
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FAIT 1. On a les identités suivantes :
a(BA) = a(A) + dim(Im(A) N ker(B));

B(BA) =Y : Im(A) + ker(B)] + 5(B).

Preuve du Fait 1. Pour la lére identité, on observe qu’on a Im(A) n ker(B) =
A(ker(BA)) = Im(A|ker(BA)), et ker(A) = ker(A|ker(BA)) puisque ker(A) < ker(BA).
Donc Im(A) n ker(B) est isomorphe a ker(BA)/ker(A), ce qui donne la formule sou-
haitée.

Pour la 2éme identité, on introduit un supplémentaire U de ker(B) dans Im(A)+ker(B),
et un supplémentaire V' de Im(A) + ker(B) dans Y. Ainsi :

Im(A) + ker(B) = U @ ker(B),

Y = U@ker(B)@®V.

Comme Im(BA) = B(Im(A) + ker(B)) = B(U), on a $(BA) = [Z : B(U)]. Mais on
a aussi Im(B) = B(U) @ B(V), et donc [Z : B(U)] = B(B) + dim(B(V)). Comme
dim(B(V)) = dim(V) = [V : Im(A) + ker(B)] puisque By est injectif, on a donc bien
montré que 5(BA) = [Y : Im(A) + ker(B)] + B(B). O

Fair 2. Si M et N sont des sous-espaces vectoriels de Y, alors
dim(N) =dim(M nN)+[N: M n N] et

[Y:M]=[N:MnN]+[Y:M+N]J.
En particulier, si dim(N) < o0 et [Y : M] < o0, alors
dim(N) —[Y : M] =dim(M n N) —[Y : M + N].
Prewve du Fait 2. La leére formule est évidente : c’est 'identité dim(H) = dim(K )+
[H: K] avec H:=Net K:=Mn N.

Pour démontrer la 2éme formule, on introduit un supplémentaire U de M n N dans
M., et un supplémentaire U’ de M n N dans N :

M=U®MnN) et N=(MnN)®U'.
On a alors (exo)
M+N=U®MnN)®U' =MeU’
etdonc [Y:M]=[Y:M+N]+dim(U’) =Y : M+ N]+[N:Mn NJ. O
Meéme si ce n’est peut-étre pas immédiatement apparent, la preuve est maintenant

terminée. Si on pose p := dim(Im(A) N ker(B)) et g := [Y : Im(A) + ker(B)], et si on
applique le Fait 1 puis le Fait 2 avec M :=Im(A) et N := ker(B), on obtient

a(BA) = a(A) +p,
B(BA) = q+ B(B),
a(B)-B(A)=p—g

d’ott on déduit immédiatement que a(BA) — f(BA) = a(A) + a(B) — B(A) — B(B),
i.e. ind(BA) = ind(B) + ind(A). O
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Encore une autre preuve. Pour montrer que ind(BA) = ind(B) + ind(A4), on uti-
lise une “astuce” difficilement compréhensible de prime abord, mais assez naturelle
a posteriori : on introduit les opérateurs My = A@ B : XY — Y ® Z et
M:=(BA)® (—Iy): X®Y — Y @ Z. Matriciellement, on a ainsi

A 0 0 Iy
M”‘(o B> ot M_<BA 0>'
Il est assez clair que My est de Fredholm et ind(Mj) = ind(A) + ind(B). De méme,
comme BA est de Fredholm et —Iy inversible, on voit que M est de Fredholm et
ind(M) = ind(BA). 1l suffit donc de montrer qu’on a ind(M) = ind(My).
Maintenant, on peut jouer avec des matrices 2 x 2 et observer qu’on a d’une part

(Iy O\ (Iy 0\ (/A 0
w=(5 5 (5 1)@ 5):
(Iy 0\[0 —L\[A 0
v=(5 ) )@ 5)

Cela incite a considérer, pour 6 € R, 'opérateur My e L(X @YY @ Z) défini par
Mo e Iy O cosf@ly —sinfly\ (A O
=\ 0 B)\sin0ly cosbly J\0 L)

On a ainsi M = My et My = ... M.

et d’autre part

cosf Iy —sinbly
sinf Iy cosf Iy

d’inverse R_y (exo); en particulier, Ry est de Fredholm. Donc My apparait comme le
produit de 3 opérateurs de Fredholm, et par conséquent My est de Fredholm. Comme
Papplication 6 — My est visiblement continue, on en déduit par connexité que ind(Mpy)
ne dépend pas de 6. Donc ind(BA) = ind(My /) = ind(Mp) = ind(A) + ind(B). O

Pour tout 6 € R, l'opérateur Ry := < > € LIY ®Y) est inversible,

EXEMPLE. Stabilité et continuité de l'indice de Fredholm.

On peut utiliser le Théoreme du produit pour redémontrer la stabilité par perturbations
compactes et la continuité de I'indice de Fredholm.

Montrons d’abord la stabilité par perturbations compactes. Soit T' € Fred(X,Y), et soit
K € K(X,Y). Par le Théoreme d’Atkinson, on peut trouver S € L(Y, X) tel que T'S—Iy
et ST—1Ix sont compacts; et S est de Fredholm, a nouveau par le Théoreme d’ Atkinson.
Posons L := ST — Ix. Comme L est compact, on a ind(ST) = ind(Ix + L) = 0; et
donc ind(S) = —ind(T) par le Théoréme du produit. De méme, ind((T + K)S) =
ind(Ix + L+ KS) = 0 car L+ K S est compact ; donc ind(7T+ K) = —ind(S) = ind(T).
Montrons maintenant la continuité. Soit 7' € Fred(X,Y) : on voudrait montrer que
pour tout opérateur 7" € £(X,Y) assez proche de T', on a ind(7”) = ind(7"). Comme
plus haut, soit S € Fred(Y, X) tel que L := ST — Ix est compact. On a ind(ST) =
ind(Ix+L) = 0,donc ind(T") = —ind(S). SiT" € L(X,Y), alors ST = ST+S(T"-T) =
L+Ix+S(T'—T). Par ailleurs, si T” est assez proche de T', précisément si | S| |[T"—T| <
1, alors J := Ix + S(T" —T) est inversible. Comme ST” = J + L et que L est compact,
on en déduit (par stabilité de l'indice de Fredholm) que ind(S7T”’) = ind(J) = 0, et
donc ind(7”) = —ind(S) = ind(7T).
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5.3. Deux exemples “non immédiats”. Dans cette section, on donne d’une
part un exemple “concret” d’utilisation de la notion d’opérateur de Fredholm, et
d’autre part un exemple non trivial de calcul d’indice.

EXEMPLE 1. Soit ¢ : [0,1] — R une fonction continue > 0. Pour toute fonction
continue g : [0,1] — C, il existe une unique fonction f : [0,1] — C de classe C? telle

que f" —¢f =get f(0)=0= f(1).

Démonstration. Munissons 'espace C2([0,1]) de la norme | - |02 définie par || 2 :=

I flloo + 11 oo + [ f”]|oo, qui en fait un espace de Banach. Soit
X = {feC*([0.1]); £(0)=0=F(1)}.

C’est un sous-espace fermé de C2([0, 1]), donc un espace de Banach. Il s’agit de montrer
que opérateur T : X — C([0,1]) défini par T'f := f” — ¢ f est bijectif.
OnaT =A+K,ouAf := f" et Kf := —¢f. Il est assez clair par définition de
X que Ajx : X — C([0,1]) est bijectif, i.e. inversible (exo). Quant a K, il n’est pas
difficile de voir que c’est un opérateur compact : en effet, I'injection canonique J :
C%([0,1]) = C(]0,1]) est un opérateur compact (exo), et I'opérateur de multiplication
My : C([0,1]) — C([0,1]) est borné, donc K = —MyJ|x est compact. Donc T'= A+ K
est un opérateur de Fredholm et ind(7") = 0. Pour conclure, il suffit donc de montrer
que T est injectif.
Le point clé est que opérateur A est “négatif”’, ce qui se voit en intégrant par parties :

1 1 1
vrex s [ ri=10 - [ e[ e <o

On en déduit que si f € X vérifie Tf = 0, i.e. f” = ¢f, alors S(l) ®|fI? < 0. Mais
la fonction ¢|f|? est > 0 et continue. Donc ¢|f|?> = 0; autrement dit ¢f = 0. Donc
1" = ¢f =0, et donc f = 0 puisque f(0) = 0 = f(1). On a donc bien montré que
l'opérateur T est injectif. O

EXEMPLE 2. Soient L? := L?(T) et H? := H*(T). Pour toute ¢ € L® = L(T),
on note Ty : H? — H? l'opérateur défini par Ty = P My, ou Py : L? — H? est
la projection orthogonale de L? sur H? et My - H 2 L? est la restriction & H?
de l'opérateur de multiplication par ¢. (On dit que Ty est 'opérateur de Toeplitz
associé a ¢.) Si ¢ : T — C est une fonction continue telle que ¢(z) # 0 pour tout
z € T, alors Tj, est un opérateur de Fredholm, et ind(7T}) = — deg(¢), ot deg(¢) est le
degré de ¢, i.e. I'indice du chemin fermé ~ : [0,27] — C* défini par v(t) := ¢(e') par
rapport a 0.

Preuve abrégée. Pour k € Z, on notera z* la fonction T 3 z — 2*, qui appartient &
C(T) € L*®. La fonction z* ne s’annule pas sur T, et “on sait bien” que deg(z*) = k.

FAIT 1. T,x est de Fredholm pour tout k € Z, avec ind(T,x) = —k.
Preuve du Fait 1. Si k > 0, alors M, envoie H? dans H?, donc T,x = M. De

2
plus, M, est une isométrie de H? dans H?, et Im(M,) = Vect {z"; n > k}H (exo0),
qui est de codimension k dans H?. Donc T« est de Fredholm avec ind(T,:) = 0 — k =
—k. Si k < 0, alors T« est surjectif et ker(T,x) = Vect {z"; 0 < n < —k} (ex0); donc
T,x est de Fredholm avec ind(Tx) = —k — 0 = —k. O

Z

FarT 2. Si ¢ € C(T), alors 'opérateur Ty — M est compact.
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Preuve du Fait 2. On considere ici Tjy comme un opérateur de H 2 dans L?. Dans
ce qui suit, on pose Ay := Ty — M.
Comme les polynomes trigonométriques sont denses dans C(T), on peut trouver une
suite de polynomes trigonométriques (py,) telle que |p,—@[ o — 0. Alors |A,, —Ag| — 0
car [Ay| < 2|1[leo pour toute ¢ € L* (micro-exo). Pour montrer que A, est compact,
il suffit donc de montrer que les A,, le sont. Ainsi, on s’est ramené a montrer que
T, — M, est compact pour tout polynoéme trigonométrique p.
Sion écrit p = Z;L_N cxz”, on voit que pz" € H? pour tout n = N, et donc Tyz" = pz".
Donc ker(T}, — M,) contient le sous-espace fermé de H? engendré par les z", n > N.
Par conséquent, ker(7), — M,) est de codimension finie dans H 2. et donc T, — M, est
de rang fini, donc compact. O

Soit maintenant ¢ € C(T) ne s’annulant pas sur T, et montrons que T} est de Fredholm.
Comme ¢ ne s’annule pas, la fonction 1/¢ est bien définie et appartient a C(T). Par
le Fait 2, on peut écrire Ty/yTy = Ty /(Mg + K) ot K : H? — L? est un opérateur
compact. Comme Ty My = P M,y My = Ip2, on en déduit que T 3Ty, = Iy2 + L, ou
L :=Ty,4K est compact. On montre de méme que 117,45 = I + L' avec L' compact,
en appliquant le Fait 2 & 1/¢. Donc T} est de Fredholm d’apres le Théoreme 5.3.

Montrons pour finir que si ¢ € C(T) ne s’annule pas sur T, alors ind(Ty) = — deg(¢).
Posons k := deg(¢). D’apres les propriétés classiques du degré, la fonction ¢ est “homo-
tope dans C(T, C*)” & la fonction z* : il existe une application continue H : [0,1] x T —
C* telle que, en posant ¢y(2) := H(t, z), on ait ¢g = ¢ et ¢ = z*. Par ce qui précede,
tous les opérateurs Ty, sont de Fredholm puisque les ¢; ne s’annulent pas, et I'ap-
plication ¢ — Ty, est continue de [0,1] dans £(H?) par continuité de H (exo). Par
continuité de I'indice et d’apres le Fait 1, on a donc ind(Ty) = ind(Ty,) = ind(Ty,) =
ind(T,x) = —k. O

5.4. Spectre essentiel. Dans ce qui suit, X est un espace de Banach complexe
de dimension infinie. On rappelle qu’on note K(X) I'ensemble de tous les opérateurs
compacts K : X — X. On sait que /(X)) est un sous-espace vectoriel fermé de £(X);
et on sait aussi que K(X) est une idéal bilatére de l'algebre L(X) : si K € K(X),
alors TK € K(X) et KT € L(X) pour tout T' € L£(X). De plus, K(X) # L(X) car
dim(X) = c0. Donc lespace vectoriel quotient

C(X) = L(X)/K(X)

est muni canoniquement d’une structure d’algebre de Banach unitaire. (Il faut vérifier
que la norme quotient est bien sous-multiplicative et que qu X) | = 1; ce qui n’est pas
difficile.) On dit que €(X) est algébre de Calkin de 'espace de Banach X.

NOTATION. On note 7 : L(X) — €(X) l'application quotient canonique; et si
T e L(X), on pose [T] :=n(T).

Avec ces notations, on peut reformuler une partie du Théoreme d’Atkinson 5.3
comme suit : si '€ L(X), alors

T est de Fredholm <= [T'] est inversible dans €(X).

DEFINITION 5.10. Si T € L(X), le spectre essentiel de T est le spectre de [T] =
m(T) dans lalgébre €(X). On le note o.(T). Ainsi :

A€ 0 (T) < [T — M| n’est pas inversible dans €(X).
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REMARQUE 1. Par le Théoreme d’Atkinson, on voit que

A€o (T) < T — M n’est pas un opérateur de Fredholm.

REMARQUE 2. Par la théorie générale des algebres de Banach, o.(T") est un com-
pact de C et 0.(T") # . De plus, on a toujours o.(T") < o(T).

Démonstration. On a 0.(T) = o(n(T)) € o(T) car m : L(X) — €(X) est un
homomorphisme d’algebres. (|

REMARQUE 3. Le spectre essentiel est “invariant par perturbations compactes” :
on a 0.(T') = 0.(T + K) pour tout opérateur compact K € L£(X).

Démonstration. C’est évident puisque [T+ K| = [T]. O

REMARQUE 4. On a 0.(T*) = 0¢(T). Si X est un espace de Hilbert H et si 7™ est
Padjoint hilbertien de T, alors o¢(T™*) = {\; A € 0.(T)}.

Démonstration. On a vu qu’un opérateur R est de Fredholm si et seulement si R*
est de Fredholm. O

EXEMPLE 1. Si K € L(X) est compact, alors o.(K) = {0}.
Démonstration. C’est évident puisque [K] = 0. O

EXEMPLE 2. Si B et S sont les shifts canoniques sur ¢?(N), alors o.(B) = T =
oe(9).

Démonstration. Comme B* = S, il suffit de montrer que o.(S) = T.

Par ’'Exemple 1.33, on sait que (S) = D; donc 0.(S5) < D.

Montrons que 0.(S) € T ; autrement dit, que si A € D, alors S — Al est un opérateur de
Fredholm. Comme S est une isométrie, on a ||(S—A)z| = |Sz|— || |z]| = (1—|\]) ||
pour tout z € 2, donc S—AI est un plongement. De plus, ker ((S—AI)*) = ker(B*—XI)
est de dimension 1 par I'Exemple 1.33. Donc S — I est de Fredholm avec ind(S—\I) =
0—-1=-1.

Montrons maintenant que o(S) contient T. Soit A € T quelconque. L’opérateur S — AT
est injectif car 0,(S) = &, et il est aussi & image dense car (S — A\I)* = B — Al est
injectif (A ¢ D). Comme S — AI n’est pas inversible puisque A € o(T), on en déduit que
S — Al n’est pas a image fermée; et donc S — Al n’est pas de Fredholm. O

PRrROPOSITION 5.11. Soit T € L(X), et soit X\ € o(T) un point isolé de o(T).
Soit X = E)\@® F la décomposition de Riesz associée a la décomposition o(T) =
{A} U a(T)\{A}. Alors X € 0.(T) <= dim(E)) = 0. En particulier, si X n’est pas
valeur propre de T', alors \ € o.(T).

Démonstration. Relativement a la décomposition X = E) @ F, 'opérateur T — \I

s’écrit matriciellement
A, O
P (B00)

ou Ay € L(E)) vérifie 0(Ay) = {0} et B € L(F) est inversible. Comme B est inversible,
T — A est de Fredholm si et seulement si Ay est de Fredholm (exo). Si dim(E)) < o0,
cela est certainement vérifié. A Iinverse, si dim(E)) = oo, alors & # 0.(Ay) S 0(Ay) =
{0}, donc o.(Ay) = {0}, et donc Ay n’est pas de Fredholm. Ainsi, on voit que T'— \I est
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de Fredholm si et seulement si dim(E)) < o0 ; autrement dit, A € 0.(T) si et seulement
si dim(X)) = oo.

Si dim(E)) < oo, alors A est valeur propre de T' car A € o(Tjg, ). Donc, par ce qui
précede : si A n’est pas valeur propre de T alors A € 0.(T). O

PROPOSITION 5.12. Soit T' € L(X), et soit A € C. On suppose qu’il existe une suite

(Tn)nen S X telle que z, = 0, |z,| = 1 pour tout n et [Tx, — Az,| — 0. Alors
A€ oe(T).

Démonstration. On doit montrer que 'opérateur R := T — Al n’est pas de Fred-
holm. Si dimker(R) = o0, il n’y a rien & faire; donc on suppose que dimker(R) < co.
Soit E < X un sous-espace fermé tel que X = ker(R) @ E, et soit P : X — ker(R)
la projection sur ker(R) associée a cette décomposition. Alors P est de rang fini, donc
c’est un opérateur compact. Comme z,, — 0, on en déduit que |Pxy| — 0. Donc, si
on pose z, := (I — P)x, = x, — Px,, alors |z,| = 1/2 pour n assez grand puisque
|zn|| = 1. De plus, z, € E par définition et |Rz,| = |Rz,| — 0. On en déduit que
R n’est pas un plongement ; et donc R n’est pas a image fermée puisque R|p est
injectif. Comme R(E) = Im(R), cela signifie que R n’est pas a image fermée; donc R
n’est pas de Fredholm. ]

PROPOSITION 5.13. Soit T' € L(X). Si A € o(T)\oc(T), alors ou bien \ est un
point isolé de o(T'), ou bien A est un point intérieur o o(T), i.e. il existe un voisinage

ouwvert W de A\ dans C tel que W < o(T).

La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant.

LEMME 5.14. Si A € L(X) est un opérateur de Fredholm, alors il existe un disque
ouwvert D(0,¢) < C tel que : dimker(A — uI) et codimIm(A — ul) ne dépendent pas de
wsipe D(0,e) et p#0.

Preuve du Lemme 5.14. Pour n € N, soit Z, := Im(A"); et soit aussi Z, :=
(Mpeny Zn- Comme A™ € Fred(X) pour tout n € N puisque A € Fred(X), on sait que les
Z, sont des sous-espaces fermés de X ; donc Zy est un sous-espace fermé de X. De
plus, la suite (Z,,) est décroissante.

Preuve du Fait 1. 11 est clair que A(Zy) S Zy (micro-exo). Inversement, soit z €
Zy quelconque. Alors E, := {z € Z,; Ax = z} est non vide pour tout n € N car
2 € Zni1 = A(Zy). De plus, les E, sont des sous-espaces affines de X, ils sont de
dimension finie car {x € X; Az = z} est de dimension finie (c’est un translaté de
ker(A)), et la suite (E,) est décroissante. Donc la suite (F,) est stationnaire (exo);
et comme tous les F, sont non vides, on en déduit que [,y Ern # . Si on choisit
z € (Ve En, alors @ € (e Zn = Zo €t Az = z; donc z € A(Zy). O

FAIT 2. Si Z est un espace de Banach, alors I’ensemble des opérateurs surjectifs
S :Z — Z est un ouvert de L(Z).

Preuve du Fait 2. On sait qu'un opérateur S : Z — Z est surjectif si et seulement
si S* 1 Z* — Z* est un plongement. De plus, il n’est pas difficile de montrer (exo)
que I'ensemble de tous les plongements R : Z* — Z* est un ouvert de £(Z*). D’ou le
résultat par continuité de I’application S — S*. O
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Posons B := A|z, : Zoo — Zo. Par le Fait 1, B est un opérateur surjectif. De plus, on
a ker(B) < ker(A) et donc dimker(B) < o puisque A est de Fredholm. Donc B est un
opérateur de Fredholm.

Par le Fait 2, 'ensemble des opérateurs S € L(Z) qui sont de Fredholm et surjectifs
est un ouvert de £(Zy). Donc on peut trouver € > 0 tel que B — ulz, est de Fredholm
et surjectif pour tout p € D(0,¢), avec de plus ind(B — plz,) = ind(B). On a donc
dimker(B — ulz,) = dimker(B) pour tout p € D(0,¢) puisque B — ulz, et B sont
surjectifs. De plus, quitte & diminuer €, on peut aussi supposer que A — ul € Fred(X)
pour tout p € D(0,¢), avec ind(A — pul) = ind(A).

FArT 3. Si p # 0, alors ker(A — pl) = ker(B — ulz, ).

Démonstration. 11 s’agit de montrer que si x € ker(A — ul), alors z € Zy,. Comme
Az = px, on a A"x = p"x pour tout n € N, et donc x = p="A"x = A™(u "x) € Z,.
Donc en effet © € Zy = (), Zn- O

On peut maintenant finir la preuve du lemme. Par le Fait 3 et le choix de €, on a
dimker(A—pul) = dim ker(B) pour tout u € D(0,¢) tel que pr # 0; donc dim ker(A—pul)
ne dépend pas de u si p € D(0,¢) et u # 0. De plus ind(A — pl) ne dépend pas non
plus de € D(0,¢), et donc codimIm(A — pf) ne dépend pas de p si p € D(0,¢) et
pu# 0.

O

Prewve de la Proposition 5.13. Supposons que A ne soit pas un point isolé de o(T).
Soit A := T'—AI. Comme on suppose que A ¢ o.(T'), 'opérateur A est de Fredholm. Soit
¢ > 0 donné par le Lemme 5.13 : par définition, dim ker(7" — wI) et codim Im(7T — wI)
ne dépendent pas de w si w € D(\,e) et w # A. Posons W := D(\,¢). Comme A n’est
pas un point isolé de o(T'), on peut trouver wy € W tel que wy # A et wg € o(T). Alors
ou bien dimker(T — wol) > 0, ou bien codim ker(7'— woI) > 0. Par définition de W et
comme wy # A, on a donc ou bien dim ker(7 — wI) > 0 pour tout w € W\{A}, ou bien
codimker(7T — wl) > 0 pour tout w € W\{A}. En particulier W\{\} < o(T); et donc
W < o(T) puisque A € o(T). O

COROLLAIRE 5.15. Soit T € L(X), et soit A€ C. Si A€ do(T) et si X\ n’est pas un
point isolé de o(T'), alors X € o.(T).

Démonstration. C’est évident par la proposition. O

COROLLAIRE 5.16. Soit T € L(X). Si Q est une composante connexe de C\o(T),
alors ou bien Q < o(T'), ou bien tous les points de 2 N o(T) sont des points isolés de
o(T).

Démonstration. Posons

Q1 :={\ € Q; IW voisinage de A : W < o(T)},
Qg := {X € Q; IW voisinage de A : W no(T) = {A}}.

Il est évident que 21 est un ouvert de €2, et facile de vérifier que 25 est également un
ouvert de Q (exo; il faut utiliser le fait que o(7) est un fermé de C). De plus, il est
évident que 21 N Qs = . Enfin, on a Q = Q7 U Qs par la Proposition 5.13. Comme
Q est connexe, on a donc ou bien = 7, ou bien 2 = Qy. Ceci démontre le résultat
souhaité : si Q@ = Qq, alors Q € o(T'); et si Q = Oy, alors tous les points de Q2 N o(T)
sont des points isolés de o(T). O
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COROLLAIRE 5.17. Si T € L(X) et si C\oe(T') est connexe, alors tous les points
de o(T)\oe(T) sont des points isolés de o(T) et des valeurs propres de T.

Démonstration. On ne peut pas avoir C\o(T) € o(T) car o(T') est un ensemble
borné et C\o.(T") est non borné; donc le résultat est clair par le corollaire précédent
et la Proposition 5.11. O

Voici pour finir deux résultats propres aux opérateurs normaux.

PROPOSITION 5.18. Soit H un espace de Hilbert complexe séparable (de dimension
infinie), et soit T € L(H) un opérateur normal. Pour \ € o(T), les choses suivantes
sont équivalentes.

(1) Xe o (T).
(2) X nest pas un point isolé de o(T'), ou bien dimker(T' — A\I) = 0.
(3) Il existe une suite orthonormale (xy)neny S H telle que |Txy, — Ay — 0.

Démonstration. (1) = (2) Supposons que A € o.(T), et que A soit un point isolé
de o(T) : il faut voir que dimker(7 — AI) = . Soit H = E) @ F la décomposition
de Riesz associée a la décomposition o(T") = {A\} U o(T)\{\}. Par la Proposition 5.11,
on a dim F = o0. Mais comme T est normal, on a E) = ker(T — \I) par le Corollaire
3.29. Donc dimker(T — A\I) = oo.

(2) = (3) Supposons (2) vérifiée. Si dimker(T" — AI) = oo, alors (3) est certainement
vérifiée : il suffit de prendre pour (z,) une suite orthonormale dans ker(T" — AI).
Supposons maintenant que A ne soit pas un point isolé de o(T). Soit (A\,) < o(T)
une suite de points deux a deux distincts telle que A, — A. Choisissons une suite
(en) de nombres réels > 0 tendant vers 0 telle que les disques D,, := D(\,, €,) soient
deux a deux disjoints, et posons P, := 1p (7). Par 'Exemple 4.6, les P,, sont des
projections orthogonales non-nulles et [|(7"— A\, I) P, || < &, pour tout n € N. De plus,
on a P,P,, =0sin#mcar D, n D, = . Donc les sous-espaces E,, := Im(P,,) sont
deux a deux orthogonaux. Pour tout n € N, on peut choisir z,, € E, tel que |z,| = 1.
Alors la suite (zy,) est orthonormale, et | Tz, — Az, | = (T — A1) Pyzy|| < €, pour
tout n € N. Donc || Tz, — A\pxy,| — 0, et donc |T'z,, — Az, | — 0 puisque A,, — A. Ainsi,
on voit que (3) est vérifiée.

L’implication (3) = (1) découle de la Proposition 5.12. O

PROPOSITION 5.19. Soit H un espace de Hilbert complexe (de dimension infinie).
Si T e L(H) est un opérateur normal, alors o.(T) = ﬂKeK(H) o(T+ K).

Démonstration. On a 0.(T) = o.(T+ K) < (T + K) pour tout opérateur compact
K ; donc 0.(T) < ﬂKE,C(H) o(T + K), sans hypothese sur T.
Inversement, soit A € ) KekC(H) o(T + K). Alors T — M\ + K n’est inversible pour aucun
opérateur compact K ; autrement dit, on ne peut pas écrire T — A\ = J + K avec
J inversible et K compact. Par le Corollaire 5.8, cela signifie que T"— Al n’est pas
“de Fredholm avec indice 0”. Mais R := T — AI est normal, donc ker(R) = ker(R*).
Donc, si R était de Fredholm, on aurait nécessairement ind(R) = 0. Par conséquent,
R =T — X\ n’est pas de Fredholm, i.e. A € o.(T). O
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